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Prefácio

Este trabalho baseia-se na experiência adquirida de ensino da álgebra linear ao
longo de vários anos, enquanto docente desta disciplina no Instituto Superior
Técnico (Lisboa). Ele destina-se a servir como texto de apoio aos alunos dos
cursos de Engenharia, de Fı́sica e de Matemática, bem como a todos os estu-
dantes das áreas onde a álgebra linear é instrumental para efeitos de modelação
matemática de problemas de carácter cientı́fico ou tecnológico.

A principal diferença entre este texto e a maioria dos manuais de lı́ngua por-
tuguesa existentes no mercado consiste numa abordagem integrada da álgebra
linear, de modo a conter além dos conceitos básicos fundamentais alguns tópicos
complementares que entretanto ganharam especial relevo ao nı́vel das aplicações.
As matérias aqui tratadas são hoje indispensáveis ao estudante que pretenda dotar-
se de conhecimentos suficientemente abrangentes de álgebra linear, tendo por
horizonte uma preparação teórica sólida que o habilite a prosseguir estudos pós-
graduados nas variadas áreas onde esta disciplina é manifestamente imprescindı́vel.

Ao contrário do que é habitual encontrar-se nos textos didácticos de álgebra
linear ao nı́vel dos primeiros anos de um curso universitário, de uma forma ge-
ral optámos por demonstrar a quase totalidade dos resultados enunciados neste
livro, com raras excepções onde se apresentam apenas esboços de demonstração.
Por conseguinte, em princı́pio, o estudante que deseje efectuar um estudo apro-
fundado das matérias versadas não necessitará de recorrer a livros de texto mais
especializados. O livro é auto-contido, sendo que em cada capı́tulo se procurou
explanar com suficiente detalhe os temas centrais da álgebra linear, tratando de-
pois algumas das suas aplicações. Os conceitos e definições fundamentais são
sistematicamente acompanhados de exemplos ilustrativos de modo a facilitar a
sua compreensão, sendo incluı́dos ao longo do texto vários exercı́cios resolvidos.
Para não se quebrar o ritmo da exposição com detalhe excessivo, são ainda pro-
postos outros exercı́cios que se destinam a enunciar resultados úteis em tópicos
subsequentes. São também enfatizados os aspectos geométricos da álgebra linear,
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apelando aos conhecimentos prévios em dimensões dois e três.
A matéria ultrapassa largamente o que é possı́vel ser leccionado num semes-

tre. No entanto a apresentação está estruturada de modo a facilitar alguma flexi-
bilidade na selecção de tópicos, sem grande quebra de continuidade. Um curso
semestral tı́pico cobre as matérias básicas do Capı́tulos 1 (sistemas de equações
lineares e álgebra matricial); Capı́tulo 2 (determinantes); Capı́tulo 3 (espaços li-
neares); Capı́tulo 4 (valores e vectores próprios); Capı́tulo 5 (ortogonalidade e
produto interno); Capı́tulo 6 (funções lineares); Capı́tulo 7 (matrizes ortogonais,
unitárias, simétricas e hermitianas) e Capı́tulo 8 (forma canónica de Jordan).

Entre os temas que são pouco comuns ou habitualmente relegados para cursos
posteriores, destacamos: decomposição em valores singulares; grupos de matrizes
e suas álgebras de Lie; a exponencial de matrizes; resolução de equações diferen-
ciais lineares e forma canónica de Jordan.

Com frequência o estudante de um primeiro ano de um curso universitário
não dispõe de maturidade matemática para lidar confortavelmente com um certo
nı́vel de abstracção. Para colmatar essa dificuldade optou-se por abordar a álgebra
linear sob o ponto de vista matricial, evitando o formalismo mais abstracto das
aplicações lineares. Todavia procurou-se introduzir, de forma lenta e progressiva,
a abstracção necessária a uma boa compreensão global da álgebra linear, indis-
pensável ao tratamento de aplicações concretas com alguma relevância.

Nos exercı́cios apresentados no final de cada capı́tulo incluem-se frequente-
mente questões do tipo verdadeiro ou falso, as quais se destinam a proporcionar
ao estudante a oportunidade de testar o seu nı́vel de compreensão e assimilação
dos conceitos fundamentais, bem como estabelecer relações entre tópicos distin-
tos. As soluções dos problemas com numeração ı́mpar são apresentadas no final
do livro.
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3 Espaços Lineares 109
3.1 Definição de espaço linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

i



ii
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Capı́tulo 1

Sistemas de Equações Lineares e
Matrizes

A resolução de sistemas de equações lineares é uma tarefa comum a diversas
áreas de aplicação da matemática, sendo frequente a ocorrência de sistemas li-
neares com um grande número de equações e de incógnitas em fı́sica, quı́mica,
astronomia, engenharia, economia, etc. Do ponto de vista teórico, a resolução de
um sistema de equações lineares não é difı́cil. Em particular, sistemas com um
número reduzido de equações podem ser resolvidos sem recurso a um qualquer
método especı́fico. Porém, quando o número de equações é significativo, é natural
utilizar-se um procedimento sistemático que possa ser facilmente programável.

Na primeira década do século XIX, Carl Friedrich Gauss1 apresentou um
método geral para a resolução de sistemas de equações lineares designado mo-
dernamente por método de eliminação de Gauss. Trata-se de um algoritmo bas-
tante simples, o qual permanece como um dos marcos fundamentais da álgebra
linear, dada a sua relevância quer do ponto de vista teórico quer do ponto de vista
computacional. Neste capı́tulo, esse método é utilizado não apenas para resolver
sistemas lineares, mas também como suporte à introdução de conceitos funda-
mentais, servindo de motivação para o estudo de matrizes e do espaço Rn.

Neste capı́tulo são definidas as operações básicas com matrizes à custa de
operações com vectores coluna. As operações de adição de vectores e de multi-
plicação de um vector por um número real são introduzidas como generalizações
das operações bem conhecidas com vectores do plano e do espaço. Em Rn trata-

1Johann Carl Friedrich Gauss (ou Gauß), (1777-1855), matemático alemão com inúmeras
contribuições em diversas áreas da matemática e fı́sica.
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1.1. Sistemas de equações lineares

se com algum detalhe o conceito de combinação linear de vectores e conjunto
gerador, dando especial ênfase aos aspectos geométricos no caso de vectores do
plano e do espaço. Estes conceitos são fundamentais, não só na introdução de
certas operações com matrizes mas também em estudos subsequentes como, por
exemplo, no estudo de espaços lineares (Capı́tulo 3).

Na Secção 1.4 estudam-se matrizes invertı́veis e descreve-se um método para
determinar a inversa de uma matriz quadrada, conhecido pela designação de méto-
do de eliminação de Gauss-Jordan2. Estabelecem-se ainda relações entre matrizes
invertı́veis e a sua caracterı́stica, bem como entre matrizes invertı́veis e soluções
de sistemas lineares.

Finalmente, tendo em vista utilizações posteriores, abordamos outros tópicos,
como seja a factorização LU de uma matriz, bem como alguns aspectos relacio-
nados com matrizes particionadas em blocos.

1.1 Sistemas de equações lineares
No contexto deste livro, quando nos referimos a números ou a escalares estamos
a subentender tratar-se de números reais ou complexos. Comecemos por definir o
que se entende por equação linear e por solução.

Definição 1.1. Uma equação linear nas variáveis (ou incógnitas) x1, x2, . . . , xn

é uma equação do tipo

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d, (1.1)

onde a1, . . . , an e d são constantes (reais ou complexas).
Os números a1, . . . , an são designados por coeficientes da equação (1.1), e d

é designado por segundo membro ou termo independente dessa equação.

Exemplo 1.1.

2x− 3y + 5z − 1 = 0 é uma equação linear nas variáveis x, y, z.
2x− y2 + 5z − 1 = 0 não é uma equação linear.

√
2x+ y = 1 é uma equação linear nas variáveis x, y.

√
2x+ y = 1 não é uma equação linear.

2x− sen y = 0 não é uma equação linear.
2Wilhelm Jordan, (1842-1899), geodesista alemão.
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Capı́tulo 1. Sistemas de Equações Lineares e Matrizes

!

Uma solução da equação (1.1) é uma sequência de n números s1, s2, . . . , sn
que satisfaz a equação quando se substitui x1 = s1, x2 = s2, . . . , xn = sn. Nome-
adamente, quando se verifica a igualdade

a1s1 + a2s2 + · · ·+ ansn = d.

Esta solução é habitualmente designada pelo n-uplo (s1, s2, . . . , sn).
Um sistema de equações lineares













a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = d1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = d2

...
ap1x1 + ap2x2 + · · · + apnxn = dp

(1.2)

tem solução (s1, s2, . . . , sn) se este n-uplo é solução de todas as equações do
sistema.

Definição 1.2. O n-uplo (s1, s2, . . . , sn) é solução da equação linear (1.1) se

a1s1 + a2s2 + · · ·+ ansn = d.

O n-uplo (s1, s2, . . . , sn) é solução do sistema de equações lineares (1.2) se é
solução de todas as equações do sistema.

Ao conjunto de todas as soluções de um sistema chamamos solução geral.

Um sistema de equações lineares também se designa simplesmente por sis-
tema linear.

Exemplo 1.2. O par (x1, x2) = (1, 2) é solução do sistema
{

x1 − x2 =−1
−x1 + 2x2 = 3.

(1.3)

Porém, o par (2, 1) não é uma solução (verifique).
!

Relembremos que uma recta do plano é definida por uma equação linear em
duas variáveis (isto é, ax + by = d). Por exemplo, as equações do sistema li-
near (1.3) definem duas rectas que designamos respectivamente por l1 e l2. Uma

3



1.1. Sistemas de equações lineares

l1

l2

x1

x2

−3

2

1

Figura 1.1: O sistema (1.3) tem solução única (1, 2).

solução deste sistema é um ponto comum a l1 e l2. Na Figura 1.1 encontram-se
representadas estas rectas bem como a (única) solução do sistema.

Geometricamente a solução geral de um sistema de duas equações a duas
incógnitas é o conjunto dos pontos de intersecção de duas rectas do plano. As-
sim, a solução geral de sistemas de duas equações a duas incógnitas é de um dos
seguintes três tipos: (i) solução única (as duas rectas intersectam-se num único
ponto) e portanto a solução geral é um conjunto com um único elemento; (ii) não
existe solução (as rectas são paralelas), pelo que a solução geral é o conjunto va-
zio; (iii) existem infinitas soluções (as rectas são coincidentes) pelo que a solução
geral tem infinitos elementos.

No caso de um sistema linear com um número qualquer de equações e de
incógnitas, distinguimos os casos que se seguem.

Um sistema de equações lineares diz-se:

1. Possı́vel e determinado se tem uma única solução;

2. Impossı́vel se não tem soluções;

3. Indeterminado se tem infinitas soluções.

Nota 1. Como se mostra na Proposição 1.4 (pág. 43), um sistema linear com mais
do que uma solução possui uma infinidade de soluções. Conclui-se portanto que
os três casos acima esgotam todas as possibilidades.
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Capı́tulo 1. Sistemas de Equações Lineares e Matrizes

1.2 Método de eliminação de Gauss
Para resolver sistemas com várias equações e incógnitas é conveniente usar um al-
goritmo, ou seja, um procedimento sistemático. O método de eliminação de Gauss
é um algoritmo de eleição e baseia-se na substituição de um dado sistema por ou-
tro (de mais fácil resolução) que possui exactamente as mesmas soluções. Este
novo sistema é obtido aplicando três tipos de operações que eliminam de forma
sistemática as variáveis do sistema. As operações permitidas, e que passamos a
designar por operações elementares, são:

Operações elementares sobre as equações de um sistema

1. Trocar a ordem das equações.

2. Multiplicar uma equação por uma constante não nula.

3. Substituir uma equação pela sua soma com um múltiplo de ou-
tra equação.

Note-se que a aplicação de uma operação elementar a um sistema produz um
sistema com as mesmas soluções, isto é, um sistema equivalente.

A escolha das operações elementares a aplicar num sistema tem como ob-
jectivo eliminar incógnitas das equações por forma a ser possı́vel determinar a
solução geral do sistema por substituição regressiva (isto é, determinar as soluções
da última equação, substituir essas soluções na penúltima equação e determinar
as suas soluções, continuar este processo até à primeira equação). No exem-
plo seguinte ilustramos quais os critérios habitualmente utilizados na escolha das
operações a aplicar.

Exemplo 1.3. Apliquemos operações elementares ao sistema






x2 − 3x3 = 1
x1 − 5x2 + x3 = 4
−x1 + 4x2 − 2x3 = 1,

por forma a obter um sistema com as seguintes caracterı́sticas: a terceira equação
é uma equação somente na variável x3, a segunda uma equação nas variáveis x2 e
x3, e a primeira equação uma equação nas variáveis x1, x2 e x3.

Como a primeira equação não possui a incógnita x1, vamos trocar a segunda
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1.2. Método de eliminação de Gauss

equação com a primeira equação






x2 − 3x3 = 1
x1 − 5x2 + x3 = 4
−x1 + 4x2 − 2x3 = 1

trocar equação 1 com a 2−→







x1 − 5x2 + x3 = 4
x2 − 3x3 = 1

−x1 + 4x2 − 2x3 = 1

A segunda equação já é uma equação nas variáveis x2 e x3, como pretendı́amos.
Teremos agora de eliminar x1 e x2 da terceira equação. Para eliminar x1 da terceira
equação, vamos substituir a terceira equação pela sua soma com a primeira






x1 − 5x2 + x3 = 4
x2 − 3x3 = 1

−x1 + 4x2 − 2x3 = 1

substituir equação 3 pela sua soma com a equação 1−→







x1 − 5x2 + x3 = 4
x2 − 3x3 = 1

− x2 − x3 = 5

Para eliminar x2 da terceira equação sem introduzir x1, temos que usar a segunda
equação. Nomeadamente, substituindo a terceira equação pela sua soma com a
segunda obtemos o seguinte sistema






x1 − 5x2 + x3 = 4
x2 − 3x3 = 1

− x2 − x3 = 5

substituir equação 3 pela sua soma com a equação 2−→







x1 − 5x2 + x3 = 4
x2 − 3x3 = 1
− 4x3 = 6

Podemos agora determinar a solução do sistema por substituição regressiva. Re-
solvendo a última equação temos x3 = −3

2 . Substituindo este valor na segunda
equação obtemos x2 =

−7
2 e, finalmente, substituindo x3 e x2 na primeira equação

obtemos x1 = 4 + 5×
(−7

2

)

+ 3
2 = −12.

O sistema tem solução única:

(x1, x2, x3) =

(

−12,
−7
2
,
−3
2

)

.

!

É claro do exemplo anterior que a informação essencial de um sistema se
encontra nos seus coeficientes e nos termos do segundo membro de cada equação.
Esta informação pode ser descrita de forma sucinta construindo um quadro de
números dispostos em linhas e colunas onde os coeficientes das variáveis de uma
dada equação se situam numa linha, e os coeficientes de uma dada variável do
sistema se encontram numa coluna. Este quadro, que se designa por matriz dos
coeficientes do sistema, permite identificar os coeficientes de cada incógnita em
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qualquer das equações do sistema. Por exemplo, para o sistema do último exemplo
temos







x2 − 3x3 = 1
x1 − 5x2 + x3 = 4

−x1 + 4x2 − 2x3 = 1
"





0 1 −3
1 −5 1
−1 4 −2




(Matriz dos coefici-
entes do sistema).

Na matriz dos coeficientes deste sistema, os coeficientes das variáveis da 1a equação
situam-se na 1a linha, da 2a equação na segunda linha e da 3a equação na terceira
linha. Os coeficientes da variável x1 situam-se na 1a coluna, da variável x2 na
segunda coluna, e da variável x3 na terceira coluna.

Como as operações elementares sobre as equações de um sistema também
afectam o segundo membro de cada equação, é conveniente aumentar em uma co-
luna (correspondente ao segundo membro das equações) a matriz dos coeficientes
do sistema. A esta matriz chamamos matriz aumentada do sistema. Por exemplo,







x2 − 3x3 = 1
x1 − 5x2 + x3 = 4

−x1 + 4x2 − 2x3 = 1
"





0 1 −3 1
1 −5 1 4
−1 4 −2 1




(Matriz aumentada
do sistema).

Note-se que a matriz aumentada de um sistema determina completamente o sis-
tema no sentido em que dada uma tal matriz podemos escrever um sistema cor-
respondente.

Passamos a designar por matriz qualquer quadro de números dispostos por
linhas e colunas, e por entradas os números que aparecem neste quadro.

Exemplo 1.4. O sistema linear nas incógnitas x, y, z e w correspondente à matriz
aumentada





1 2 −5 1 3
3 −1 1 −2 5
4 −2 7 −3 6



 é







x + 2y − 5z + w = 3
3x− y + z − 2w = 5
4x− 2y + 7z − 3w = 6.

!

As operações elementares sobre as equações de um sistema traduzem-se ime-
diatamente em operações sobre as linhas da matriz aumentada do sistema.
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1.2. Método de eliminação de Gauss

Operações elementares sobre as linhas de uma matriz

1. Trocar linhas.

2. Multiplicar uma linha por uma constante não nula.

3. Substituir uma linha pela sua soma com outra linha multipli-
cada por uma constante.

Exemplo 1.5. Apliquemos operações elementares sobre as linhas da matriz au-
mentada do sistema do Exemplo 1.3, a fim de reproduzirmos as operações ali
efectuadas.







x2 − 3x3 = 1
x1 − 5x2 + x3 = 4

−x1 + 4x2 − 2x3 = 1
"





0 1 −3 1
1 −5 1 4
−1 4 −2 1



 .

Abreviaremos as operações elementares usando a seguinte notação: Li designa a
linha i da matriz; Li ↔ Lj designa a troca da linha i com a linha j; αLi designa
a substituição da linha i por essa linha multiplicada por α &= 0; Li + αLj designa
a substituição da linha i pela sua soma com a linha j multiplicada pelo escalar α.
Note-se que nesta notação a linha que é substituı́da aparece em primeiro lugar na
operação indicada, pelo que o significado de Li + αLj é distinto de αLj + Li.





0 1 −3 1
1 −5 1 4
−1 4 −2 1




L1↔L2−→





1 −5 1 4
0 1 −3 1
−1 4 −2 1




L3+L1−→





1 −5 1 4
0 1 −3 1
0 −1 −1 5





L3+L2−→





1 −5 1 4
0 1 −3 1
0 0 −4 6





Escrevendo o sistema correspondente à matriz (aumentada) resultante, obtemos
exactamente o sistema final do Exemplo 1.3. Como operações elementares não
alteram as soluções de um sistema, o sistema obtido possui o mesmo conjunto de
soluções que o sistema de partida. !
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Notação:

Li ↔ Lj trocar a linha i com a linha j.

αLi multiplicar a linha i por α &= 0.

Li + αLj
substituir a linha i pela soma da linha i com a
linha j multiplicada pelo escalar α.

Nota 2. Para indicar a passagem de uma matriz a outra obtida por meio de uma
certa operação elementar sobre as linhas, usou-se uma seta e não o sinal de
igualdade. Como veremos adiante, a igualdade de matrizes tem outro significado.

A questão que naturalmente se coloca é a de saber quando devemos parar de
aplicar operações elementares, ou seja, qual deve ser a forma da matriz (aumen-
tada) final. A definição que se segue responde a essa questão.

Definição 1.3. Matriz em escada por linhas
Uma matriz diz-se que está em escada por linhas, ou simplesmente em es-

cada, se satisfaz as seguintes propriedades:

a) Não possui linhas nulas seguidas de linhas não nulas.

b) A primeira entrada não nula de cada linha encontra-se numa coluna à di-
reita da coluna a que pertence a primeira entrada não nula da linha imedi-
atamente anterior.

Numa matriz em escada por linhas chamamos pivô à primeira entrada não nula
de cada linha.

Uma matriz diz-se em escada por linhas na forma reduzida se está em escada
por linhas e além disso satisfaz as condições:

• todos os pivôs são iguais a 1;

• cada pivô é a única entrada não nula da coluna respectiva.

Nota 3. A definição de matriz em escada por linhas implica que uma tal matriz
tenha todas as entradas nulas por baixo de cada pivô.
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1.2. Método de eliminação de Gauss

Eis um exemplo esquemático de uma matriz em escada por linhas:








0 # ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 # ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 # ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 # ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 # ∗









,

onde # indica um número diferente de zero, 0 indica um zero e ∗ pode ser qual-
quer número. A correspondente matriz em escada por linhas na forma reduzida
é 







0 1 ∗ 0 0 ∗ ∗ 0 0 ∗
0 0 0 1 0 ∗ ∗ 0 0 ∗
0 0 0 0 1 ∗ ∗ 0 0 ∗
0 0 0 0 0 0 0 1 0 ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 1 ∗









.

Exemplo 1.6. Ilustremos a noção de matriz em escada com alguns exemplos.

•





1 5 0 2
0 0 0 0
0 0 1 0





não está em escada por linhas, visto que
tem uma linha nula seguida de uma linha
não nula.

•





1 5 0 2
0 0 2 0
0 1 0 0





não está em escada por linhas, uma vez
que a primeira entrada não nula da ter-
ceira linha se encontra numa coluna à es-
querda da coluna a que pertence a pri-
meira entrada não nula da segunda linha.

•







2 0 4 6 4
0 0 3 4 5
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 1







está em escada por linhas.

•







2 5 4 6
0 0 3 4
0 0 1 −1
0 0 0 2







não está em escada por linhas, já que por
baixo da primeira entrada não nula da se-
gunda linha há entradas não nulas.

!
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Aplicando operações elementares a uma matriz não nula podemos sempre ob-
ter uma matriz em escada na forma reduzida. Se uma matriz está em escada por
linhas, a sua forma reduzida obtém-se dividindo cada linha pelo pivô dessa linha,
e anulando as entradas acima de cada pivô usando operações elementares. Por
exemplo,




2 4 6 0 2
0 1 1 2 −2
0 0 0 2 4





︸ ︷︷ ︸

escada por linhas

L3/2−→
L1/2





1 2 3 0 1
0 1 1 2 −2
0 0 0 1 2




L2−2L3−→





1 2 3 0 1
0 1 1 0 −6
0 0 0 1 2



 −→

L1−2L2−→





1 0 1 0 13
0 1 1 0 −6
0 0 0 1 2





︸ ︷︷ ︸

escada por linhas na forma reduzida

.

Verifica-se facilmente que não é única a matriz em escada resultante da aplicação
de operações elementares a uma dada matriz. Por exemplo, se alterarmos a sequência
das operações elementares efectuadas na matriz do Exemplo 1.5 obtemos uma ma-
triz em escada distinta:




0 1 −3 1
1 −5 1 4
−1 4 −2 1




L1↔L3−→





−1 4 −2 1
1 −5 1 4
0 1 −3 1




L2+L1−→





−1 4 −2 1
0 −1 −1 5
0 1 −3 1





L3+L2−→





−1 4 −2 1
0 −1 −1 5
0 0 −4 6



 .

Para a matriz do exemplo referido obtivemos as seguintes matrizes em escada
(distintas)





1 −5 1 4
0 1 −3 1
0 0 −4 6



 e





−1 4 −2 1
0 −1 −1 5
0 0 −4 6



 .

No entanto, a matriz em escada na forma reduzida correspondente a estas duas
matrizes é a matriz 



1 0 0 12
0 1 0 −7/2
0 0 1 −3/2



 .
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1.2. Método de eliminação de Gauss

No Teorema 1.2 (pág. 43), mostra-se que dada uma matriz a respectiva forma re-
duzida em escada por linhas é única. A unicidade da matriz em escada na forma
reduzida é um resultado com consequências importantes. Nomeadamente, uma
vez que a forma reduzida de uma matriz em escada R tem o mesmo número de
pivôs que R, a unicidade da matriz em escada na forma reduzida permite con-
cluir que o número de pivôs de uma matriz em escada obtida de uma matriz A
é independente do número e da sequência de operações elementares utilizadas.
Definimos a caracterı́stica da matriz A como sendo o número de pivôs de uma
qualquer matriz em escada obtida de A por meio de operações elementares sobre
as suas linhas.

Definição 1.4. Caracterı́stica
Chama-se caracterı́stica de uma matriz A ao número de linhas não nulas de

uma qualquer matriz em escada obtida de A por meio de operações elementares
sobre as suas linhas. Designamos a caracterı́stica de A por:

carA.

A terminologia anglo-saxónica para a caracterı́stica de uma matriz é “rank”.

Exemplo 1.7. (a) Consideremos a matriz aumentada
[

A b
]

do Exemplo 1.5, e a
respectiva matriz em escada obtida nesse exemplo:

[

A b
]

=





0 1 −3 1
1 −5 1 4
−1 4 −2 1




Operações elementares−→





1 −5 1 4
0 1 −3 1
0 0 −4 6



 .

Como a matriz em escada por linhas possui 3 pivôs, têm-se que car
[

A b
]

= 3.
Podemos também concluir que, neste caso, a caracterı́stica da matriz aumentada
[

A b
]

é igual à caracterı́stica da matriz A dos coeficientes do sistema, isto é

car
[

A b
]

= 3 e carA = 3.

Como observámos no Exemplo 1.3, o sistema correspondente é possı́vel e deter-
minado. De facto, como veremos já no próximo exemplo, a igualdade car

[

A b
]

=
carA é necessária para que o sistema seja possı́vel.

(b) Consideremos agora a matriz aumentada
[

A b
]

=

[

1 −2 5
−2 4 4

]

. Calcu-

lemos a sua caracterı́stica.
[

A b
]

=

[

1 −2 5
−2 4 4

]

L2+2L1−→
[

1 −2 5
0 0 14

]

.
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Donde se conclui que

car
[

A b
]

= 2 e carA = 1.

Neste caso, a caracterı́stica da matriz aumentada [A|b] é diferente da caracterı́stica
de A. Como o sistema inicial tem as mesmas soluções que o sistema correspon-
dente à matriz em escada obtida, ou seja, que o sistema

{

x− 2y = 5
0 = 14,

o sistema original é impossı́vel. !

Os exemplos (a) e (b) fazem prever que a existência ou não de solução para
um determinado sistema linear está dependente do facto de ser ou não válida a
igualdade carA = car[A|b] (ver Proposição 1.1 adiante).

Algoritmo para redução de uma matriz a uma matriz em escada

Tendo em vista a construção de um algoritmo facilmente programável, é conve-
niente efectuar as operações elementares segundo uma determinada ordem, a fim
de obter uma matriz em escada. Tal algoritmo recebe usualmente a designação de
método de eliminação de Gauss. Ilustramos esse algoritmo através do cálculo de
uma matriz em escada por linhas para a matriz





0 2 −6 4 1 2
3 9 5 1 0 1
3 7 2 −1 2 1



 .

Passo 1:
Selecionar a primeira coluna não nula da matriz. Se o primeiro elemento

dessa coluna for não nulo, esse elemento será designado por pivôa. Caso
contrário, efectua-se troca de linhas colocando um elemento não nulo na pri-
meira linha dessa coluna.

aEmbora tenhamos definido pivô apenas para matrizes em escada, neste algoritmo usamos a
mesma designação de pivô para os elementos que vão ser precisamente os pivôs da matriz em
escada final.





0 2 −6 4 1 2
3 9 5 1 0 1
3 7 2 −1 2 1




L1↔L2−→





3 9 5 1 0 1
0 2 −6 4 1 2
3 7 2 −1 2 1
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1.2. Método de eliminação de Gauss

Passo 2:
Usar operações elementares para obter zeros abaixo do pivô selecionado no

passo anterior.





3 9 5 1 0 1
0 2 −6 4 1 2
3 7 2 −1 2 1




L3−L1−→





3 9 5 1 0 1
0 2 −6 4 1 2
0 −2 −3 −2 2 0





Passo 3:
Repetir os passos 1 e 2 para a matriz que se obtém suprimindo a linha e

coluna que contêm o pivô.





3 9 5 1 0 1

0 2 −6 4 1 2
0 −2 −3 −2 2 0




L3+L2−→







3 9 5 1 0 1

0 2 −6 4 1 2

0 0 −9 2 3 2







pivôs

A matriz final é uma matriz em escada por linhas.
A aplicação do método de eliminação de Gauss para a resolução de sistemas é

a seguir resumido.

Método de Eliminação de Gauss
A resolução de um sistema de equações lineares pelo método de eliminação

de Gauss consiste em:

1. Escrever a matriz aumentada do sistema.

2. Por meio de operações elementares sobre as linhas da matriz aumentada,
obter uma matriz em escada de acordo com o algoritmo anteriormente
descrito.

3. Escrever o sistema correspondente à matriz (aumentada) em escada. Re-
solver este sistema por substituição (regressiva) começando pela última
equação.
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Ilustremos o método de eliminação de Gauss através de alguns exemplos.

Exemplo 1.8. Usemos o método de eliminação de Gauss para resolver o sistema
seguinte.







x1 − 3x2 − x3 =−2
x2 + x3 − 4x4 = 1

x3 + 9x4 = 4.

A matriz aumentada do sistema




1 −3 −1 0 −2
0 1 1 −4 1
0 0 1 9 4



 (1.4)

já está em escada por linhas. Logo, resolvendo a última equação em ordem a x3,
vem x3 = 4 − 9x4. Resolvendo a segunda equação em ordem a x2 e substituindo
x3, obtém-se x2 = 1− x3 + 4x4 = −3 + 13x4. Substituindo x2 e x3 na primeira
equação, resulta

x1 = −2 + 3 (−3 + 13x4) + (4− 9x4) = −7 + 30x4.

O sistema possui infinitas soluções e a sua solução geral é o conjunto

{(x1, x2, x3, x4) : x1 = −7 + 30x4, x2 = −3 + 13x4, x3 = 4− 9x4 e x4 ∈ R} =

= {(−7 + 30x4,−3 + 13x4, 4− 9x4, x4) : x4 ∈ R}.

Uma vez que podemos atribuir livremente valores a x4, esta variável parametriza
o conjunto das soluções. Ou seja, a cada valor do parâmetro x4 corresponde uma
solução do sistema. !

Exemplo 1.9. Usemos o método de eliminação de Gauss para resolver o sistema






x− y = 2
x + z = 1

−2x+ 2y = 2.

Reduza-se a matriz aumentada do sistema a uma matriz em escada.




1 −1 0 2
1 0 1 1
−2 2 0 2




L2−L1−→





1 −1 0 2
0 1 1 −1
−2 2 0 2




L3+2L1−→





1 −1 0 2
0 1 1 −1
0 0 0 6



 .
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O sistema correspondente a esta matriz em escada é






x− y = 2
y + z =−1

0 = 6.

Da última equação concluı́mos que o sistema é impossı́vel. Saliente-se que a
caracterı́stica da matriz aumentada do sistema é 3 enquanto a caracterı́stica da
matriz dos coeficientes do sistema é 2. !

1.2.1 A solução geral de um sistema
Como vimos, um sistema linear ou é possı́vel ou é impossı́vel. No caso de ser
possı́vel ou possui solução única e diz-se possı́vel e determinado, ou tem um
número infinito de soluções sendo por isso indeterminado (ver Proposição 1.4 na
página 43). Uma condição necessária e suficiente3 para um sistema ser possı́vel é
que a matriz aumentada do sistema e a matriz dos coeficientes do sistema tenham
a mesma caracterı́stica. Enunciamos este resultado na proposição a seguir.

Proposição 1.1. Seja [A|b] a matriz aumentada de um sistema de equações line-
ares. O sistema é possı́vel se e só se

car [A|b] = carA.

Demonstração. 4 Comecemos por mostrar que se car [A|b] > car(A) o sistema é
impossı́vel. Se car[A|b] > car(A), o método de eliminação de Gauss aplicado a
[A|b] dá origem a uma matriz em escada que tem uma linha com todas as entra-
das nulas excepto a entrada mais à direita. O sistema correspondente à matriz em
escada obtida possui uma equação do tipo 0 = k com k &= 0, por conseguinte o
respectivo sistema é impossı́vel. Como o sistema original e o sistema correspon-
dente à matriz em escada por linhas têm as mesmas soluções, o sistema original é
impossı́vel.

3Uma proposição P diz-se uma condição necessária e suficiente para a proposição Q se são
satisfeitas as implicações: P =⇒ Q e Q =⇒ P . Quando se verifica esta dupla implicação, ou
seja, “se P , então Q” e “se Q, então P ”, resume-se este facto numa única proposição, a saber,
“P se e só se Q”. A expressão “P se e só se Q” (ou abreviadamente “P sse Q”) pode também
escrever-se na forma P ⇐⇒ Q, traduzindo que P é equivalente a Q.

4Assume-se implicitamente nesta demonstração que a caracterı́stica de uma matriz é um
número bem definido, resultado que segue do Teorema 1.2. Não há contudo qualquer erro lógico
em demonstrar esta proposição antes desse teorema, uma vez que a prova do teorema é indepen-
dente desta demonstração.

16



Capı́tulo 1. Sistemas de Equações Lineares e Matrizes

Para a implicação recı́proca, atenda-se a que a caracterı́stica da matriz aumen-
tada é sempre maior ou igual do que a caracterı́stica da matriz dos coeficientes.
Como por hipótese o sistema é possı́vel, a caracterı́stica da matriz aumentada não
pode ser maior que a caracterı́stica da matriz dos coeficientes. Logo, se o sistema
é possı́vel, então car[A|b] = car(A).

A solução geral de um sistema é o conjunto de todas as soluções do sistema.
Assim, um sistema impossı́vel (sem soluções) tem para solução geral o conjunto
vazio, enquanto que um sistema possı́vel e determinado tem para solução geral
um conjunto com um único elemento. Quando um sistema é indeterminado, isto
é com infinitas soluções, a descrição do conjunto das soluções é mais complexa.

No Exemplo 1.8 o sistema é indeterminado e optámos por resolver a última
equação em ordem a x3 (isto é, x3 = 4 − 9x4), obtendo x3 em função de x4.
As soluções do sistema obtêm-se atribuindo um valor arbitrário a x4 e substitu-
tindo esse valor nas igualdades obtidas para as restantes variáveis. Dizemos então
que x4 é uma variável livre e que as restantes são dependentes. No entanto, po-
derı́amos ter optado por resolver a última equação em ordem a x4, obtendo-se
x4 dependente de x3, nomeadamente x4 = 4/9 − x3/9. Neste caso, o conjunto
solução geral seria descrito em termos de x3, ou seja, x3 poderia ser qualquer
número real, e as restantes variáveis dependeriam de x3. Este exemplo mostra que
há várias maneiras de descrever a solução geral, conforme as variáveis que esco-
lhamos para descrever (ou parametrizar) os elementos do conjunto das soluções.

É habitual introduzir-se alguma nomenclatura que corresponde a uma escolha
criteriosa das variáveis usadas na parametrização do conjunto das soluções de
um sistema. Relembremos que na notação matricial, cada coluna da matriz dos
coeficientes de um sistema está associada a uma variável. No Exemplo 1.8 a
solução geral foi descrita em termos da variável x4, nomeadamente a solução
geral é o conjunto

{(−7 + 30x4,−3 + 13x4, 4− 9x4, x4) : x4 ∈ R} .

Observando a matriz em escada em (1.4), verifica-se que a variável x4 é a variável
associada à coluna dessa matriz que não contém qualquer pivô e que x1, x2 e x3

são variáveis associadas a colunas com um pivô.
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Definição 1.5. Numa matriz em escada por linhas obtida por eliminação de
Gauss da matriz dos coeficientes de um sistema possı́vel, designamos por:

i) variáveis livres ou independentes, as variáveis correspondentes a colunas
sem pivô;

ii) variáveis dependentes, as variáveis correspondentes a colunas com pivô.

Chamamos grau de indeterminação de um sistema (possı́vel) ao número de
variáveis livres.

Note-se que o grau de indeterminação de um sistema possı́vel é igual ao
número de variáveis do conjunto das soluções que podem tomar qualquer valor,
ou seja, o número de parâmetros necessários para descrever a solução geral.

Como o número de colunas de uma matriz em escada é igual à soma do número
de colunas sem pivô com número de colunas com pivô, da definição anterior e da
definição de caracterı́stica de uma matriz (Definição 1.4), seguem os resultados
que resumimos na próxima proposição.

Proposição 1.2. Seja A a matriz dos coeficientes de um sistema possı́vel com n
incógnitas. Então,

1) car(A) = número de variáveis dependentes.

2) n − car(A) = número de variáveis livres = grau de indeterminação do
sistema.

Demonstração. Os itens 1) e 2) são imediatos usando as definições de carac-
terı́stica e de variáveis livres.

Exemplo 1.10. No Exemplo 1.8 temos car[A|b] = car[A] e o grau de indeterminação
do sistema é 1 (a matriz A só tem uma coluna sem pivô, ou seja, o sistema corres-
pondente tem uma variável livre).

No Exemplo 1.9, como car[A|b] > car(A), o sistema é impossı́vel.
No Exemplo 1.2 verifica-se que uma matriz (aumentada) em escada é

[

1 −1 −1
0 1 2

]

.

Logo, car[A|b] = car[A] = 2 e não existem variáveis livres, uma vez que o
número de variáveis do sistema é igual ao número de pivôs. Por conseguinte, o
sistema é possı́vel e determinado. !
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1.3 Álgebra de matrizes
Vimos que o uso de matrizes na resolução de sistemas representa uma economia
de notação considerável. No entanto, a utilização de matrizes é útil num contexto
muito mais vasto. Em particular, a manipulação algébrica de matrizes permite
demonstrar facilmente resultados importantes, e tem aplicações que vão muito
além da resolução de sistemas. Nesta secção definimos as operações usuais com
matrizes e estabelecemos certas identificações envolvendo matrizes e vectores.

Comecemos por precisar alguns conceitos já usados.

Definição 1.6. Uma matriz do tipo p× n é um quadro de números com p linhas
e n colunas. Cada número na matriz é designado por entrada.

Se p &= n a matriz diz-se rectangular e se p = n a matriz diz-se quadrada e
de ordem n.
As matrizes são habitualmente designadas por letras maiúsculas, por exemplo A,
e cada entrada pela correspondente letra minúscula indexada por dois ı́ndices que
representam a posição da entrada na matriz. Assim, aij é o número que se encontra
na linha i e na coluna j da matriz A. Por exemplo, a matriz

A =

[

2 3 4
1 0 3

]

é uma matriz com duas linhas e três colunas e portanto é do tipo 2× 3. A entrada
situada na primeira linha e na segunda coluna é a12 = 3, enquanto que a entrada
na segunda linha e na primeira coluna é a21 = 1. O primeiro ı́ndice em aij designa
a linha e o segundo a coluna.

Uma matriz A do tipo p × n (com p linhas e n colunas), de entradas aij é
representada por

A =








a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

... ... ...
ap1 ap2 · · · apn







=
[

aij
]

i = 1, . . . , p
j = 1, . . . , n

Exemplo 1.11. A matriz A = [aij ] i = 1, 2, 3
j = 1, 2

definida por

aij =









i− 1 se i > j

0 se i = j

j + 2 se i < j,
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é a seguinte matriz 3× 2:

A =





0 4
1 0
2 2



 .

!

Numa matriz quadrada A do tipo n× n, chamamos diagonal principal de A à
diagonal constituı́da pelas entradas a11, a22, . . . , ann.

Definição 1.7. A uma matriz com uma única coluna (isto é, do tipo p× 1) cha-
mamos vector coluna. As entradas de um vector coluna são designadas por com-
ponentes ou coordenadas.

Os vectores coluna são denotados por letras minúsculas a cheio, e por vezes
com uma seta em cima.

Até ao inı́cio da próxima secção, onde se clarificam as relações entre vectores
(geométricos) e vectores coluna, abreviamos vector coluna para vector.

Eis um exemplo de um vector,

v =





1
3
2



 , ou "v =





1
3
2



 , é um vector cuja segunda componente é 3.

Soluções de equações lineares podem ser identificadas com vectores. Nomeada-
mente, uma solução (s1, . . . , sn) da equação linear a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d
pode escrever-se como o vector

s =








s1
s2
...
sn








que satisfaz a igualdade a1s1 + a2s2 + · · ·+ ansn = d.
Sempre que conveniente, também escrevemos x = (x1, x2, . . . , xn) para de-

signar o vector coluna

x =






x1
...
xn




 .
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Nota 4. a) Os parênteses habitualmente utilizados para delimitar as entradas
de uma matriz são parênteses rectos ou curvos. As chavetas e os traços
verticais não se usam para este efeito pois estão reservados para denotar
os conceitos de conjunto e de determinante (a estudar no próximo capı́tulo).

b) Por vezes usaremos a designação de tamanho quando nos referimos ao tipo
da matriz.

c) Noutros livros o termo vector é também usado para designar matrizes com
uma única linha mas aqui segue-se outra convenção.

Se encararmos uma matriz como um conjunto (ordenado) de vectores coluna
é natural definirmos operações com matrizes baseando-as em operações com vec-
tores coluna. Esta é a estratégia que seguiremos na definição de operações com
matrizes, sendo por isso necessário começar por estudar operações com vectores
colunas.

Como veremos de seguida, um vector coluna de duas ou três componentes
reais representa um vector geométrico, respectivamente, no plano e no espaço.
Um vector com n > 3 componentes (isto é, um vector de Rn) generaliza os
vectores geométricos. As operações com vectores coluna serão definidas como
generalizações das correspondentes operações com vectores do plano ou do espaço.

1.3.1 Vectores de Rn

Na representação de certas grandezas fı́sicas tais como a velocidade, a aceleração
ou a força, é necessário ter em conta não só a intensidade mas também uma
direcção e sentido segundo os quais essa grandeza se manifesta. Este tipo de
grandezas fı́sicas são grandezas representadas por vectores.

Nesta secção introduzimos geometricamente a noção de vector, estabelecemos
relações entre vectores, pontos, e vectores em sistemas de coordenadas. As noções
estudadas no plano e no espaço são depois generalizadas para vectores de Rn.

Vectores e geometria

Dois pontos (distintos) P e Q, definem um segmento de recta. Tomando P como
ponto inicial e Q como ponto final, o segmento de recta fica orientado no sentido
de P para Q. A notação

−→
PQ designa esse segmento orientado.
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1.3. Álgebra de matrizes

P

Q

(a) (b)

u
=
−→PQ

Figura 1.2: (a) O vector u é representado pelo segmento orientado "PQ. (b) Vec-
tores equivalentes.

Segmentos orientados paralelos, com o mesmo sentido e o mesmo compri-
mento dizem-se segmentos orientados equivalentes. Isto é, dois segmentos orien-
tados são equivalentes se coincidem quando se desloca um deles, paralelamente
a si próprio, por forma a que os pontos iniciais dos dois segmentos orientados
coincidam (ver Figura 1.2-(b)).

Frequentemente interessa considerar uma grandeza vectorial, independente do
ponto do espaço em que a grandeza se manifesta, sendo apenas relevantes a sua
intensidade e sentido. Uma maneira de formalizar este conceito consiste em defi-
nir um vector, ou vector livre, como o conjunto de todos os segmentos orientados
equivalentes a um dado segmento orientado. O vector nulo é definido como o
conjunto dos segmentos degenerados (segmentos com ponto inicial e final coinci-
dentes).

Quando se representa um vector por um segmento orientado particular (trata-
se de representar um conjunto por um dos seus elementos) diz-se que o vector se
encontra aplicado no ponto inicial do segmento orientado que o representa (ver
Figura 1.2-(a)).

A seguir definimos a soma de dois vectores bem como a multiplicação de um
vector por um número real.

Definição 1.8. A soma u+v de dois vectores u e v é o vector representado pelo
segmento orientado obtido da seguinte forma: considerem-se representantes dos
vectores u e v tais que o ponto inicial do segmento orientado que representa o
vector v coincide com ponto final do segmento orientado que representa u, o
vector u + v é o vector representado pelo segmento orientado cujo ponto ini-
cial é o ponto inicial do representante de u, e o ponto final é o ponto final do
representante de v (ver Figura 1.3).
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uuu

v

vv

u+ v
u+

v

Figura 1.3: A soma u+ v e u+ v = v + u.

Na Figura 1.3 verificamos geometricamente que a adição de vectores é comu-
tativa, isto é,

u+ v = v + u.

Definição 1.9. Se u é um vector não nulo e k um número real, então ku é o
vector representado pelo segmento orientado cujo comprimento é |k| vezes o
comprimento do segmento orientado que representa u, e o sentido é o desse
segmento se k > 0, e é o oposto se k < 0. Definimos ku como sendo o vector
nulo (ou zero) 0 se k = 0 ou u é o vector nulo.

Na Figura 1.4 é ilustrada a multiplicação de um vector por um número real.

u

−2u

1
2u

Figura 1.4: O produto de um número real por um vector.

Como consequência da definição de soma de vectores e das propriedades da
multiplicação por um escalar, o simétrico (−v) de um vector v é o vector que se
obtém multiplicando v pelo escalar (−1).

Podemos definir diferença de dois vectores como sendo a seguinte soma:

u− v = u+ (−v).

Como se ilustra na Figura 1.5, a construção geométrica de u−v pode efectuar-se
do seguinte modo: considerem-se representantes de u e de v com o mesmo ponto
inicial, o vector u− v é representado pelo segmento orientado cujo ponto inicial
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u
u

vv−v

u− v

u− v

Figura 1.5: O vector diferença u− v.

é o ponto terminal do representante de v e cujo ponto final é o ponto final do
segmento orientado que representa u (ver Figura 1.5).

Fixando um ponto O no espaço, um qualquer vector livre u pode sempre
representar-se por um (e um só) segmento orientado cujo ponto inicial é o pontoO.
Em particular, o vector nulo é representado pelo pontoO. Existe portanto uma cor-
respondência biunı́voca entre vectores (livres) e segmentos orientados com ponto
inicial O. Além disso, uma vez fixado um ponto O do espaço, pode estabelecer-se
uma correspondência biunı́voca entre vectores (livres) e pontos do espaço. Esta
correspondência é estabelecida do seguinte modo: ao vector u representado pelo
segmento orientado

−→
OP corresponde o ponto P ; reciprocamente, ao ponto P cor-

responde o conjunto de segmentos orientados equivalentes a
−→
OP . Assim, fixado

um ponto do espaço, temos a correspondência biunı́voca

Vectores ←→ Pontos.

Vectores em sistemas de coordenadas

Num plano podemos fixar um referencial, considerando para tal um ponto que se
toma como origem e duas rectas não paralelas (eixos coordenados) que se inter-
sectam na origem. Estas rectas são munidas duma unidade de comprimento e de
um sentido.

Um ponto do plano fica completamente caracterizado se forem especificadas
as suas coordenadas, isto é, se for dado o par ordenado (a, b) que indica que o
ponto se projecta (paralelamente aos eixos coordenados) nos eixos coordenados
em pontos que se situam, respectivamente, a a e b unidades (positivas ou negati-
vas) da origem.

Cada vector livre do plano pode representar-se por um único segmento orien-
tado cujo ponto inicial é a origem O do referencial fixado.

A correspondência biunı́voca entre pontos do plano e vectores, permite iden-
tificar cada ponto do plano de coordenadas (a, b) com o segmento orientado cujo
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ponto inicial é a origem do referencial e cujo ponto final é (a, b). Ou seja, cada
ponto pode identificar-se com um vector aplicado na origem do referencial. Este
vector é designado por vector de posição do ponto (Figura 1.6).

Denotamos pontos por letras maiúsculas e os respectivos vectores de posição
pela correspondente letra minúscula (a cheio). Isto é, para o ponto P o vector de
posição respectivo é denotado por p.

Existe portanto uma identificação natural entre o conjunto de vectores do plano
e o conjunto dos vectores coluna de duas componentes reais, o qual se designa por
R2. Isto é,

R2 =

{[

x1

x2

]

: x1 ∈ R e x2 ∈ R

}

= {(x1, x2) : x1 ∈ R e x2 ∈ R} .

xx

yy

R = (−2, 1)R = (−2, 1)

P = (1, 3)P = (1, 3)

Q = (3,−1)Q = (3,−1)

p

q

r

1

1

−1−2

3

3

Figura 1.6: Representação de pontos e respectivos vectores de posição no referen-
cial de eixos x e y.

Mediante a identificação descrita acima entre vectores do plano e vectores co-
luna, a soma de vectores do plano corresponde à soma componente a componente
de vectores coluna. Ou seja,

u+ v =

[

u1

u2

]

+

[

v1
v2

]

=

[

u1 + v1
u2 + v2

]

, u ∈ R2, v ∈ R2.

Geometricamente, o vector soma u + v é o vector de posição de um ponto que
é o vértice de um paralelogramo cujos outros vértices são a origem e os pontos
correspondentes aos vectores de posição u e v (ver Figura 1.7).

A multiplicação de um vector u de R2 por um número real k corresponde à
multiplicação de cada componente do vector coluna por k. Isto é,

ku = k

[

u1

u2

]

=

[

ku1

ku2

]

, k ∈ R.
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x

y

0

(u1 + v1, u2 + v2)

(v1, v2)

(u1, u2)
u2

u1

v2

v1

u2 + v2

u1 + v1

Figura 1.7: Adição de vectores de R2.

Na Figura 1.8 ilustra-se a representação da multiplicação de um vector de R2 por
um real.

x

y

0

(u1, u2)

(ku1, ku2)

u1

u2

ku1

ku2

Figura 1.8: Multiplicação de vectores de R2 pelo escalar k > 0.

Vectores de R3

Pontos do espaço podem ser representados por ternos ordenados de números reais,
desde que esteja fixado um referencial. Um referencial no espaço é obtido fixando
um ponto do espaço que se toma como origem, e três rectas (eixos coordenados)
distintas que se intersectam na origem. Em cada eixo coordenado escolhe-se ainda
um sentido e uma unidade de comprimento.

Um terno ordenado (u1, u2, u3) de números reais representa um ponto do
espaço cujas coordenadas no referencial em causa valem, respectivamente, u1 uni-
dades do primeiro eixo, u2 unidades do segundo eixo e u3 unidades do terceiro.
Um ponto P do espaço de coordenadas (u1, u2, u3) pode ser identificado com o
vector de posição p = (u1, u2, u3), representado pelo segmento orientado cujo
ponto inicial é a origem e cujo ponto final é o ponto P (ver Figura 1.9).
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x

y

z

(u1, u2, u3)

u1

u2

u3

Figura 1.9: Representação de um vector de R3 no referencial de eixos x, y, z.

O conjunto de todos os vectores coluna de três componentes reais designa-se
por R3, isto é,

R
3 =











x1

x2

x3



 : x1 ∈ R, x2 ∈ R ex3 ∈ R







= {(x1, x2, x3) : x1, x2, x3 ∈ R} .

De forma inteiramente análoga ao caso de vectores de R2, não é difı́cil verificar
que as definições de igualdade de vectores, adição de vectores e multiplicação de
um vector por um número real, se traduzem da forma que se segue. Para quaisquer
vectores u = (u1, u2, u3) e v = (v1, v2, v3) de R3 tem-se:

• u = v se e só se u1 = v1, u2 = v2 e u3 = v3.

• u+ v = (u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3).

• ku = (ku1, ku2, ku3) para k ∈ R.

Por vezes é necessário determinar as coordenadas de um vector
−→
PQ conhecendo-

se as coordenadas dos pontos P e de Q. Por exemplo, sabendo que as coordenadas
dos pontos P e Q são respectivamente (p1, p2, p3) e (q1, q2, q3), pretende-se as
coordenadas do vector

−→
PQ representado na Figura 1.10. Designando por O a

origem do referencial, tem-se

−→
OP +

−→
PQ =

−→
OQ.
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Os vectores
−→
OP e

−→
OQ são os vectores de posição p e q, respectivamente, dos

pontos P e Q. Logo,

−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP = q− p

= (q1, q2, q3)− (p1, p2, p3) = (q1 − p1, q2 − p2, q3 − p3).

As coordenadas do vector pretendido são portanto as coordenadas do vector q−p.

x

y

z

O

P
Q

p q

q− p

Figura 1.10: "PQ = q− p.

Vectores de Rn

Por analogia com os casos n = 2 e n = 3, definimos Rn (n inteiro positivo) como
o conjunto dos vectores coluna de n componentes reais. Nomeadamente

Rn =




















x1

x2
...
xn







: xi ∈ R, para i = 1, . . . , n













= {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ R para i = 1, . . . , n} .

O vector de Rn com todas as componentes iguais a zero chama-se o vector nulo
(ou vector zero), que designamos por 0. A adição de vectores deRn e a multiplicação
destes vectores por números reais definem-se de modo análogo à definição apre-
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sentada para n = 2 e n = 3. Nomeadamente, para

x =








x1

x2
...
xn







∈ Rn y =








y1
y2
...
yn







∈ Rn,

definimos

x + y =








x1 + y1
x2 + y2

...
xn + yn








e kx =








kx1

kx2
...

kxn








para k ∈ R. (1.5)

Com base nas propriedades da adição e multiplicação de números reais, é fácil
verificar as propriedades que a seguir enunciamos.

Propriedades algébricas de Rn

Para quaisquer vectores u,v,w de Rn e números reais k e l, tem-se:

(i) u+ v = v + u (v) k(u+ v) = ku+ kv
(ii) (u+ v) +w = u+ (v +w) (vi) (k + l)u = ku+ lu
(iii) u+ 0 = 0+ u (vii) k(lu) = (kl)u
(iv) u+ (−u) = −u+ u = 0 (viii) 1u = u

onde −u designa (−1)u

1.3.2 Combinação linear de vectores

Os conceitos de combinação linear de vectores e de conjunto gerado por um con-
junto de vectores desempenham um papel fundamental em toda a álgebra linear.
Em particular, o produto de uma matriz A por um vector (coluna) x será definido
como uma combinação linear dos vectores coluna de A. Nesta secção introduzi-
mos estas noções para vectores de Rn, enfatizando os seus aspectos geométricos
no caso de vectores do plano ou do espaço.

29
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Definição 1.10. Diz-se que o vector y ∈ Rn é uma combinação linear dos vec-
tores u1,u2, . . . ,up de Rn, se existem p números reais c1, c2, . . . , cp tais que

y = c1u1 + c2u2 + · · ·+ cpup.

Aos escalares c1, c2, . . . , cp chamamos coeficientes da combinação linear.
Designamos o conjunto de todas as combinações lineares de u1,u2, . . . ,up

por

Span{u1,u2, . . .up} = {c1u1 + c2u2 + · · ·+ cpup : c1, . . . , cp ∈ R}.

A este subconjunto de Rn chamamos conjunto gerado5por, ou expansão linear
de, {u1,u2, . . . ,up}.

Note-se que o conjunto de todas as combinações lineares de um vector v, é
o conjunto de todos os vectores da forma αv, onde α é um escalar real. Dois
vectores u e v tais que u = αv, com α um escalar real, recebem a designação de
vectores colineares.

Exemplifiquemos agora, com vectores de R2 e R3, as noções que acabámos de
definir.

Exemplo 1.12. Na Figura 1.11 ilustram-se algumas combinações lineares dos

vectores u1 =

[

2
2

]

e u2 =

[

−1
1

]

.

Os conjuntos Span{u1} e Span{u2} são, respectivamente, os conjuntos

Span{u1} = {αu1 : α ∈ R}, Span{u2} = {αu2 : α ∈ R}.

Geometricamente, estes conjuntos são rectas que passam pela origem e têm, res-
pectivamente, a direcção de u1 e de u2.

O conjunto gerado por dois vectores é o conjunto das somas de todos os
múltiplos de um vector com todos os múltiplos de outro vector. Para os vectores
u1 e u2 o conjunto Span{u1,u2} é o plano. Assim, de acordo com a Figura 1.11,
tem-se:

Span{u1,u2} = R2, Span{u1} = l1, Span{u2} = l2
w ∈ Span{u1,u2}, w /∈ Span{u1}, w /∈ Span{u2}.

!

5A designação “Span” para conjunto gerado é a designação habitualmente utilizada em lı́ngua
inglesa.
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u1

u2

w

2u1 + u2

2u1

3u2

u1 − 2u2

−u1 + u2

−u1 −2u2

l1

l2

Figura 1.11: Combinação linear de vectores de R2. O vector w é w = 1
2u1 + u2.

Exemplo 1.13. Consideremos os vectores

u1 =





1
3
−2



 , u2 =





−2
4
1



 e w =





−4
18
−1



 .

Pretendemos saber se w é ou não combinação linear de u1 e u2. Ou seja, se
existem números reais c1 e c2 tais que

w = c1u1 + c2u2 ⇐⇒





−4
18
−1



 = c1





1
3
−2



+ c2





−2
4
1



 .

Isto é,




−4
18
−1



 =





c1
3c1
−2c1



+





−2c2
4c2
c2



 =





c1 − 2c2
3c1 + 4c2
−2c1 + c2



 .

Como dois vectores são iguais se as componentes correspondentes são iguais, a
igualdade acima é equivalente ao sistema







c1 − 2c2 = −4
3c1 + 4c2 = 18

−2c1 + c2 =−1.
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Usando o método de eliminação de Gauss para resolver este sistema, temos




1 −2 −4
3 4 18
−2 1 −1




L2−3L1−→





1 −2 −4
0 10 30
−2 1 −1





L3+2L1−→





1 −2 −4
0 10 30
0 −3 −9




L3+

3
10L2−→





1 −2 −4
0 10 30
0 0 0



 .

Como o sistema {

c1 − 2c2 =−4
10c2 = 30

tem solução c1 = 2 e c2 = 3, podemos dizer que w é combinação linear de u1 e
u2. De facto,





−4
18
−1



 = 2





1
3
−2



+ 3





−2
4
1



⇐⇒ w = 2u1 + 3u2.

Ou seja, o vectorw pertence ao conjunto gerado por u1 e u2, isto é, w ∈ Span{u1,u2}.
Note-se que o conjunto gerado por um único vector não nulo de R3 é uma

recta que passa pela origem e tem a direcção do vector, enquanto que o conjunto
gerado pelos vectores u1 e u2 é um plano que contém a origem. As rectas que
passam pela origem e têm as direcções de u1 e de u2 pertencem a este plano, bem
como o vector w (ver Figura 1.12).

!

Exemplo 1.14. Consideremos os vectores

u1 = (1, 1), u2 = (−2,−2) e u3 = (1, 2).

Os vectores u1 e u2 são colineares (u1 é proporcional a u2). Por conseguinte,
o conjunto gerado por u1 e u2 é a recta que passa pela origem e tem a direcção
destes vectores.

Os vectores u1 e u3 não são colineares (nem os vectores u2 e u3), logo o
conjunto gerado por estes vectores é R2. Isto é,

Span{u1,u3} = R
2, bem como Span{u2,u3} = R

2.
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0

x
y

z

3u2

2u1

w

Figura 1.12: Os vectores u1 e u2 geram um plano e o vector w pertence a esse
plano.

O conjunto gerado pelos três vectores u1,u2 e u3 é igualmente todo o R2. Ou
seja,

Span{u1,u2,u3} = R2.

!

Dos exemplos e definições apresentadas anteriormente podemos tirar as con-
clusões que se seguem. Para vectores não nulos, temos:

• Um vector de R2 (ou de R3) gera uma recta que passa pela origem e tem a
direcção do vector.

• Dois vectores colineares de R2 (ou de R3) geram uma recta que passa pela
origem e tem a direcção dos vectores.

• Dois vectores não colineares de R2 geram o plano R2. Se forem vectores
de R3 geram um plano que passa pela origem e que contém as rectas que
passam pela origem e cujas direcções são as dos vectores dados.

• Três ou mais vectores de R2, em que pelo menos dois deles não são coline-
ares geram R2.

• Três ou mais vectores de R3, em que pelo menos três deles não são coline-
ares dois a dois, geram R3.
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Exercı́cio 1.1. Mostrar que para quaisquer vectores u e v de Rn se verifica

Span{u,v} = Span{u,αu+ βv}, para todos os α ∈ R e β ∈ R \ {0}.

$

1.3.3 A equação matricial Ax = b

Nesta secção mostra-se que um sistema de p equações lineares a n incógnitas reais
pode escrever-se na forma matricial como Ax = b, onde A é uma matriz p×n, x é
um vector de Rn e b é um vector de Rp. Para tal necessitamos de definir o produto
Ax. Iremos definir este produto como uma combinação linear das colunas de A.

Definição 1.11. Seja A a matriz A = [aij] i = 1, . . . , p
j = 1, . . . , n

e x um vector de n com-

ponentes.
O produto de A por x é a combinação linear dos vectores coluna de A que

tem para coeficientes as componentes de x. Ou seja,

Ax =








a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

... ... ...
ap1 ap2 · · · apn















x1

x2
...
xn








= x1








a11
a21

...
ap1







+ x2








a12
a22

...
ap2







+ · · ·+ xn








a1n
a2n

...
apn







.

︸ ︷︷ ︸

combinação linear das colunas de A

Nota 5. 1. O produto Ax só está definido se o número de colunas de A for
igual ao número de componentes de x (isto é, o número de colunas de A é
igual ao número de linhas da matriz coluna x).

2. De acordo com a definição acima, se A é do tipo p× n e x é do tipo n× 1,
então Ax é um vector do tipo p× 1.
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Da definição anterior, e usando as definições de produto de um escalar por um
vector e de adição de vectores, temos

Ax = x1








a11
a21

...
ap1







+ x2








a12
a22

...
ap2







+ · · ·+ xn








a1n
a2n

...
apn








=










a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
...

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn
...

ap1x1 + ap2x2 + · · ·+ apnxn










.

(1.6)

Nota 6. A entrada da linha i do vector Ax é igual à soma dos produtos das
entradas da linha i de A pelas componentes correspondentes de x.

Exemplo 1.15. (a)

[

1 3 4 2
2 4 5 1

]

︸ ︷︷ ︸

2×4







1
−2
3
4







︸ ︷︷ ︸

4×1

= 1

[

1
2

]

− 2

[

3
4

]

+ 3

[

4
5

]

+ 4

[

2
1

]

=

[

1× 1− 2× 3 + 3× 4 + 4× 2
1× 2− 2× 4 + 3× 5 + 4× 1

]

=

[

15
13

]

︸︷︷︸

2×1

.

(b)







1 3
5 1
0 2
7 4







︸ ︷︷ ︸

4×2

[

1
−2

]

︸ ︷︷ ︸

2×1

= 1







1
5
0
7






− 2







3
1
2
4






=







−5
3
−4
−1







︸ ︷︷ ︸

4×1

.

!

Exemplo 1.16. Considere-se o sistema de equações lineares
{

x1 + 3x2 + 4x3 + 2x4 = 5
2x1 + 4x2 + 5x3 + x4 = 3.
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Este sistema pode ser escrito como uma igualdade entre dois vectores coluna de
R2, nomeadamente

[

x1 + 3x2 + 4x3 + 2x4

2x1 + 4x2 + 5x3 + x4

]

=

[

5
3

]

= b.

Porém, o lado esquerdo da equação anterior pode ser escrito como uma combinação
linear de vectores de R2, isto é

[

x1 + 3x2 + 4x3 + 2x4

2x1 + 4x2 + 5x3 + x4

]

= x1

[

1
2

]

+ x2

[

3
4

]

+ x3

[

4
5

]

+ x4

[

2
1

]

=

[

1 3 4 2
2 4 5 1

]







x1

x2

x3

x4






= Ax.

Conclui-se que o sistema pode ser escrito na forma matricial Ax = b, onde A é a
matriz dos coeficientes do sistema e b é o vector coluna dos termos independentes.

!

A igualdade (1.6) permite escrever qualquer sistema de equações lineares na
forma Ax = b, onde A é a matriz dos coeficientes do sistema, x é o vector cujas
componentes são as variáveis do sistema, e b é o vector coluna cujas componentes
são o segundo membro das equações do sistema. Por conseguinte, dizer que um
sistema de equações lineares é possı́vel é dizer que existe um vector x que satisfaz
a igualdade Ax = b. Ou seja, o sistema Ax = b é possı́vel se e só se o vector b
é uma combinação linear das colunas de A. Na proposição seguinte enunciamos
este resultado para referência futura.

Proposição 1.3. Um sistema de equações lineares Ax = b é possı́vel se e só se
b é uma combinação linear das colunas de A.

Quando no sistema Ax = b o vector b é o vector nulo, dizemos que o sistema
é um sistema homogéneo. Um sistema homogéneo é sempre possı́vel já que,
admite pelo menos a solução nula.

Exemplo 1.17. Façamos a discussão do sistema homogéneo Aαx = 0 em termos
do parâmetro real α, onde

Aα =





1 1 −1
4 α2 −4
2 2 α



 .
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Apliquemos o método de eliminação de Gauss à matriz dos coeficientes do sis-
tema.




1 1 −1
4 α2 −4
2 2 α




L2−4L1−→





1 1 −1
0 α2 − 4 0
2 2 α




L3−2L1−→





1 1 −1
0 α2 − 4 0
0 0 α + 2



 .

A caracterı́stica de Aα é

car(Aα) =








1 se α = −2
2 se α = 2

3 se α ∈ R \ {−2, 2}.

De acordo com a Proposição 1.2 (pág. 18), concluimos que para α ∈ R \ {−2, 2}
o sistema só possui a solução nula (não existem incógnitas livres), enquanto que
para α = 2 o sistema tem grau de indeterminação 1, e para α = −2 tem grau de
indeterminação 2.

O sistema Aαx = 0 é equivalente ao sistema






x +y −z = 0
(α2 − 4)y = 0

(α + 2)z = 0.
(1.7)

Quando α = 2 o sistema reduz-se à primeira e terceira equações. Resolvendo
esse sistema obtém-se z = 0 e x = −y. Consequentemente, para α = 2 a solução
geral é
{

(x, y, z) ∈ R3 : x = −y e z = 0
}

= {(−y, y, 0) : y ∈ R}
= {y(−1, 1, 0) : y ∈ R} = Span{(−1, 1, 0)}.

Para α = −2 o sistema (1.7) reduz-se à primeira equação, donde x = −y + z.
Neste caso a solução geral é
{

(x, y, z) ∈ R3 : x = −y + z
}

= {(−y + z, y, z) : y, z ∈ R}
= {y(−1, 1, 0) + z(1, 0, 1) : y, z ∈ R}
= Span {(−1, 1, 0), (1, 0, 1)} .

!
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1.3.4 Operações com matrizes
Já definimos as operações de adição de vectores coluna, multiplicação de um esca-
lar por um vector e multiplicação de uma matriz por um vector coluna. Baseados
nestas operações, definimos agora operações sobre matrizes com várias colunas
encarando para tal uma matriz como um conjunto ordenado de vectores coluna.
Posteriormente, estudamos as propriedades das operações que definimos a seguir.

Sejam A e B duas matrizes do mesmo tipo, por exemplo p× n,

A = [aij ] i = 1, . . . , p
j = 1, . . . , n

e B = [bij ] i = 1, . . . , p
j = 1, . . . , n

.

• A e B são iguais se as entradas respectivas são iguais, isto é, aij = bij para
todo i = 1, . . . , p e j = 1, . . . , n.

• A soma A+B é a matriz p×n cujas entradas são as somas das entradas de
A com as respectivas entradas de B. Tal significa que a entrada na linha i e
na coluna j de A+B é aij + bij , para todo i = 1, . . . , p e j = 1, . . . , n.

• A multiplicação de uma matriz A, por um escalar α é a matriz cujas entradas
são as entradas de A multiplicadas por α.

Resumindo:

Sejam A = [aij ] e B = [bij ] matrizes do tipo p× n e α um escalar. Então,

A+B = [aij + bij ] i = 1, . . . , p
j = 1, . . . , n

(1.8)

αA = [αaij ] i = 1, . . . , p
j = 1, . . . , n

.
(1.9)

Nota 7. A adição de matrizes só está definida quando as matrizes são do mesmo
tipo.

Seguidamente definimos multiplicação de matrizes. Se considerarmos uma
matriz B como um conjunto ordenado de vectores coluna, é natural definir o pro-
duto AB como o conjunto das colunas que são o produto de A pelas colunas de
B, respeitando a ordem de B.

38



Capı́tulo 1. Sistemas de Equações Lineares e Matrizes

Definição 1.12. Seja A uma matriz p × n e B uma matriz n × k com colunas
b1,b2, . . . ,bk.

O produto AB é a matriz p × k cujas colunas são Ab1, Ab2, . . . , Abk. Isto
é,

AB = A



b1 b2 . . . bk



 =



Ab1 Ab2 . . . Abk



 .

Note-se que o produto AB só está definido se o número de colunas de A é
igual ao número de linhas de B. Além disso, a matriz AB é uma matriz com o
mesmo número de linhas de A e o mesmo número de colunas de B.

A B = AB.
p× n n× k p×k

No caso particular da matriz B ser n × 1 (ou seja, um vector coluna) a definição
do produto AB coincide com a definição anteriormente apresentada (como não
podia deixar de ser).

Por razões práticas convém deduzir como se calcula uma entrada especı́fica
do produto de duas matrizes. Para tal comecemos com dois exemplos.

Exemplo 1.18. Calculemos

Au =

[

2 3 4
1 3 −2

]




5
6
7



 .

Por definição de produto de uma matriz por um vector, o produto Au é a matriz
2× 1 dada por

Au = A





5
6
7



 = 5

[

2
1

]

+ 6

[

3
3

]

+ 7

[

4
−2

]

=

[

2× 5 + 3× 6 + 4× 7
1× 5 + 3× 6− 2× 7

]

=

[

56
9

]

.

!

O exemplo anterior ilustra como podemos obter as entradas de uma certa co-
luna do produto de duas matrizes. Nomeadamente, se C = AB, a entrada cij de C
obtém-se multiplicando as entradas da linha i de A pelas entradas correspondentes
da coluna j de B e somando os produtos obtidos.
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Exemplo 1.19. Considerem-se as matrizes

A =

[

2 3 1
0 4 6

]

B =





1 2 3 1
−1 0 2 3
5 2 3 1



 .

Como A é uma matriz 2× 3 e B é 3× 4, o produto AB está definido e AB é uma
matriz do tipo 2× 4. Para determinar a entrada na linha 2 e na coluna 3 da matriz
AB escolhemos a linha 2 de A e a coluna 3 de B, multiplicamos as entradas da
referida linha pelas entradas respectivas da coluna selecionada, e somamos. Ou
seja,

A =

[

2 3 1
0 4 6

]




1 2 3 1
−1 0 2 3
5 2 3 1



 =





% % % %

% % 26 %



 = AB.

↑
0× 3 + 4× 2 + 6× 3 = 26

Por exemplo, a entrada na linha 1 e na coluna 4 de AB é
2× 1 + 3× 3 + 1× 1 = 12

↓

A =

[

2 3 1
0 4 6

]




1 2 3 1
−1 0 2 3
5 2 3 1



 =





% % % 12

% % % %



 .

Calculando as restantes entradas de AB, obtemos

AB =

[

4 6 15 12
26 12 26 18

]

.

!

Para A = [aij ] i = 1, . . . , p
j = 1, . . . , n

, B = [bij ] i = 1, . . . , n
j = 1, . . . , k

e AB = C = [cij] i = 1, . . . , p
j = 1, . . . , k

,
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isto é

AB =










a11 a12 · · · a1n
... ... ...
ai1 ai2 · · · ain
... ... ...

ap1 ap2 · · · apn


















b11 · · · b1j · · · b1k
b21 · · · b2j · · · b2k
... ... ...

bn1 · · · bnj · · · bnk









=











c11 · · · c1j · · · c1k
... ... ...
ci1 · · · cij · · · cik
... ... ...
cp1 · · · cpj · · · cpk











,

tem-se cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =
∑n

r=1 airbrj . Resumindo:

Se A = [aij ] é do tipo p× n e B = [bij ] do tipo n× k, a entrada na linha i e
na coluna j da matriz AB = C = [cij] é dada por

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =
n
∑

r=1

airbrj . (1.10)

Propriedades das operações com matrizes

A adição de matrizes reais (resp. complexas) goza das propriedades comutativa
e associativa como facilmente se deduz usando as propriedades comutativa e as-
sociativa dos números reais (resp. complexos) e a definição (1.8) de adição de
matrizes. Contudo, a multiplicação de matrizes não goza em geral da propriedade
comutativa, ou seja, pode ter-se AB &= BA mesmo no caso em que ambos os
produtos AB e BA estão definidos. Por exemplo, para

A =

[

1 2
3 1

]

, B =

[

2 4
−1 5

]

,

tem-se
AB =

[

0 14
5 17

]

e BA =

[

14 8
14 3

]

.

Logo, AB &= BA. Quando AB = BA dizemos que A e B comutam.
Passamos a enunciar algumas propriedades das operações com matrizes.
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Teorema 1.1. Sejam A,B e C matrizes para as quais as operações abaixo in-
dicadas estão definidas, e α, β escalares. São válidas as seguintes propriedades:

(a) A+B = B + A Comutatividade da adição
(b) A + (B + C) = (A+B) + C Associatividade da adição
(c) A(BC) = (AB)C Associatividade da multiplicação
(d) A(B + C) = AB + AC Distributividade à esquerda
(e) (B + C)A = BA + CA Distributividade à direita
(f) α(A+ B) = αA+ αB
(g) (α + β)A = αA+ βA
(h) α(AB) = (αA)B = A(αB)

As alı́neas (a), (b), (f), (g) e (h) são imediatas usando propriedades das operações
com números reais ou complexos. A seguir apresentamos apenas a demonstração
da alı́nea (d), demonstração esta que, no entanto, é bem ilustrativa dos procedi-
mentos a seguir para as outras alı́neas.

Demonstração. (d): Para que A(B + C) seja igual a AB + AC, as matrizes B e
C deverão ter o mesmo tamanho e o número de colunas de A deverá ser igual ao
número de linhas de B e de C. Suponha-se que A = [aij ] tem n colunas e que as
matrizes B = [bij ] e C = [cij ] têm n linhas. De modo a facilitar a compreensão
da demonstração, usaremos simultaneamente a notação dij e [D]ij para designar a
entrada ij da matriz D.

Pretendemos mostrar que as entradas homólogas de A(B+C) e de AB+AC
são iguais, ou seja, que é satisfeita a igualdade

[A(B + C)]ij = [AB]ij + [AC]ij ,

para quaisquer valores de i e de j. Usando (1.8) e (1.10) obtemos

[A(B + C)]ij = ai1(b1j + c1j) + ai2(b2j + c2j) + · · ·+ ain(bnj + cnj)

= (ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj) + (ai1c1j + ai2c2j + · · ·+ aincnj)

= [AB]ij + [AC]ij .

Nota 8. Para quaisquer números reais a e b é válida a propriedade ab = 0 se e
só se a = 0 ou b = 0. Este resultado não é em geral válido para o produto de
matrizes, como se verifica no exemplo que apresentamos a seguir.
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Exemplo 1.20. Considere-se A =

[

0 0
1 2

]

e B =

[

−2 2
1 −1

]

. O produto AB é

igual à matriz nula

AB =

[

0 0
0 0

]

,

porém, nem A nem B são matrizes nulas. !

As propriedades algébricas das matrizes são essenciais na demonstração de um
grande número de resultados. Por exemplo, as propriedades das operações com
matrizes habilitam-nos agora a apresentar a demonstração de duas proposições
anteriormente referidas. Sem estas propriedades a prova destas proposições seria
com certeza muito mais extensa.

A proposição seguinte diz-nos que um sistema possı́vel ou tem solução única
ou uma infinidade de soluções.

Proposição 1.4. Se um sistema de equações lineares admite mais do que uma
solução, então possui uma infinidade de soluções.

Demonstração. Sejam u e v soluções distintas do sistema Ax = b. O vector
y = u− v é uma solução não nula do sistema homogéneo Ax = 0, já que

Ay = A(u− v) = Au− Av = b− b = 0.

Para qualquer escalar α, o vector w = u + αy é solução do sistema Ax = b já
que

Aw = A(u+ αy) = Au+ αAy = b+ α0 = b.

Logo, se u e v são soluções distintas do sistema Ax = b, então qualquer vector
da forma w = u + αy, com α ∈ R e y = u− v, é solução do sistema. Ou seja,
há uma infinidade de soluções w = u+ αy (uma para cada α fixado em R).

Relembremos que na génese da noção de caracterı́stica de uma matriz, apre-
sentada na Secção 1.2 (pág. 12), encontra-se a unicidade da forma reduzida em
escada por linhas de uma matriz. O teorema que enunciamos a seguir estabelece
este resultado.

Teorema 1.2. A forma reduzida em escada por linhas de uma matriz é única.
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Demonstração. 6 Seja A uma matriz do tipo p× n. Usemos indução7sobre n.
Para n = 1, a matriz A tem uma única coluna e portanto a correspondente

forma reduzida em escada por linhas é obviamente única. Considere-se como
hipótese de indução que para qualquer matriz do tipo p × (n − 1) a respectiva
forma reduzida em escada é única.

Seja A′ a matriz que se obtém de A suprimindo a última coluna. Note-se
que qualquer sequência de operações elementares sobre A que reduza A a uma
matriz em escada na forma reduzida também reduz A′ a uma matriz em escada por
linhas na forma reduzida. Assim, pela hipótese de indução, se B e C são formas
reduzidas em escada por linhas da matriz A, estas matrizes diferem quando muito
na coluna número n.

Suponha-se que B e C são matrizes em escada na forma reduzida, obtidas de
A, e que (por absurdo) B &= C. Pretendemos chegar a uma contradição. Sendo
B &= C, existe um inteiro k tal que a linha k de B é distinta da linha k de C. Seja
u uma qualquer solução do sistema Bx = 0. Como B e C são matrizes obtidas
de A por meio de operações elementares sobre as suas linhas, os sistemas Bx = 0
e Cx = 0 têm as mesmas soluções. Dado que Bu = 0 = Cu, da propriedade
distributiva segue (B − C)u = 0. Como B e C têm as primeiras (n− 1) colunas
iguais (por hipótese de indução) a matriz (B−C) tem as primeiras (n−1) colunas
nulas, e portanto a componente k do vector (B − C)u é (bkn − ckn)un = 0. Esta
equação possui como única solução un = 0 já que, por hipótese, bkn &= ckn. Logo,
qualquer solução u dos sistemas Bx = 0 e Cx = 0 tem a nésima componente
nula. Assim sendo, a coluna número n de B e de C tem um pivô (igual a 1), caso
contrário xn seria uma variável livre dos sistemas Bx = 0 e Cx = 0. Como as
primeiras (n− 1) colunas de B e de C são iguais, o pivô da coluna n de B e de C
aparece na mesma linha (a última). Logo, por definição de matriz em escada por
linhas na forma reduzida, tem-se B = C, o que é uma contradição.

Matriz Identidade

A matriz identidade de ordem n é uma matriz quadrada n × n cujas entradas
da diagonal principal são todas iguais a 1 e as restantes entradas são nulas. Por

6Esta demonstração é apresentada por T. Yuster em [13].
7O método de indução matemática é um método de demonstração usado frequentemente

quando se pretende provar que uma certa proposição é verdadeira para todos os números natu-
rais n. Uma versão deste método é a seguinte: (i) mostrar que a proposição é válida para o
primeiro valor de n; (ii) supor que a proposição é válida para n = r (esta hipótese é conhecida
como hipótese de indução); (iii) deduzir de (ii) que a proposição é válida para n = r + 1.
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exemplo,

I2 =

[

1 0
0 1

]

I3 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 I4 =







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






,

são respectivamente a matriz identidade de ordem 2, 3, e 4.

Definição 1.13. A matriz identidade de ordem n é uma matriz quadrada n × n
cujas entradas na diagonal principal são todas iguais a 1 e as outras entradas
iguais a zero.

A matriz identidade de ordem n será designada In, ou simplesmente por I
quando no contexto for claro qual a ordem da matriz. Isto é,

In = [δij ]i,j=1,...,n com δij =

{

0 se i &= j

1 se i = j

As entradas da matriz identidade são tradicionalmente denotadas pelo sı́mbolo δij .
Este sı́mbolo é conhecido por delta de Kronecker8 e tem o significado especificado
na definição anterior.

A partir da definição de multiplicação de matrizes, é fácil mostrar (basta usar
(1.10)) que o produto de uma matriz A por uma matriz identidade é sempre igual
a A. Ilustremos este facto com o exemplo seguinte.

Exemplo 1.21. Seja A =





a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34



.

Apenas podemos multiplicar A à esquerda pela matriz identidade de ordem 3,
e à direita pela de ordem 4.

I3A =





1 0 0
0 1 0
0 0 1









a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34



 =





a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34



 = A

e

AI4 =





a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34











1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






=





a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34



 = A.

8Leopold Kronecker (1823-1891), matemático alemão.

45
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!

A matriz identidade é um exemplo de uma matriz diagonal. Isto é, uma matriz
quadrada com todas as entradas iguais a zero excepto possivelmente as entradas
da diagonal principal. Por exemplo, a matriz

A =





2 0 0
0 0 0
0 0 1





é uma matriz diagonal.

Transposta de uma matriz

A transposta de uma matriz A do tipo p× n, é a matriz n× p cujas linhas são as
colunas de A, pela mesma ordem em que aparecem em A. Designamos por AT a
matriz transposta de A. Por exemplo, para

A =

[

1 2 4 5
2 3 5 6

]

tem-se AT =







1 2
2 3
4 5
5 6






.

Como as linhas de AT são as colunas de A, pela mesma ordem, tem-se:

se A = [aij ] i = 1, . . . , p
j = 1, . . . , n

e AT = [a′ij ] i = 1, . . . , n
j = 1, . . . , p

, então a′ij = aji.

Enunciamos a seguir algumas propriedades da transposta de uma matriz.

Propriedades da matriz transposta
Sejam A e B matrizes para as quais as operações abaixo indicadas estão

definidas. Verificam-se as igualdades:

(a) (AT )T = A;

(b) (A+B)T = AT +BT ;

(c) (AB)T = BTAT .
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Demonstração. Deixamos como exercı́cio a prova de (a) e (b) e mostramos so-
mente (c). Para tal, considere-se

A = [aij ] i = 1, . . . p
j = 1, . . . n

e B = [bij ] i = 1, . . . n
j = 1, . . . k

.

A matriz AB é do tipo p× k e portanto (AB)T é do tipo k× p. Da mesma forma,
BTAT é do tipo k × p. Designemos por

[

(AB)T
]

ij
a entrada ij de (AB)T e por

[BTAT ]ij a entrada ij de BTAT . Assim, como as linhas da transposta de uma
matriz são as colunas da matriz, tem-se

[

(AB)T
]

ij
= [AB]ji = aj1b1i + aj2b2i + · · ·+ ajnbni, (1.11)

onde na última igualdade usámos a igualdade (1.10), da definição de produto de
matrizes.

Para calcular [BTAT ]ij designemos por b′ij a entrada ij de BT e por a′ij a de
AT . É claro que

b′ij = bji e a′ij = aji.

Usando de novo (1.10) temos
[

BTAT
]

ij
= b′i1a

′
1j + b′i2a

′
2j + · · ·+ b′ina

′
nj = b1iaj1 + b2iaj2 + · · ·+ bniajn.

Comparando a última igualdade com (1.11) fica mostrado o resultado enunciado
na alı́nea (c).

Definição 1.14. Uma matriz A diz-se simétrica se A = AT e anti-simétrica se
A = −AT .

É de realçar que a definição anterior implica que matrizes simétricas e anti-
simétricas sejam matrizes quadradas. De facto, a igualdade A = ±AT só é
possı́vel se A é quadrada. Além disso, como as entradas da diagonal principal de
A e AT são as mesmas, uma matriz anti-simétrica deverá ter estas entradas iguais
a zero, uma vez que satisfaz a igualdade A = −AT . A designação de matriz
simétrica está relacionada com a simetria que este tipo de matrizes possui relati-
vamente à diagonal principal, conforme se verifica nos exemplos apresentados a
seguir.
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Exemplo 1.22. No sentido de clarificar a noção de matriz simétrica e anti-simétrica
apresentamos alguns exemplos.

A matriz





2 5 3
5 1 0
3 0 2



 é simétrica.

A matriz





0 5 −3
−5 0 1
3 −1 0



 é anti-simétrica.

A matriz





1 5 −3
−5 0 1
3 −1 0



 não é anti-simétrica (nem simétrica).

!

Exemplo 1.23. Dada uma matriz A do tipo p × n, as matrizes ATA e AAT são
simétricas, respectivamente, do tipo n×n e p×p. De facto, usando as propriedades
da matriz transposta atrás enunciadas, resultam as seguintes igualdades:

(ATA)T
(c)
= AT (AT )T

(a)
= ATA e (AAT )T

(c)
= (AT )TAT (a)

= AAT .

!

Exercı́cio 1.2. Seja A uma matriz quadrada.

a) Mostrar que (A+ AT ) é simétrica e (A− AT ) é anti-simétrica.
b) Usar a alı́nea anterior para escrever A como a soma de uma matriz simétrica
com uma anti-simétrica.

1.4 Inversa de uma matriz
Nesta secção apresentamos a definição de matriz inversa de uma matriz (quadrada)
e estudamos as suas propriedades, nomeadamente a relação entre a existência de
inversa e a caracterı́stica da matriz. O cálculo da inversa de uma matriz é efectu-
ado recorrendo ao método de eliminação de Gauss-Jordan, método este que pode
ser descrito em termos de multiplicação sucessiva por certas matrizes ditas ele-
mentares. Mostra-se ainda que a matriz dos coeficientes de um sistema, com igual
número de equações e de incógnitas, é invertı́vel se e só se o sistema tem uma
única solução.
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Definição 1.15. Uma matriz quadrada A do tipo n×n, diz-se invertı́vel, ou não
singular, se existe uma matriz B do tipo n× n, tal que

AB = In = BA. (1.12)

Se B é uma matriz que satisfaz a igualdade anterior dizemos que B é uma inversa
de A.

Uma matriz que não seja invertı́vel diz-se uma matriz singular.

Exemplo 1.24. A matriz

A =





1 10 3
0 0 0
1 3 2





não é invertı́vel. Para verificar este facto considere-se uma matriz B do tipo 3× 3
de entradas bij e efectue-se o produto AB. Como a segunda linha de AB é nula,
este produto nunca pode ser igual à matriz identidade de terceira ordem.

!

Nota 9. O exemplo anterior ilustra o facto mais geral: qualquer matriz quadrada
que possua uma linha nula é umamatriz singular. Este resultado pode ser provado
usando o mesmo procedimento do exemplo anterior e a expressão (1.10).

A unicidade da matriz inversa é estabelecida no próximo teorema.

Teorema 1.3. A inversa de uma matriz, quando existe, é única.

Demonstração. Suponha-se que B e C são inversas de A. Isto é,

AB = BA = I e AC = CA = I.

Uma vez que BA = I = AC, tem-se

BAC = B(AC) = BI = B,

e
BAC = (BA)C = IC = C.

Logo, B = C.

Passamos a designar a matriz inversa de uma matriz invertı́vel A por:

A−1
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Proposição 1.5. Se ad− bc &= 0, a inversa da matriz

A =

[

a b
c d

]

é dada por

A−1 =
1

ad− bc

[

d −b
−c a

]

.

Demonstração. Deixamos como exercı́cio verificar que AA−1 = I2 e A−1A =
I2.

Exemplo 1.25. A matriz
[

2 1
4 4

]

é invertı́vel e a sua inversa é

A−1 =
1

4

[

4 −1
−4 2

]

=





1 −1
4

−1 1
2



 .

!

Verifiquemos agora que o produto de matrizes invertı́veis ainda é invertı́vel.

Proposição 1.6. Se A e B são matrizes invertı́veis da mesma ordem, então AB
é invertı́vel e a sua inversa é B−1A−1. Ou seja,

(AB)−1 = B−1A−1. (1.13)

Demonstração. Como a inversa de uma matriz é única, basta-nos mostrar que
B−1A−1 é a inversa de AB.

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 (associatividade da multiplicação)
= AIA−1 (já que B−1 é a inversa de B)
= AA−1

= I.

Da mesma forma,

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1B = I.
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Potências de uma matriz

Para qualquer inteiro não negativo k e qualquer matriz (quadrada) A, definimos
Ak como o produto de k factores todos iguais a A

Ak = AA · · ·A
︸ ︷︷ ︸

k factores

sendo a expressão A0 interpretada como a matriz identidade.
Se A é uma matriz invertı́vel, definimos potências negativas de A em termos

de potências positivas de A−1. Isto é,

A−k = (A−1)k = A−1A−1 · · ·A−1
︸ ︷︷ ︸

k factores

A proposição seguinte sumariza alguns resultados sobre matrizes invertı́veis e
potências destas matrizes.

Proposição 1.7. Seja A uma matriz invertı́vel. São válidas as proposições se-
guintes.

1) A−1 é invertı́vel e (A−1)−1 = A.

2) Ak é invertı́vel e
(

Ak
)−1

= (A−1)k = A−k.

3) Para qualquer escalar não nulo α, a matriz αA é invertı́vel e
(αA)−1 =

1

α
A−1.

Demonstração. As provas das alı́neas 1) e 2) são deixadas como exercı́cio. Façamos
a prova de 3). Como

(αA)

(
1

α
A−1

)

= α
1

α
AA−1 = I,

e
(
1

α
A−1

)

(αA) = α
1

α
A−1A = I, segue o resultado.

Como já referimos, o produto de matrizes não é em geral comutativo. Assim,
a potência

(A+B)2 = (A+B)(A +B) = A2 + AB +BA+B2,

é em geral diferente de A2+2AB+B2 (excepto se as matrizes A e B comutarem).
Sugerimos a procura de um contra-exemplo.
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1.4.1 Matrizes elementares e cálculo da inversa
Nesta secção apresentamos um algoritmo para calcular a inversa de uma matriz.
Subjacente a este algoritmo está o facto de ser possı́vel obter a matriz identi-
dade aplicando operações elementares à matriz invertı́vel dada. Cada operação
elementar (ver definição na página 8) aplicada a uma matriz vai traduzir-se na
multiplicação dessa matriz por uma matriz dita elementar.

Definição 1.16. Um matriz elementar é uma matriz quadrada n×n que é obtida
da identidade In por meio de uma única operação elementar.

Exemplo 1.26. Exemplos de matrizes elementares:

(a)





0 1 0
1 0 0
0 0 1




Troca da segunda linha de I3 com a primeira li-
nha.

(b)
[

1 3
0 1

]

A primeira linha de I2 foi substituı́da pela sua
soma com a 2a linha multiplicada por 3.

(c)







1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







A segunda linha de I4 foi multiplicada por 2.

!

Quando uma matriz A é multiplicada à esquerda por uma matriz elementar, a ma-
triz produto é a matriz que se obtém de A efectuando a mesma operação elementar
efectuada em I para obter a matriz elementar em causa. A proposição seguinte
enuncia este facto. A sua demonstração é deixada como exercı́cio.

Proposição 1.8. Se E é uma matriz elementar, então EA é a matriz que se obtém
de A efectuando a mesma operação elementar que permite obter E a partir da
identidade.

Ilustremos esta proposição através de um exemplo.

Exemplo 1.27. Consideremos a matriz

A =





1 3 5 7 2
5 3 1 5 8
10 2 7 2 6



 ,
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e a matriz elementar

E =





1 0 0
2 1 0
0 0 1





obtida de I2 por:
I2

L2+2L1−→ E.

A matriz E resulta de I2 substituindo a segunda linha pela soma desta linha com
a primeira linha multiplicada por 2 . Calculando EA, verificamos que

A =





1 3 5 7 2
5 3 1 5 8
10 2 7 2 6




L2+2L1−→





1 3 5 7 2
7 9 11 19 12
10 2 7 2 6



 = EA.

!

Nota 10. A Proposição 1.8 só é válida para multiplicação à esquerda. De facto, se
uma matriz A é multiplicada à direita por uma matriz elementar E, a matriz AE
é a matriz que se obtém de A efectuando a operação elementar correspondente a
E sobre as colunas de A. Por exemplo, para α &= 0 e

A =

[

1 3
2 4

]

, E =

[

1 0
0 α

]

tem-se EA =

[

1 3
2α 4α

]

e AE =

[

1 3α
2 4α

]

.

Como veremos, qualquer matriz elementar E é invertı́vel já que, se E é ob-
tida da identidade por meio de uma operação elementar, então efectuando sobre
E a operação elementar “inversa” obtemos a identidade. Ou seja, existe sem-
pre uma matriz elementar (correspondente à operação elementar “inversa”) que
quando multiplicada (à esquerda) por E dá a identidade (e esta matriz é a inversa
de E). No exemplo seguinte ilustramos este facto bem como o que se entende por
operação elementar “inversa”.

Exemplo 1.28. Calculemos a inversa das matrizes elementares E seguintes.

(a)
[

1 0
0 1

]

3L2−→
[

1 0
0 3

]
1
3L2−→
[

1 0
0 1

]

E =

[

1 0
0 3

]

e E−1 =

[

1 0
0 1

3

]

.
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(b)





1 0 0
0 1 0
0 0 1




L2+2L1−→





1 0 0
2 1 0
0 0 1




L2−2L1−→





1 0 0
0 1 0
0 0 1





E =





1 0 0
2 1 0
0 0 1



 e E−1 =





1 0 0
−2 1 0
0 0 1



 .

(c)





1 0 0
0 1 0
0 0 1




L3↔L1−→





0 0 1
0 1 0
1 0 0




L3↔L1−→





1 0 0
0 1 0
0 0 1





E =





0 0 1
0 1 0
1 0 0



 e E−1 =





0 0 1
0 1 0
1 0 0



 .

Para cada uma das alı́neas anteriores, calculando os produtos EE−1 e E−1E
confirma-se que é obtida a matriz identidade. !

No quadro seguinte resumimos o que entendemos por operação elementar in-
versa.

Operação elementar Operação elementar inversa

Li ↔ Lj Li ↔ Lj

αLi (α &= 0) 1
αLi (α &= 0)

Li + αLj Li − αLj

Uma matriz elementar que é obtida da matriz identidade por troca de duas
das suas linhas é um exemplo de uma matriz de permutação9. Como se deduz
facilmente, a inversa de uma matriz elementar de permutação coincide com a
própria matriz (ver Exemplo1.28-(c)).

Proposição 1.9. Qualquer matriz elementar é invertı́vel e a sua inversa é uma
matriz elementar.

9Uma matriz de permutação é uma matriz que se obtém da identidade efectuando um número
finito de trocas de linhas.
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Demonstração. Sendo E uma matriz elementar, esta matriz é obtida da identidade
efectuando uma operação elementar. Designe-se por E1 a matriz que se obtém da
identidade efectuando a operação inversa da que permitiu obter E. Então, pela
Proposição 1.8, temos

E1E = I.

De igual modo, como E é uma matriz elementar, também se verifica EE1 = I .
Portanto, a matriz elementar E1 é a inversa de E.

Como veremos, dada uma matriz invertı́vel A, podemos realizar um número
finito de operações elementares sobre as linhas de A até obter a matriz identidade.
Isto significa que a matriz em escada na forma reduzida de uma matriz invertı́vel
é a matriz identidade. Para reduzir uma matriz invertı́vel à matriz identidade por
meio de operações elementares aplicamos o método conhecido por método de
eliminação de Gauss-Jordan. Este método consiste na aplicação do método de
eliminação de Gauss até obter uma matriz em escada com todos os pivôs iguais
a 1, prosseguindo-se com a eliminação das entradas acima da diagonal princi-
pal usando os mesmos procedimentos do algoritmo de eliminação de Gauss, mas
começando este algoritmo com a última coluna da matriz. Ilustramos no próximo
exemplo os diversos passos do método de eliminação de Gauss- Jordan.

Exemplo 1.29. Vejamos como obter a matriz identidade por meio de operações
elementares para a seguinte matriz invertı́vel A.

A =





1 −1 2
2 0 1
−1 1 2




L2−2L1−→
L3+L1





1 −1 2
0 2 −3
0 0 4




1/4L3−→
1/2L2





1 −1 2
0 1 −3

2
0 0 1





L2+3/2L3−→





1 −1 2
0 1 0
0 0 1




L1−2L3−→





1 −1 0
0 1 0
0 0 1




L1+L2−→





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = I.

As operações realizadas na primeira linha da expressão anterior correspondem ao
método de eliminação de Gauss, e as operações na segunda linha eliminam as
entradas acima da diagonal principal começando com a última coluna da matriz
em escada por linhas já obtida.

Realizámos 7 operações elementares. A cada operação elementar corresponde
uma matriz elementar. Designemos por Ei a matriz elementar correspondente
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à operação elementar número i10. Para as operações elementares efectuadas, as
matrizes Ei são:

E1 =





1 0 0
−2 1 0
0 0 1



 E2 =





1 0 0
0 1 0
1 0 1



 E3 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1

4





E4 =





1 0 0
0 1

2 0
0 0 1



 E5 =





1 0 0
0 1 3

2
0 0 1



 E6 =





1 0 −2
0 1 0
0 0 1





E7 =





1 1 0
0 1 0
0 0 1



 .

Da Proposição 1.8, concluimos

E7E6E5E4E3E2E1A = I. (1.14)

Como qualquer matriz elementar é invertı́vel (Proposição 1.9), e o produto de ma-
trizes invertı́veis é invertı́vel (Proposição 1.6), a matriz (E7E6E5E4E3E2E1) é in-
vertı́vel. Logo, multiplicando a igualdade (1.14) à esquerda por (E7E6E5E4E3E2E1)−1

obtemos

A = (E7E6E5E4E3E2E1)
−1I = (E7E6E5E4E3E2E1)

−1. (1.15)

Assim, pelo primeiro item da Proposição 1.7, a matriz A é invertı́vel e

A−1 = E7E6E5E4E3E2E1 =









−1
8

1
2

−1
8

−5
8

1
2

3
8

1
4 0 1

4









.

Pode confirmar-se que a matriz anterior é de facto a inversa de A calculando o
produto de A por essa matriz.

10As operações que aparecem sobrepostas na primeira linha da aplicação do método podem ser
realizadas por qualquer ordem. Em particular, isso significa que as matrizes elementares corres-
pondentes comutam.
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A igualdade (1.15) é equivalente a

A = (E7E6E5E4E3E2E1)
−1 = E−1

1 E−1
2 E−1

3 E−1
4 E−1

5 E−1
6 E−1

7 ,

onde na última igualdade aplicámos (1.13). Como a inversa de uma matriz ele-
mentar é ainda uma matriz elementar, a expressão anterior dá a matriz invertı́vel
A como um produto de matrizes elementares. !

Algumas propriedades que vimos no exemplo anterior caracterizam as matri-
zes invertı́veis. Esta afirmação é parte do conteúdo do teorema seguinte.

Teorema 1.4. Sendo A uma matriz quadrada, são equivalentes as afirmações:

(i) A é invertı́vel.

(ii) O sistema Ax = b tem solução única.

(iii) É possı́vel aplicar operações elementares sobre as linhas de A e obter a
matriz identidade.

(iv) A matriz A pode exprimir-se como um produto de matrizes elementares.

Demonstração. Provemos a seguinte sequência de implicações: (i) ⇒ (ii) ⇒
(iii)⇒ (iv)⇒ (i).

(i) ⇒ (ii): Se A é invertı́vel, o sistema Ax = b tem solução única uma vez
que, multiplicando (à esquerda) a igualdadeAx = b por A−1 se obtém x = A−1b.

(ii) ⇒ (iii): Seja x = (c1, . . . , cn) a única solução de Ax = b. Assim, a
matriz aumentada deste sistema pode ser reduzida (por meio de operações ele-
mentares sobre as suas linhas) à matriz








1 0 · · · 0 c1
0 1 · · · 0 c2
... ... . . . ... ...
0 0 · · · 1 cn







.

Isto é, existe uma sequência de operações elementares que reduzem A à matriz
identidade.

(iii)⇒ (iv): Se é possı́vel aplicar operações elementares sobre as linhas de A
e obter a matriz identidade, então existe um número finito de matrizes elementares,
sejam E1, . . . , Ek, tal que

Ek · · ·E2E1A = I.
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Como qualquer matriz elementar é invertı́vel (Proposição 1.9) e o produto de ma-
trizes invertı́veis é invertı́vel (Proposição 1.6), podemos multiplicar a igualdade
anterior, à esquerda, por (Ek · · ·E2E1)−1, obtendo-se

A = (Ek · · ·E2E1)
−1I = E−1

1 E−1
2 · · ·E−1

k .

Uma vez que a inversa de uma matriz elementar ainda é uma matriz elementar
(Proposição 1.9), a igualdade anterior exprime A como um produto de matrizes
elementares.

(iv) ⇒ (i): Se A é igual ao produto de matrizes elementares, a matriz A é
invertı́vel visto que cada matriz elementar é invertı́vel, e o produto de matrizes
invertı́veis ainda é invertı́vel.

Método de eliminação de Gauss-Jordan e cálculo da inversa

O Teorema 1.4 diz-nos que uma matriz invertı́vel pode reduzir-se à matriz iden-
tidade por meio de operações elementares sobre as suas linhas. Assim, se A é
invertı́vel existem matrizes elementares E1, . . . , Ek tais que Ek · · ·E2E1A = I.
Esta igualdade é equivalente a

A−1 = Ek · · ·E2E1I. (1.16)

Como o produto EA é a matriz que se obtém de A efectuando a operação elemen-
tar que permitiu obter E da identidade, a igualdade (1.16) diz-nos que a inversa
de A se pode obter realizando sobre a matriz identidade as mesmas operações
elementares (e pela mesma ordem) que reduzem A à matriz identidade. Esquema-
ticamente,

[

A | I
] Operações elementares−→

[

I | A−1
]

.

Exemplo 1.30. Determinemos a inversa de

A =





1 −1 0
1 0 1
−1 1 2



 .

Coloquemos a matriz identidade de terceira ordem a par da matriz A, e efectuemos
operações elementares sobre [A | I] até obtermos a matriz [I |A−1].





1 −1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
−1 1 2 0 0 1




L2−L1−→
L3+L1





1 −1 0 1 0 0
0 1 1 −1 1 0
0 0 2 1 0 1
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1/2L3−→





1 −1 0 1 0 0
0 1 1 −1 1 0
0 0 1 1

2 0 1
2




L2−L3−→





1 −1 0 1 0 0
0 1 0 −3

2 1 −1
2

0 0 1 1
2 0 1

2





L1+L2−→









1 0 0 −1
2 1 −1

2

0 1 0 −3
2 1 −1

2

0 0 1 1
2 0 1

2









.

Logo, a matriz inversa de A é

A−1 =









−1
2 1 −1

2

−3
2 1 −1

2

1
2 0 1

2









.

!

Algumas consequências da invertibilidade de uma matriz

Um sistema de equações lineares com igual número de equações e incógnitas pos-
sui matriz dos coeficientes quadrada, e portanto podemos falar da invertibilidade
desta matriz. O Teorema 1.4 diz-nos que um tal sistema é possı́vel e determi-
nado se e só se a matriz dos coeficientes do sistema é invertı́vel. Além disso, a
demonstração desse teorema estabelece que a solução (única) se obtém multipli-
cando o vector correspondente ao termo independente do sistema pela inversa da
matriz dos coeficientes do sistema. Para referência futura enunciemos este resul-
tado.

Proposição 1.10. Seja b um vector qualquer. Um sistema Ax = b cuja matriz
dos coeficientes é quadrada, tem solução única se e só se A é invertı́vel. Além
disso, sendo A invertı́vel a solução do sistema Ax = b é

x = A−1b.

Em particular, um sistema homogéneo Ax = 0 tem solução única x = 0 se e só
se a matriz A é invertı́vel.
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Demonstração. Pelo Teorema 1.4, um sistema Ax = b cuja matriz dos coefi-
cientes é quadrada, tem solução única se e só se A é invertı́vel. Se A−1 existe,
podemos multiplicar Ax = b, à esquerda, por A−1 e obtemos

A−1Ax = A−1b⇐⇒ x = A−1b.

Se b = 0, como o produto de uma qualquer matriz pelo vector nulo é o vector
nulo, a solução anterior é x = 0.

Nota 11. Na demonstração anterior não faz sentido multiplicarAx = b à direita
por A−1, já que tal multiplicação não está definida (o vector b é do tipo n × 1 e
A−1 é do tipo n× n).

Exemplo 1.31. Consideremos o sistema
{

2x1 + x2 = 6
4x1 + 4x2 = 8.

A matriz dos coeficientes do sistema é exactamente a matriz A do Exemplo 1.25,
na página 50. Nesse exemplo calculámos a inversa de A, e portanto o sistema tem
solução única dada por

[

x1

x2

]

= A−1

[

6
8

]

=





1 −1
4

−1 1
2





[

6
8

]

=

[

4
−2

]

.

!

De acordo com a definição de matriz invertı́vel, uma matriz A é invertı́vel se
existir uma matriz B que satisfaz as condições:

AB = I e BA = I.

Na proposição seguinte mostramos que é suficiente que uma das condições se
verifique para a outra ser automaticamente válida (e portanto A ser invertı́vel).

Proposição 1.11. Seja A uma matriz quadrada.

a) Se B é uma matriz que satisfaz BA = I então B é a inversa de A.

b) Se B é uma matriz que satisfaz AB = I então B é a inversa de A.
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Demonstração. Mostremos o item a). Comecemos por provar que se BA = I
então A é invertı́vel. Para tal, basta mostar que a única solução do sistema ho-
mogéneo Ax = 0 é a solução nula (conforme Proposição 1.10). Seja u uma
qualquer solução de Ax = 0. Multiplicando ambos os membros da igualdade
Au = 0 por B, obtém-se

BAu = B0⇐⇒ Iu = 0⇐⇒ u = 0.

Como u é uma qualquer solução de Ax = 0, este sistema apenas admite a solução
nula, e portanto a Proposição 1.10 garante que a matriz A é invertı́vel.

Sendo A invertı́vel e BA = I , multiplicando (à direita) ambos os membros
desta igualdade por A−1, tem-se

BAA−1 = A−1 ⇐⇒ BI = A−1 ⇐⇒ B = A−1.

Para demonstrar o item b) usamos o item a) trocando os papéis de A e B.
Assim, se AB = I o item a) diz-nos que A é a inversa de B, e portanto

A = B−1 ⇐⇒ A−1 = B.

A Proposição 1.6 diz que se A e B são matrizes (do mesmo tipo) invertı́veis,
então o produto AB é invertı́vel. No teorema a seguir mostramos que é condição
necessária e suficiente para a invertibilidade do produtoAB que ambas as matrizes
A e B sejam invertı́veis.

Teorema 1.5. Sejam A e B matrizes quadradas da mesma ordem. A matriz
produto AB é invertı́vel se e só se as matrizes A e B são invertı́veis. Além disso,
a inversa do produto é dada por

(AB)−1 = B−1A−1.

Demonstração. Tendo em conta a Proposição 1.6, resta mostrar que se AB é uma
matriz invertı́vel, então as matrizes A e B são invertı́veis.

Sendo a matriz AB invertı́vel, por definição de inversa existe uma matriz D
tal que

D(AB) = I e (AB)D = I.

Como o produto de matrizes é associativo, as igualdades anteriores são equivalen-
tes a

(DA)B = I e A(BD) = I.
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Usando, respectivamente, os itens a) e b) da Proposição 1.11, tem-se

(DA)B = I =⇒ B é invertı́vel
A(BD) = I =⇒ A é invertı́vel.

Finalizamos esta secção enunciando algumas caracterı́sticas de matrizes reais
invertı́veis.

Proposição 1.12. Seja A uma matriz real do tipo n × n. São equivalentes as
afirmações seguintes.

a) A é invertı́vel.

b) A tem caracterı́stica n.

c) Os vectores coluna de A geram Rn.

Demonstração. Esta prova será realizada mostrando as seguintes relações: a)⇐⇒
b), a)⇒ c) e c)⇒ a).

a)⇐⇒ b): Uma matriz é invertı́vel se e só se a sua forma reduzida em escada por linhas
é a identidade. Consequentemente, uma matriz do tipo n× n é invertı́vel se
e só se tem caracterı́stica igual a n.

a)⇒ c): Como A é invertı́vel, o sistema Ax = b é possı́vel, qualquer que seja o
vector b de Rn. Assim, pela Proposição 1.3, qualquer vector de Rn é uma
combinação linear dos vectores colunas de A. Isto significa que qualquer
vector de Rn pertence ao conjunto gerado pelas colunas de A.

c)⇒ a): Como qualquer vector de Rn é uma combinação linear das colunas de A, os
vectores

e1 =








1
0
...
0







, e2 =








0
1
...
0







, . . . , en =








0
0
...
1







∈ Rn

são combinações lineares das colunas de A. Isto significa, que existem
vectores x1,x2, . . . ,xn tais que

Ax1 = e1, Ax2 = e2, . . . , Axn = en.
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Seja B a matriz cujas colunas são os vectores x1,x2, . . . ,xn, por esta or-
dem. Usando a Definição 1.12 de produto de matrizes, tem-se

AB = A



x1 x2 . . . xn



 =



Ax1 Ax2 . . . Axn





=



e1 e2 . . . en



 = In.

Da Proposição 1.11, segue que B é a inversa de A.

1.5 Matrizes triangulares
Matrizes ditas triangulares surgem nos mais diversos contextos. Em particular, a
aplicação do método de eliminação de Gauss a uma matriz quadrada produz uma
matriz em escada que é triangular superior.
Definição 1.17. Uma matriz quadrada com todas as entradas abaixo das entradas
da diagonal principal iguais a zero é designada por matriz triangular superior.

Uma matriz quadrada com todas as entradas acima das entradas da diagonal
principal iguais a zero diz-se triangular inferior.

Uma matriz A do tipo n × n que seja triangular superior e triangular inferior,
isto é, tal que todas as entradas não nulas estão na diagonal principal, diz-se uma
matriz diagonal e denota-se

A = diag(a11, a22, . . . , ann).

Um exemplo de uma matriz diagonal é a matriz identidade In = diag(1, 1, . . . , 1).
A definição de matriz triangular exprime-se em termos das entradas da matriz

da forma que se segue.

Seja A = [aij]i,j=1,...,n.

i) A é triangular superior⇐⇒ aij = 0 para todo i > j.

ii) A é triangular inferior⇐⇒ aij = 0 para todo i < j.

iii) A é diagonal⇐⇒ aij = 0 para todo i &= j.
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Exemplo 1.32. A matriz






1 7 5 2
0 8 2 1
0 0 0 1
0 0 0 3







é triangular superior e




1 0 0
2 8 0
1 4 1





é triangular inferior. !

A matriz transposta de uma matriz triangular superior é uma matriz triangular
inferior e vice-versa.

Uma matriz triangular é invertı́vel se e só se a sua diagonal principal não tem
entradas nulas. De facto, como a caracterı́stica de uma matriz triangular é igual
ao número de entradas não nulas da sua diagonal principal, pela Proposição 1.12
(página 62) uma matriz triangular é invertı́vel se e só se todas as entradas da
diagonal principal são distintas de zero. No Exemplo 1.32 a primeira matriz não
é invertı́vel enquanto que a segunda matriz é.

Nota 12. Se uma matriz não é triangular podem existir zeros na diagonal princi-
pal e a matriz ser invertı́vel. Por exemplo, a matriz

[

0 1
1 0

]

é invertı́vel (é uma matriz de permutação).

O algoritmo apresentado para o cálculo da inversa (método de eliminação de
Gauss-Jordan) permite concluir que a inversa de uma matriz triangular inferior
é triangular inferior, e a inversa de uma matriz triangular superior é triangular
superior.

Deixamos como exercı́cio mostrar que o produto de matrizes triangulares su-
periores (resp. inferiores) é ainda uma matriz triangular superior (resp. inferior).
Para tal, basta usar a expressão (1.10) para o cálculo da entrada ij da matriz pro-
duto.

Resumimos no quadro seguinte os resultados que acabámos de referir.

64



Capı́tulo 1. Sistemas de Equações Lineares e Matrizes

Propriedades das matrizes triangulares

(a) A transposta de uma matriz triangular superior (resp. inferior) é triangular
inferior (resp. superior).

(b) O produto de matrizes triangulares superiores (resp. inferiores) é triangular
superior (resp. inferior).

(c) Uma matriz triangular é invertı́vel se e só se as entradas da diagonal prin-
cipal são todas diferentes de zero.

(d) A inversa de uma matriz triangular superior (resp. inferior) é uma matriz
triangular superior (resp. inferior).

1.5.1 Factorização LU
Uma factorização de uma matriz A é uma igualdade que exprime A como um
produto de uma ou mais matrizes. A factorização A = LU exprime a matriz
quadrada A como o produto de uma matriz triangular inferior L (do inglês “lower
triangular”) por uma matriz triangular superior U (do inglês “upper triangular”).
Quando as matrizes triangulares L e U gozam das propriedades adicionais que
especificaremos a seguir, dizemos que A = LU é uma factorização LU de A.

A factorização LU desempenha um papel fundamental na classificação de ma-
trizes simétricas (estudo efectuado no Capı́tulo 7) e está na base de algoritmos
vantajosos do ponto de vista computacional para a resolução de sistemas lineares.
Por exemplo, suponha-se que é dada uma factorização A = LU , com L e U in-
vertı́veis, e que pretendemos resolver um sistema linear Ax = b. A solução deste
sistema pode ser determinada da seguinte forma:

• O sistema Ax = b é reescrito na forma

LUx = b. (1.17)

• Defina-se o vector
y = Ux. (1.18)

• Usando (1.18), o sistema (1.17) é equivalente ao sistema triangular Ly = b.
Resolva-se este sistema para obter y.

• Substituindo y em (1.18) e resolvendo o sistema triangular correspondente,
obtém-se a solução do sistema inicial Ax = b.
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O processo acabado de descrever substitui o sistema Ax = b por dois sistemas
(Ly = b e Ux = y) cujas matrizes dos coeficientes são triangulares. Tal repre-
senta uma economia computacional considerável, em particular quando se pre-
tende resolver vários sistemas com a mesma matriz dos coeficientes A e termos
independentes distintos.

No exemplo seguinte ilustramos a aplicação deste método.

Exemplo 1.33. Consideremos a seguinte factorização LU de A

A =

[

4 1
2 1

]

=

[

1 0
1
2 1

] [

4 1
0 1

2

]

.

Podemos obter a solução do sistema
{

4x1 + x2 = 3
2x1 + x2 = 1,

resolvendo os sistemas

Ly = b⇐⇒
{

y1 = 3
1
2y1 + y2 = 1

e Ux = y ⇐⇒
{

4x1 + x2 = y1
1
2x2 = y2.

A solução do sistema Ly = b é y1 = 3 e y2 = −1
2 . Substituindo o vector y obtido

em Ux = y, a solução do sistema é x1 = 1 e x2 = −1. !

Apresentamos a seguir o que entendemos por uma factorização LU .

Factorização LU
Diz-se que a matriz A (invertı́vel) admite uma factorização LU se A = LU ,

em que

• L é uma matriz triangular inferior com todas as entradas da diagonal prin-
cipal iguais a 1.

• U é uma matriz triangular superior com todas as entradas da diagonal prin-
cipal diferentes de zero.

Vejamos como calcular uma factorização LU para uma matriz invertı́vel A no
caso em que é possı́vel aplicar o método de eliminação de Gauss sem troca de linhas.
Como A é quadrada, o método de eliminação de Gauss produz uma matriz em
escada U que é triangular superior e que possui na diagonal principal os pivôs.
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Como estamos supondo que não efectuamos troca de linhas, não podemos encon-
trar durante o processo nenhuma entrada nula na diagonal principal, caso contrário
seria necessário usar troca de linhas para obter U . Logo, U tem entradas na dia-
gonal principal diferentes de zero.

Operações elementares sobre as linhas de A traduzem-se na multiplicação su-
cessiva (à esquerda) por matrizes elementares. Assim, existe um número finito de
matrizes elementares E1, E2, . . . , Ek, tais que

Ek · · ·E2E1A = U.

Como não foram efectuadas troca de linhas, as matrizes E1, . . . , Ek são triangu-
lares inferiores com todas as entradas na diagonal principal iguais a 1. Logo, o
produto Ek · · ·E2E1 é uma matriz triangular inferior com 1’s na diagonal princi-
pal. Por outro lado, como matrizes elementares são invertı́veis, o seu produto é
invertı́vel, tendo-se portanto

Ek · · ·E2E1A = U ⇐⇒ A = (Ek · · ·E2E1)
−1 U. (1.19)

A matriz (Ek · · ·E2E1)
−1 é a inversa de uma matriz triangular inferior pelo que

também é triangular inferior. Podemos assim tomar para L a matriz

L = (Ek · · ·E2E1)
−1 = E−1

1 E−1
2 · · ·E−1

k .

A matriz L é igual a um produto de matrizes (elementares) triangulares inferiores
com 1’s na diagonal principal. Consequentemente, L tem todas as entradas na
diagonal principal iguais a 1. Ou seja, a equação (1.19) exprime A na forma LU .

Acabámos de mostrar o resultado que enunciamos a seguir.

Teorema 1.6. Se a aplicação do método de eliminação de Gauss, sem troca de
linhas, a uma matriz quadrada A produz uma matriz triangular superior U com
todas as entradas na diagonal principal não nulas, então A admite a factorização
A = LU , onde L é uma matriz triangular inferior com todas as entradas da
diagonal principal iguais a 1.

Nota 13. Para que uma matriz admita uma factorização LU é necessário que a
matriz seja invertı́vel, uma vez que L e U são invertı́veis. A condição de inver-
tibilidade da matriz não é contudo uma condição suficiente. No Exercı́cio 7.13
(pág. 398) indica-se uma matriz invertı́vel que não admite uma factorização LU .

Refira-se ainda que a Proposição 7.9 na página 398, fornece uma condição
necessária e suficiente para a existência de uma factorização LU .
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Exemplo 1.34. Verifiquemos que a matriz

A =





2 2 2
6 0 3
4 1 1





admite uma factorização LU e calculemos os respectivos factores L e U .

A =





2 2 2
6 0 3
4 1 1




L2−3L1−→





2 2 2
0 −6 −3
4 1 1



 " E1 =





1 0 0
−3 1 0
0 0 1









2 2 2
0 −6 −3
4 1 1




L3−2L1−→





2 2 2
0 −6 −3
0 −3 −3



 " E2 =





1 0 0
0 1 0
−2 0 1









2 2 2
0 −6 −3
0 −3 −3




L3−1/2L2−→





2 2 2
0 −6 −3
0 0 −3

2



 = U " E3 =





1 0 0
0 1 0
0 −1

2 1





.

Logo, E3E2E1A = U e L = (E3E2E1)−1. Efectuando o produtoL = E−1
1 E−1

2 E−1
3 ,

tem-se

L =





1 0 0
3 1 0
2 1

2 1



 e U =





2 2 2
0 −6 −3
0 0 −3

2



 .

!

A matriz L obtida no exemplo anterior é uma matriz triangular inferior cujas
entradas da diagonal principal são iguais a 1 e as entradas abaixo da diagonal
principal são os simétricos dos valores (ou multiplicadores) usados no método de
eliminação de Gauss para anular essa entrada. Esta propriedade da matriz L é
verificada para qualquer factorização LU . De facto, atendendo à forma particular
da matriz inversa de uma matriz elementar (que não seja de permutação), conclui-
se facilmente que o produto L = (Ek · · ·E2E1)−1 tem sempre a forma observada
no exemplo anterior. Resumindo,

Se A admite uma factorização LU a matriz L é uma matriz triangular in-
ferior com todas as entradas da diagonal principal iguais a 1, e cada entrada
abaixo da diagonal principal é igual ao simétrico do escalar usado no método de
eliminação de Gauss para anular essa entrada. Estes escalares designam-se por
multiplicadores.
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Deixamos como exercı́cio mostrar que se uma matriz é factorizável na forma
LU , a factorização é única.

Exercı́cio 1.3. Mostre que a factorização A = LU é única.
Sugestão: Supor que L1U1 e L2U2 são duas factorizações LU de A. Usar o

facto dos factores L e U serem matrizes triangulares invertı́veis para verificar que
L−1
2 L1 = I = U2U

−1
1 .

$

Para finalizar esta secção, refira-se que se A é invertı́vel é possı́vel que durante
o processo de eliminação de Gauss se encontre uma entrada nula na diagonal
principal que pode ser removida por troca de linhas. Mostra-se neste caso que
existe uma matriz P obtida da matriz identidade I efectuando uma sucessão de
trocas de linhas tal que PA = LU . O procedimento para obter a matriz (de
permutação) P sai do âmbito deste livro. Remetemos o leitor interessado nesta
questão, ou na eficiência computacional dos algoritmos aqui estudados para a
resolução de sistemas lineares, para um livro de álgebra linear numérica como por
exemplo [12].

1.6 Partição de matrizes em blocos
Muitas vezes é conveniente encarar uma matriz como uma matriz cujas entradas
são matrizes mais pequenas chamadas blocos. Matrizes em blocos aparecem em
várias áreas de aplicação da álgebra linear, sendo que a partição em blocos está
quase sempre relacionada com a estrutura do modelo em estudo, o qual é fre-
quentemente traduzido através de um sistema linear. Neste texto, em particular
nalgumas demonstrações, usamos operações com matrizes em blocos. Por isso,
nesta secção fazemos uma breve referência a estas operações. Comecemos por
dar um exemplo de uma partição em blocos de uma matriz do tipo 3× 6. Seja

A =





2 1 3 4 1 2
5 3 2 7 8 1
−1 3 −2 4 5 1



 . (1.20)

A matriz A pode ser vista como uma matriz em blocos do tipo 2× 3

A =

[

A11 A12 A13

A21 A22 A23

]

,
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onde os blocos são respectivamente as matrizes

A11 =

[

2 1 3
5 3 2

]

, A12 =

[

4 1
7 8

]

, A13 =

[

2
1

]

,

A21 =
[

−1 3 −2
]

, A22 =
[

4 5
]

, e A23 =
[

1
]

.

Todas as operações com matrizes em blocos são definidas como se as submatrizes
(blocos) fossem as entradas de uma matriz. Por exemplo, se A e B são do mesmo
tipo e estão particionadas por forma a que os blocos correspondentes sejam do
mesmo tipo, a soma A+B é ainda uma matriz em blocos cujos blocos são a soma
dos blocos de A com os blocos homólogos de B. A multiplicação de uma matriz
em blocos por um escalar pode também ser efectuada bloco a bloco.

Para obter o produto AB, onde A e B são matrizes em blocos, é necessário
que a partição de A por colunas coincida com a partição de B por linhas. Por
exemplo, a partição da matriz A em (1.20) foi realizada usando 3, 2 e 1 colunas.
Logo, o produto AB só está definido se a partição de B for realizada em 3, 2 e 1
linhas, como é o caso da matriz

B =











1 7
2 3
4 2
2 3
1 4
8 1











, isto é, B =





B1

B2

B3



 .

O produto AB é efectuado aplicando a fórmula utilizada para definir o produto de
matrizes usando nessa fórmula os blocos em vez das entradas. Mais precisamente,
para a matriz A dada em (1.20), tem-se

AB =

[

A11 A12 A13

A21 A22 A23

]




B1

B2

B3



 =

[

A11B1 + A12B2 + A13B3

A21B1 + A22B2 + A23B3

]

,
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com

A11B1 + A12B2 + A13B3 =

[

2 1 3
5 3 2

]




1 7
2 3
4 2



+

[

4 1
7 8

] [

2 3
1 4

]

+

[

2
1

]
[

8 1
]

=

[

16 23
19 48

]

+

[

9 16
22 53

]

+

[

16 2
8 1

]

=

[

41 41
49 102

]

,

A21B1 + A22B2 + A23B3 =
[

−1 3 −2
]





1 7
2 3
4 2



+
[

4 5
]
[

2 3
1 4

]

+
[

1
] [

8 1
]

=
[

−3 −2
]

+
[

13 32
]

+
[

8 1
]

=
[

18 31
]

.

Assim, a matriz em blocos AB é

AB =





41 41
49 102
18 31



 .

Sugere-se que verifique que a matriz obtida coincide com a matriz produto AB
que se obtém aplicando a fórmula (1.10) na página 41.

Uma matriz quadrada em blocos, da forma

A =








A11 A12 · · · A1r

0 A22 · · · A2n
... ... . . . ...
0 0 · · · Akr







,

onde os blocos Aii são matrizes quadradas e 0 denota matrizes nulas, diz-se uma
matriz triangular superior por blocos. De modo análogo se define matriz trian-
gular inferior por blocos como uma matriz em que os blocos acima da diagonal
são nulos. Uma matriz quadrada A diz-se uma matriz diagonal por blocos se os
únicos blocos não nulos são os blocos (necessariamente quadrados) na diagonal.

Uma matriz triangular por blocos não é necessariamente uma matriz triangu-
lar, como se pode observar pelos exemplos que se seguem.

Exemplo 1.35. Exemplos de matrizes triangulares por blocos.
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a)





2 1 0
3 2 0
0 0 1



 é uma matriz diagonal por blocos.

b) B =









2 1 5 0 2
3 2 3 0 3
0 0 1 2 0
0 0 0 1 1
0 0 2 0 1









é uma matriz triangular superior por
blocos.

c) C =





2 1 0 0
3 1 0 0
1 2 1 2





não é uma matriz triangular por blocos
uma vez que o bloco C22 não é uma
matriz quadrada (a matriz C também
não é quadrada).

!

Consideremos agora a matriz triangular por blocos A =

[

A11 A12

0 A22

]

, em que

as submatrizes A11 e A22 são quadradas respectivamente p× p e q × q. Pretende-
se saber em que condições esta matriz é invertı́vel, e nesse caso, calcular a sua
inversa.

Usando a definição de inversa, a matriz A−1 pode ser vista como uma matriz
em blocos B tal que AB = I . Isto é,

AB =

[

A11 A12

0 A22

] [

B11 B12

B21 B22

]

=

[

Ip 0
0 Iq

]

,

onde Ip e Iq são as matrizes identidade de ordens p e q respectivamente. Efectu-
ando este produto, obtém-se

A11B11 + A12B21 = Ip
A11B12 + A12B22 = 0

A22B21 = 0
A22B22 = Iq.

(1.21)

A (última) igualdade A22B22 = Iq é válida se e só se A22 for invertı́vel (Propo-
sição 1.11, pág. 60). Logo, B22 = A−1

22 . Multiplicando, à esquerda, a penúltima
equação por A−1

22 obtém-se a matriz nula B21 = 0. Substituindo B21 = 0 na
primeira equação vem A11B11 = Ip. Esta equação é satisfeita se e só se A11 for
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invertı́vel. Assim, se as matrizes A11 e A22 admitem inversa, a segunda equação
de (1.21) é equivalente a

A11B12 = −A12B22 = −A12A
−1
22 ⇐⇒ B12 = −A−1

11 A12A
−1
22 .

Por conseguinte, A é invertı́vel se e só se as matrizes A11 e A22 são invertı́veis,
e a inversa de A é

A−1 =





A−1
11 −A−1

11 A12A
−1
22

0 A−1
22



 . (1.22)

Não é difı́cil verificar que a prova realizada para uma matriz triangular com apenas
2 blocos na diagonal se generaliza a qualquer matriz triangular por blocos com um
número superior de blocos. Concluindo,

Uma matriz triangular por blocos é invertı́vel se e só se os blocos na diagonal
(principal) são matrizes invertı́veis.

Exercı́cio 1.4. Calcular a inversa da matriz B do Exemplo 1.35 usando a ex-
pressão (1.22). Confirmar o resultado aplicando o método de eliminação de Gauss-
Jordan a B.

!
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Exercı́cios
1.Quais das seguintes equações são linea-

res em x, y e z?

a) x+ 5y −
√
2z = 1.

b) x+ 5y −
√
2z = 1.

c) x = −2y + π.
d) x+ 5y + cos z = 0.
e) x−2 + y − 3z = −3.

2.Determine a equação da parábola, y =
ax2+bx+c, que passa pelos pontos (1, 3), (2, 4)
e (−1,−1).
3.Use os resultados do problema anterior

para determinar o polinómio p, de grau me-
nor ou igual a dois, que toma os valores in-
dicados na tabela seguinte.

x 1 2 -1
p(x) 3 4 -1

4.Diga para que valores de α e de β o sis-
tema seguinte é possı́vel.

{

−2x + 10y = α
8x − 40y = β.

5.Considere as rectas x − y = 10 e x +
2y = 4. Diga se são verdadeiras ou falsas
as afirmações seguintes.

a) O ponto (100, 90) é ponto de intersecção
das rectas.

b) O ponto (100, 90) pertence a uma das
rectas e não é ponto de intersecção
das duas rectas.

c) As rectas são paralelas.

6. Sendo i a unidade imaginária (isto é, i2 =
−1), diga se (z1, z2) = (2− 3i, 1 − i) é ou
não solução do sistema
{

z1 − z2 = 1− 2i
(1 + i)z2 = 2.

7.Considere uma função definida por f(x) =

Ax, que aplica o vector u =

[

2
1

]

no vector
[

3
2

]

e o vector v =

[

1
1

]

no vector
[

5
6

]

.

a) Sem determinar a matriz A calcule

f(u− 2v).

b) Determine a matriz A e use-a para

calcular f
([

3
2

])

e f

([

1
0

])

.

8.Considere as seguintes matrizes aumen-
tadas (em escada por linhas). Resolva os
respectivos sistemas de equações lineares.

a)





1 −3 4 7
0 1 2 2
0 0 1 5



 b)





1 0 8 −5 6
0 1 4 −9 3
0 0 1 1 2





9.Quais das seguintes matrizes 3 × 3 são
matrizes em escada por linhas? Indique as
respectivas caracterı́sticas.

a)





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 b)





1 0 0
0 1 0
0 0 0





c)





0 1 0
0 0 1
0 0 0



 d)





1 0 0
0 0 1
0 0 0





e)





0 1 0
1 0 0
0 0 0



 f)





1 1 0
0 1 0
0 0 0





g)





1 0 0
0 0 0
0 0 1



 h)





0 2 0
0 1 0
0 0 0





i)





2 1 0
0 −1 0
0 1 1



 j)





2 1 0
0 −1 2
0 0 0



 .

10.Determine a caracterı́stica de cada uma
das matrizes seguintes (i denota a unidade
imaginária

√
−1):
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a)





1 1 3
1 1 4
1 1 5



.

b)
[

−1 1 + 2i
−3 + i 5 + 5i

]

.

11.Considere as matrizes reais A e b:

A =

[

1 −1 1
4 −4 α2

]

b =

[

0
α+ 2

]

.

a) Determine a caracterı́stica da matriz
A e da matriz aumentada [A |b] em
função do parâmetro α ∈ R.

b) Use os resultados da alı́nea anterior
para determinar a natureza (em função
de α) os sistemas Ax = b, indicando
em cada caso a solução geral.

12.Construa uma matriz aumentada para
um sistema de equações lineares cuja solução
geral seja:

a) {(3, 1, 5)}.
b) {(3, t, 5) : t ∈ R}.
c) {(2y + z, y, z) : y, z ∈ R}.
d) {(x, 2x, 4x) : x ∈ R}.

13.Resolva cada um dos sistemas de equações
lineares, utilizando o método de eliminação
de Gauss.

a)







x + y + 2z = 8
−x − 2y + 3z = 1
3x − 7y + 4z = 10.

b)







x −y +2z −w = −1
2x +y −2z −2w = −2
−x +2y −4z +w = 1.

14. Faça a discussão de cada um dos se-
guintes sistemas de equações lineares nas
variáveis x, y, z em função dos respectivos
parâmetros, e determine a solução geral em
cada caso.

a)







2x − y = −3
az = 0

x − 5y − 5z = b.

b)







αx + βz = 2
αx + αy + 4z = 4

αy + 2z = β

c)







− 2z = 0
cy + 4z = d

4x + 5y − 2z = −2.

d)







x + y + z = 4
z = 2

(a2 − 4)z = a− 2.

15.Escreva a matriz A = [aij ]i,j=1,...,4 de-
finida por:

a) aij =









1 se i = j

−1 se i = j + 1

0 caso contrário.
b) aij = i2.

c) aij =

{

−aji para todo i, j

j para j > i.
16.Complete a igualdade:




10 200 0.5
3 1 1
1 2 1









20
−1
%



 =





1
%

%



 .

17. Seja B uma matriz 3× 3 cuja 3a coluna

é b =





a
2
c



 e A =





5 2 3
1 0 1
3 2 −1



. Complete

as afirmações:
a) A 3a coluna de AB é ................................
b) Ab é uma combinação linear das co-

lunas de A com coeficientes........................

18.Considere os vectores:

u1 =





1
0
2



 , u2 =





2
−1
1



 ,
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u3 =





0
1
1



 , b =





1
1
2



 .

a) Verifique se b é ou não combinação
linear de u1,u2 e u3, e em caso afir-
mativo indique os coeficientes da com-
binação linear.

b) Seja A a matriz cujas colunas são os
vectores u1,u2 e b, por esta ordem.
Usando a alı́nea anterior indique um

vector w =





α
β
−1



 e um número real

γ, tal que Aw = γu3.

19.Complete a igualdade
[

−10 1
% %

] [

%

%

]

=

[

%

3

]

,

por forma a que resolver esta equação seja
equivalente à resolução do problema:

• Determinar a equação da recta, y =
mx+b, que passa pelos pontos (−10, 1)
e (2, 3).

Indique ainda a solução do problema.

20.Considere os vectores u =

[

2
−1

]

e v =
[

−1
1

]

. No gráfico 1.13 represente os vecto-

res: u, v, u+ 2v, 2u+ v e u− 2v.
21.Calcule, se possı́vel, os produtos AB e
BA.

a) A =

[

1 4
√
2

−2 1
√
3

]

e

B =





1 2 π√
3 −1 2
0 1 −1





1

1

2

2

3

3 4

−1

−1

−2

−2−3−4

Figura 1.13: Gráfico do problema 20.

b) A =
[

1 + i −i
]

e B =

[

1− i
2− 3i

]

onde i designa a unidade imaginária
(i2 = −1).

22. Para cada par de matrizes A e B abaixo
indicadas determinar, caso estejam defini-
das, as matrizes A + 2B, A − B, A2, B2,
AB e BA.

a) A =

[

1 0 1
2 −1 0

]

, B =





3 1
4 1
1 0



 .

b) A =

[

1 0 1
2 −1 0

]

, B =

[

3 4 1
1 1 0

]

.

c) A = [2] e B =





3
4
1



 .

d) A =

[

1 1
1 1

]

, B =

[

0 1
0 0

]

.

e) A =
[

1 1 1 1
]

, B =







0
1
0
0






.

23.Diga se são verdadeiras ou falsas as afir-
mações:

a) Para u = (1, 2) e v = (−5,−10),
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Span{u,v} é a recta definida por y =
2x.

b) Parau = (1, 2) e v = (3,−6), Span{u,v}
é a recta definida por y = 2x.

c) Sendo u = (1, 0, 1), v = (2, 1, 1) e
w = (1, 1, 0), então Span{u,v,w}
é um plano.

d) Sendo u = (1, 0, 1), v = (2, 1, 1) e
w = (1, 1, 0), então Span{u,v,w} =
Span{u,v}.

24. Para u1 = (1, 1, 1), u2 = (1,−1, 0),
u3 = (0, 0,−1) e u4 = (2, 0, 1), diga quais
das afirmações seguintes são verdadeiras.

a) u3 é uma combinação linear de u1 e
u2.

b) u4 é uma combinação linear de u1,
u2 e u3.

c) Span{u1,u2,u3,u4} =
= Span{u1,u2,u3} = R3.

d) Span{u1,u2} = Span{u1,u2,u4}.

25.Obtenha uma fórmula para An, onde A
é a matriz:

a)

[

1 0
0 1

]

b)

[

0 −1
1 0

]

c)

[

i 0
0 −i

]

d)

[

cosα − senα
senα cosα

]

26. Para A =

[

1 2 0
3 2 1

]

e B =





1 1
1 −1
0 1



,

calcule: AB, (AB)T , BTAT e ATBT .
27.Determine a matriz simétrica A que sa-
tisfaz as expressões indicadas, onde

x =

[

x
y

]

.

a) xTAx = x2 − 4xy + 3y2.

b) xTAx = 5x2 + 5xy + 4y2.

28. Para cada uma das matrizes A = [aij ]i,j=1,2

diga se são simétricas ou anti-simétricas.

a) aij =

{

2− i− j se i < j

i− j se i ≥ j
.

b) aij =

{

j se i ≥ j

−i se i < j
.

29. Indique o valor lógico das afirmações
seguintes.

a) Uma matriz rectangular pode ser uma
matriz simétrica.

b) Se uma matriz quadrada tem as en-
tradas da diagonal principal todas nu-
las, então é anti-simétrica.

c) A matriz AAT é simétrica somente
se A é uma matriz quadrada.

d) Se A e B são matrizes simétricas da
mesma ordem, então AB é uma ma-
triz simétrica.

e) Qualquer matriz diagonal é uma ma-
triz simétrica e anti-simétrica.

30. Sempre que possı́vel, dê exemplos de
matrizes quadradas A e B que verifiquem
as condições abaixo indicadas. Caso não
seja possı́vel, justifique porquê.

a) AB = BA &= 0.
b) AB &= BA.
c) AB = 0 e BA &= 0.
d) (A+B)2 = A2 +B2 + 2AB.
e) AB = 0 e A &= 0 e B &= 0.

31.A matriz A =

(

0 1
1 0

)

é uma matriz

elementar. Sendo B uma matriz 2 × 2, a
matriz BA obtém-se de B:

a) trocando a 1a linha com a 2a linha .
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b) trocando a 1a coluna com a 2a coluna
.

c) substituindo a 2a linha de B pela soma
da 2o linha com a 1a multiplicada por
2.

d) substituindo a 2a coluna de B pela
soma da 2a coluna com a 1a multipli-
cada por 2.

32.Mostre que a matriz

A =









0 a 0 0 0
b 0 c 0 0
0 d 0 e 0
0 0 f 0 g
0 0 0 h 0









não é invertı́vel para quaisquer entradas a, b, c,
d, e, f, g, h reais.
33.Considere a matriz:

A =





1 0 0
−5 0 1
0 −2 0



 .

a) Determine matrizes elementares Ei

tais que Ek · · ·E1A = I .
b) Escreva A−1 como um produto de k

matrizes elementares.
c) Escreva A como um produto de k ma-

trizes elementares.

34.Calcule, sempre que existir, a matriz in-
versa de cada uma das matrizes:

a)







k1 0 0 0
0 k2 0 0
0 0 k3 0
0 0 0 k4






.

b)







0 0 0 k1
0 0 k2 0
0 k3 0 0
k4 0 0 0






.

em que k1, k2, k3 e k4 são reais.
35.Utilizando o método de Gauss-Jordan,

calcule, sempre que existir, a matriz inversa
de cada uma das seguintes matrizes.

a)





3 4 −1
1 0 3
2 5 −4



 b)





−1 3 −4
2 4 0
−4 2 −9





c)





1 0 1
0 1 1
1 1 0



 d)





2 6 6
2 7 6
2 7 7





e)







1 0 0 0
1 3 0 0
1 3 5 0
1 3 5 7






.

36. Sendo A e B matrizes invertı́veis, diga
quais das matrizes seguintes são invertı́veis.
Se essa matriz for sempre invertı́vel indique
uma expressão para a inversa, caso contrário
dê um exemplo de matrizes A e B tais que
a matriz resultante não é ı́nvertı́vel.

a)AB b)A+B c)A−1B

37. Sejam A e B matrizes quadradas tais
que AB = I . Calcule a matriz BA2 −A.
38.Considere o sistema não homogéneo Ax =
b, onde A é n×n. Diga quais das afirmações
seguintes são verdadeiras.

a) Se b é uma combinação linear das
colunas de A, o sistema é possı́vel.

b) Se o sistema é possı́vel, a caracterı́stica
de A é n.

c) Se A é invertı́vel, o sistema pode ser
indeterminado.

d) Se A é invertı́vel, a caracterı́stica de
A é menor do que n.
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39.Considere o sistema homogéneo Ax =
0, onde A é n×p. Diga quais das afirmações
seguintes são verdadeiras.

a) A caracterı́stica de A e a caracterı́stica
da matriz aumentada do sistema po-
dem ser diferentes.

b) Se n = p, então o sistema nunca é
indeterminado.

c) A solução nula é a única solução do
sistema, quando n = p.

d) Se n > p, então a caracterı́stica de A
é maior do que p.

e) Se n > p e a caracterı́stica de A é
igual a p, então o sistema é indeter-
minado.

40. Para A uma matriz quadrada e b um
vector não nulo, diga qual das afirmações
seguintes é verdadeira.

a) Se x é solução do sistema Au = 0 e
y solução do sistema Au = b, então
(x− y) é solução de Au = b.

b) Se x é solução do sistema Au = 0 e
y solução do sistema Au = b, então
(x− y) é solução de Au = −b.

c) Se x é uma solução de Au = 0, então
necessariamente x = 0.

d) Se A não é invertı́vel, então x = 0 é
a única solução de Au = 0.

41. Sendo A−1 =





1 0 3
4 5 0
0 1 0



 a matriz

inversa de A, a solução do sistema Ax =




1
0
1



 é:

a) (3, 4, 0). b) (4, 4, 0).
c) (4, 9, 1). d) (2, 9, 1).

42.Determine, se posssı́vel, a factorização
LU das matrizes:

a) A =





2 1 2
1 4 1
0 3 1





b) A =





3 1 1
1 −1 0
1 2 0



.

43. Indique o valor lógico das afirmações
seguintes:

a) Uma matriz admite uma factorização
LU se e só se é invertı́vel.

b) Se A admite uma factorização LU , o
sistema Ax = b pode ser indetermi-
nado.

c) Se é satisfeita a igualdade
[

1 0
−1 1

] [

0 1
1 0

]

A =

[

2 1
0 −1

]

,

a matriz A admite necessariamente
uma factorização LU .

d) Se é satisfeita a igualdade
[

1 0
−1 1

]

A =

[

2 1
0 −1

]

,

a matriz A não admite uma factorização
LU .

44.Admitindo as hipóteses necessárias so-
bre os tamanhos das matrizes por forma a
que as igualdades seguintes se verifiquem,
determine as matrizes X,Y e Z em termos
de A,B e C . (A matriz I designa a identi-
dade).

a)
[

A B
C 0

] [

I 0
X Y

]

=

[

0 I
Z 0

]

.

b)
[

X 0 0
Y 0 I

]




A Z
0 0
B I



 =

[

I 0
0 I

]

.
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45. Seja A =

[

B 0
C D

]

uma matriz trian-

gular inferior por blocos. Supondo que A é
invertı́vel e que B e D são matrizes quadra-
das, respectivamente p×p e q×q, determine
A−1.

46.Use o exercı́cio anterior para calcular a
inversa da matriz

A =









1 3 0 0 0
2 5 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 4 2
0 2 0 2 5









.
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Determinantes

O determinante é um número que se associa a uma matriz quadrada. Neste
capı́tulo começa-se por definir determinante, deduzindo-se a seguir algumas das
suas propriedades. Duas dessas propriedades merecem especial destaque. A pri-
meira estabelece uma relação entre o determinante de uma matriz A e o deter-
minante da matriz que resulta de A após aplicação do método de eliminação de
Gauss. A outra propriedade diz-nos que é possı́vel utilizar o determinante de uma
matriz como teste de invertibilidade (uma matriz é invertı́vel se e só se o seu de-
terminante é diferente de zero).

Na Secção 2.3 é apresentado o chamado desenvolvimento de Laplace para o
cálculo do determinante de uma matriz. Com base no desenvolvimento de La-
place deduz-se uma fórmula para o cálculo da inversa de uma matriz envolvendo
determinantes, bem como a regra de Cramer para resolver sistemas possı́veis e
determinados.

A interpretação geométrica do conceito de determinante é diferida para o
Capı́tulo 5, onde veremos que o módulo do determinante de uma matriz 2 × 2
(resp. 3× 3) corresponde à área de um paralelogramo (resp. volume de um para-
lelipı́pedo) definido pelos vectores coluna da matriz.

2.1 Definição de determinante

Comecemos por apresentar alguns resultados preliminares sobre permutações, ne-
cessários para a compreensão da definição de determinante. O leitor interessado
em aprofundar a teoria das permutações poderá consultar Cohn [4].
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Uma permutação do conjuntoX é uma função bijectiva1 σ de X em si próprio.
Uma permutação σ do conjunto {1, 2, . . . , n} pode ser representada por uma ma-
triz com duas linhas, em que na primeira linha aparecem os números 1, 2, . . . , n e
na segunda linha as imagens σ(1), σ(2), . . . , σ(n). Isto é,

σ =

(

1 2 · · · n
σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)

.

Uma outra representação da permutação σ é considerando o n-uplo:

σ = (σ(1), σ(2), . . . , σ(n)) = (σ1, σ2, . . . , σn).

Passamos a adoptar esta notação para σ. Saliente-se que dada a bijectividade de
σ, os números 1, 2, . . . , n ocorrem sem repetições em σ = (σ1, σ2, . . . , σn).

Exemplo 2.1. a) É óbvio que só existem 2 permutações de {1, 2}, nomeada-
mente (1, 2) e (2, 1). Logo, o conjunto Π de todas as permutações de {1, 2} é

Π = {(1, 2), (2, 1)} .

b) Para determinar o conjunto das permutações de {1, 2, 3}, considere-se o es-
quema seguinte correspondente às possı́veis escolhas de 1, 2 e 3 para a primeira,
segunda e terceira posições de uma permutação de {1, 2, 3}.

1 2 3

2 3 1 3 1 2

3 2 3 1 2 1

(1, 2, 3) (1, 3, 2) (2, 1, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2) (3, 2, 1)

É claro que não existem outras permutações de {1, 2, 3} para além das indicadas.
O conjunto de todas as permutações de {1, 2, 3} é

Π = {(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1)} .

!

1A função σ : X → X é bijectiva se aplica elementos distintos de X em elementos distintos,
e todo o elemento de X é imagem por σ de algum elemento de X (se necessitar, consulte o
Capı́tulo 6).
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O cardinal do conjunto de todas as permutações de {1, 2, . . . , n} é facilmente
calculado, uma vez que temos n escolhas possı́veis para a primeira componente
do n-uplo, pelo que a seguir apenas dispomos de (n− 1) escolhas para a segunda
componente, (n− 2) para a terceira , etc. Por conseguinte, o cardinal do conjunto
Π de todas as permutações de {1, 2, . . . , n} é n! (n factorial):

n(n− 1)(n− 2) · · ·2 · 1 = n!.

Dada uma permutação (j1, j2, . . . , jn) de {1, 2, . . . , n} dizemos que ocorreu
uma inversão sempre que um inteiro na permutação é seguido de um inteiro me-
nor. A permutação (1, 2, . . . , n) tem zero inversões e é designada por permutação
identidade.

Definimos o número total de inversões em (j1, j2, . . . , jn) como sendo a soma
dos números obtidos da seguinte forma: determinar o número de inteiros menores
que j1 que lhe sucedem na permutação; determinar o número de inteiros menores
que j2 que lhe sucedem na permutação; continuar esta contagem para j3, . . . , jn−1.
Exemplo 2.2. Determinar o número total de inversões das permutações seguintes.

(a) (3, 4, 1, 2, 6, 5, 7) (b) (1, 3, 2, 4) (c) (1, 4, 3, 9, 8, 2, 5, 7, 6).

(a) O número total de inversões é: 2 + 2 + 0 + 0 + 1 + 0 = 5.
(b) O número total de inversões é: 0 + 1 + 0 = 1.
(c) O número total de inversões é: 0 + 2 + 1 + 5 + 4 + 0 + 0 + 1 = 13.

!

A composição de permutações de {1, 2, . . . , n}, bem como a inversa de uma
permutação, são ainda permutações de {1, 2, . . . , n}. É habitual designar-se a
composição de permutações por produto de permutações. Por exemplo se σ =
(2, 4, 1, 3) e π = (1, 4, 3, 2) são permutações de {1, 2, 3, 4}, a composição σπ e a
inversa σ−1 de σ são, respectivamente, σπ = (2, 3, 1, 4) e σ−1 = (3, 1, 4, 2).

Chama-se transposição a uma permutação que se obtém trocando a posição de
dois números na permutação identidade (1, 2, . . . , n), deixando os restantes fixos.
Por exemplo, a permutação (3, 2, 1, 4) é uma transposição. Note-se que o número
total de inversões de uma transposição é um número ı́mpar.

Mostra-se que qualquer permutação σ = (j1, j2, . . . , jn) é igual ao produto
de um número finito de transposições. Embora este número de transposições não
seja único, a sua paridade é única (ver [4]). Assim, uma permutação σ diz-se
par (resp. ı́mpar) se for possı́vel escrever σ como um produto de um número par
(resp. ı́mpar) de transposições. Uma permutação par diz-se que tem sinal +1 e
uma permutação ı́mpar que tem sinal −1. Podemos desde já enunciar que
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Toda a permutação muda de sinal quando se trocam entre si duas quaisquer
das suas componentes.

O número total de inversões de uma permutação σ corresponde a um possı́vel
número de transposições sucessivas que permitem obter σ a partir da permutação
identidade. Por conseguinte, adoptamos a seguinte definição de paridade.

Definição 2.1. Uma permutação diz-se par se o respectivo número total de in-
versões é um número par, e ı́mpar se esse número é ı́mpar.

O sinal de uma permutação é +1 se a permutação é par e −1 se é ı́mpar.
Designamos por sign σ o sinal da permutação σ.

Definição de determinante.

Comecemos por definir o conceito de produto elementar de entradas de uma
matriz quadrada. Um produto elementar de entradas de uma matriz A do tipo
n × n, é um produto de n entradas da matriz no qual não existem dois factores
provenientes da mesma linha ou da mesma coluna da matriz.

Um produto elementar da matriz A = [aij ]i,j=1,...,n pode escrever-se na forma:

a1j1a2j2 · · · anjn, (2.1)

onde (j1, j2, . . . , jn) é uma permutação de {1, 2, . . . , n}. O facto de (j1, j2, . . . , jn)
ser uma permutação corresponde precisamente ao facto dos factores no produto
(2.1) pertencerem a colunas distintas. De igual modo, podemos escrever um pro-
duto elementar de entradas de A na forma

ai11ai22 · · · ainn, (2.2)

onde (i1, i2, . . . , in) é uma permutação de {1, 2, . . . , n}.

Exemplo 2.3. Determinar todos os produtos elementares das matrizes

(a)

[

a11 a12
a21 a22

]

(b)





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 .

Para a matriz da alı́nea (a) só existem dois produtos elementares, nomeadamente
a11a22 e a12a21. Estes dois produtos elementares são da forma indicada em (2.1),
já que usando o conjunto das permutações de {1, 2}, determinado no Exemplo 2.1-
(a), temos
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Permutação Produto elementar de A
(1, 2) a11a22
(2, 1) a12a21

Para a matriz da alı́nea (b) o número de produtos elementares é igual ao
número de permutações de {1, 2, 3}. Assim, usando a expressão (2.1) e o con-
junto Π de todas as permutações de {1, 2, 3}, determinado no Exemplo 2.1-(b),
tem-se

Π Produto elementar de A
(1, 2, 3) a11a22a33
(1, 3, 2) a11a23a32
(2, 1, 3) a12a21a33
(2, 3, 1) a12a23a31
(3, 1, 2) a13a21a32
(3, 2, 1) a13a22a31

!

Definimos sinal de um produto elementar como sendo o sinal da permutação
que lhe está associada. Ou seja, o sinal do produto elementar a1j1a2j2 · · ·anjn é o
sinal de (j1, j2, . . . , jn), enquanto que o sinal de ai11ai22 · · · ainn é o de (i1, i2, . . . , in).

Definição 2.2. O determinante de uma matriz A do tipo n×n, é igual à soma de
todos os seus produtos elementares multiplicados pelo sinal respectivo. Ou seja,
para A = [aij ] o determinante de A é

det(A) =
∑

σ ∈ Π
σ = (j1, j2, . . . , jn)

sign(σ) a1j1a2j2 · · ·anjn , (2.3)

onde Π designa o conjunto das permutações de {1, 2, . . . , n}.
O determinante de uma matriz A é designado por det(A) ou por |A|.

Os cálculos efectuados nos exemplos anteriores permitem obter o determi-
nante de uma matriz 2× 2 e 3× 3.

Usando a definição de determinante, para a matriz A = [aij ]i,j=1,2 temos

Π Paridade Produto elementar
com sinal

(1, 2) par a11a22
(2, 1) ı́mpar −a12a21
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Logo,

det(A) =

∣
∣
∣
∣

a11 a12
a21 a22

∣
∣
∣
∣
= a11a22 − a12a21. (2.4)

Da mesma forma, para a matriz A = [aij ]i,j=1,2,3 tem-se

Π Paridade Produto elementar
com sinal

(1, 2, 3) par a11a22a33
(1, 3, 2) ı́mpar −a11a23a32
(2, 1, 3) ı́mpar −a12a21a33
(2, 3, 1) par a12a23a31
(3, 1, 2) par a13a21a32
(3, 2, 1) ı́mpar −a13a22a31

Assim,

det(A) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

− a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

(2.5)

Podemos usar uma mnemónica2 para a expressão do determinante de uma
matriz 3 × 3: os produtos elementares positivos são os produtos das entradas da
diagonal principal e das entradas situadas nos vértices de dois triângulos com um
lado paralelo à diagonal principal (a vermelho na Figura 2.1), enquanto que os de
sinal negativo são os produtos das entradas da diagonal oposta à diagonal principal
e das entradas situadas nos vértices de dois triângulos com um lado paralelo a essa
diagonal (a azul na Figura 2.1).

Note-se que, quando σ = (p1, p2, . . . , pn) varia no conjunto Π de todas as
permutações de {1, 2, . . . , n}, o conjunto de todos os produtos elementares da
forma sign(σ) a1p1a2p2 · · · anpn é igual ao conjunto de todos os produtos da forma
sign(σ)ap11ap22 · · · apnn. Por conseguinte, o determinante da matrizA = [aij ]i,j=1,...,n

pode ser igualmente escrito na forma

det(A) =
∑

σ ∈ Π
σ = (i1, i2, . . . , in)

sign(σ) ai11ai22 · · · ainn. (2.6)

2Esta mnemónica é conhecida pela designação de regra de Sarrus (Pierre Frédéric Sarrus, 1798-
1861, matemático francês).
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a13a12a11

a23a22a21

a33a32a31

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

Figura 2.1: Para uma matriz 3× 3: a vermelho os produtos elementares com sinal
positivo e a azul os produtos elementares com sinal negativo.

Exercı́cio 2.1. Repita o cálculo do determinante de uma matriz A do tipo 3 × 3,
usando agora a representação (2.2) para os produto elementares. Verifique ainda
que quando σ varia no conjunto das permutações de {1, 2, 3} os produtos elemen-
tares com sinal que obtém é igual ao conjunto anteriormente obtido.

2.2 Propriedades do determinante

A partir da definição de determinante vamos deduzir algumas propriedades. Como
o determinante de uma matriz n × n é a soma de todos os produtos elementares
com o respectivo sinal, e um produto elementar é um produto de n entradas da
matriz extraı́das de linhas e colunas distintas, podemos concluir:

• Se uma matriz tem uma linha de zeros o seu determinante é igual a zero,
já que os produtos elementares são todos nulos. De facto, cada produto
elementar tem um factor pertencente à linha nula.

• Como os factores de um produto elementar correspondem a uma escolha
de n entradas da matriz de tal forma que não haja duas da mesma linha
nem da mesma coluna, numa matriz triangular apenas um dos produtos ele-
mentares poderá ser não nulo. Este é o produto das entradas da diagonal
principal. Logo, o determinante de uma matriz triangular é igual ao produto
das entradas da diagonal principal.

• Se a matriz B é obtida da matriz A multiplicando uma linha de A por uma
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constante k, por exemplo a linha i, então

detB =
∑

σ ∈ Π
σ = (j1, j2, . . . , jn)

sign(σ) a1j1a2j2 · · · (kaiji) · · ·anjn

= k
∑

σ ∈ Π
σ = (j1, j2, . . . , jn)

sign(σ) a1j1a2j2 · · · aiji · · · anjn = k detA.

Se A é uma matriz de ordem n, então det(kA) = kn det(A).

• Como uma permutação muda de sinal se trocarmos a posição de duas das
suas componentes, o determinante de uma matriz muda de sinal se trocar-
mos duas colunas da matriz. De facto, se a matriz B é obtida de A por troca
da coluna p com a coluna r tem-se

detB =
∑

σ ∈ Π
σ = (j1, . . . , jn)

sign(σ) a1j1 · · ·apjp · · ·arjr · · · anjn

=
∑

σ ∈ Π
σ = (j1, . . . , jn)

− sign(σ) a1j1 · · · arjr · · · apjp · · · anjn = − detA.

• Uma matriz A e a sua transposta, AT , possuem os mesmos produtos ele-
mentares. Além disso, se AT = [a′ij ] e A = [aij] tem-se a′1j1a

′
2j2 · · · a

′
njn =

aj11aj22 · · · ajnn. Por conseguinte, os sinais dos produtos elementares de
AT são iguais aos sinais dos produtos elementares de A. Assim, usando as
expressões (2.3) e (2.6), tem-se det(A) = det(AT ).

Uma vez que det(A) = det(AT ), todas as propriedades válidas para as linhas
de uma matriz são igualmente válidas substituindo a palavra linha por coluna.
Resumimos no quadro que se segue as propriedades do determinante já deduzidas.
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Propriedades do determinante

Seja A uma matriz n× n.

P1. det(A) = det(AT ).

P2. Se uma matriz tem uma linha (ou coluna) nula, então o seu determinante é
igual a zero.

P3. O determinante de uma matriz triangular é igual ao produto das entradas
da diagonal principal. Em particular, o determinante da matriz identidade
é igual a 1.

P4. Trocando duas linhas (ou colunas) de uma matriz, muda o sinal do deter-
minante.

P5. Se uma linha (ou coluna) de uma matriz for multiplicada por uma cons-
tante k, o determinante vem multiplicado por k. Em particular,

det(kA) = kn det(A). (2.7)

Exercı́cio 2.2. Mostrar que det(−I2) = 1 e det(−I3) = −1, onde I2 e I3 são
respectivamente as matrizes identidade de ordem 2 e 3. $

As propriedades P4 e P5 dizem respeito ao comportamento do determinante de
uma matriz relativamente a duas das três operações elementares sobre as linhas
da matriz. Vamos deduzir novas propriedades com o objectivo de determinar o
comportamento do determinante relativamente à operação elementar em falta.
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P6. Se uma matriz tem duas linhas (ou colunas) iguais, então o seu determi-
nante é igual a zero.

P7. Se A,B e C são matrizes n×n que diferem apenas na linha (resp. coluna)
número i, e a linha (resp. coluna) i de C é igual à soma da linha (resp.
coluna) i de A com a linha (resp. coluna) i de B, então det(C) = det(A)+
det(B). Isto é,
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 · · · ann
... · · · ...

ai1 + a′i1 · · · ain + a′in
... · · ·

...
an1 · · · ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 · · · ann
... · · · ...
ai1 · · · ain
... · · ·

...
an1 · · · ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 · · · ann
... · · · ...
a′i1 · · · a′in
... · · ·

...
an1 · · · ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

P8. Se B é uma matriz obtida de A substituindo uma linha (resp. coluna)
de A pela sua soma com outra linha (resp. coluna) multiplicada por uma
constante, então det(B) = det(A).

Demonstração. P6: Suponha-se que a matriz A tem a linha i igual à linha r. Se
trocarmos a linha i de A com a linha r obtemos de novo a matriz A. Assim,
usando a propriedade P4, temos

det(A) = − det(A)⇐⇒ det(A) = 0.

P7: Seja

C =










a11 · · · ann
... · · · ...

ai1 + a′i1 · · · ain + a′in
... · · ·

...
an1 · · · ann










.
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Por definição de determinante, tem-se

det(C) =
∑

σ ∈ Π
σ = (j1, j2, . . . , jn)

sign(σ) a1j1a2j2 · · · (aiji + a′iji) · · ·anjn

=
∑

σ ∈ Π
σ = (j1, j2, . . . , jn)

sign(σ) a1j1a2j2 · · ·aiji · · · anjn

+
∑

σ ∈ Π
σ = (j1, j2, . . . , jn)

sign(σ) a1j1a2j2 · · · a′iji · · · anjn = det(A) + det(B).

P8: Considere-se a matriz A = [aij ]i,j=1,...,n e a matriz B que se obtém de A
substituindo a linha i pela sua soma com a linha r multiplicada por k. Então,

det(B) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 · · · · · · a1n
... ... ...

ar1 ar2 · · · · · · arn
... ... ...

ai1 + kar1 ai2 + kar2 · · · · · · ain + karn
... ... ...

an1 an2 · · · · · · ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

P7,P5
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ...
ar1 ar2 · · · arn
... ... ...
ai1 ai2 · · · ain
... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ k

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ...
ar1 ar2 · · · arn
... ... ...
ar1 ar2 · · · arn
... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

P6
= det(A) + 0.

As propriedades P5 e P7 traduzem o que se designa por propriedade de li-
nearidade do determinante em cada linha (ou coluna) da matriz. De facto, se
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encararmos o determinante de uma matriz A como uma função que ao conjunto
das linhas (resp. das colunas) de A faz corresponder o valor do determinante de
A, as propriedades P5 e P7 abreviam-se dizendo que esta função é linear3 em cada
linha (resp. coluna) quando se conservam as outras linhas (resp. colunas) fixas. O
estudo de funções lineares é efectuado no Capı́tulo 6.

Exemplo 2.4. Usando apenas as propriedades do determinante até agora enunci-
adas, vamos calcular o determinante de uma matriz 2 × 2. Pela propriedade P7
podemos escrever o determinante de uma matriz 2 × 2 como a soma de 4 deter-
minantes.

∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

a 0
c d

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

0 b
c d

∣
∣
∣
∣

por P7

=

∣
∣
∣
∣

a 0
c 0

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

a 0
0 d

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

0 b
c 0

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

0 b
0 d

∣
∣
∣
∣

por P7

= 0 + ad− bc+ 0 = ad− bc por P2, P3 e P4.

Na antepenúltima igualdade há dois determinantes que valem zero pois as matri-
zes têm uma coluna nula; o segundo determinante é igual ao produto das entradas
da diagonal principal (determinante de uma matriz diagonal); no terceiro determi-
nante se trocarmos duas linhas da matriz obtemos uma matriz diagonal e portanto
o determinante da matriz inicial é igual a (−bc).

O resultado obtido é obviamente igual à expressão (2.4). !

Nota 14. A propriedade P7 não diz que o determinante da soma de duas quais-
quer matrizes seja igual à soma dos determinantes. Deixamos como exercı́cio
encontrar duas matrizes quadradas A e B que verifiquem

det(A+B) &= det(A) + det(B).

Exercı́cio 2.3. Mostrar que se uma matriz tem duas linhas proporcionais, então o
seu determinante é zero.

$

As propriedades P4, P5 e P8 referem-se ao comportamento do determinante
de uma matriz relativamente a operações elementares sobre as suas linhas. Estas

3Uma função de várias variáveis que seja linear em cada uma das variáveis diz-se uma função
multilinear.
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propriedades podem resumir-se do seguinte modo:

A
Li↔Lj−→ B =⇒ det(B) = − det(A)

A
αLi−→ B =⇒ det(B) = α det(A)

A
Li+αLj−→ B =⇒ det(B) = det(A),

(2.8)

onde Li e Lj são linhas (distintas) da matriz A.
Tendo em conta estas propriedades, é imediato o cálculo do determinante de

matrizes elementares.

E obtida de In por Propriedade det(E)

Troca de duas linhas P4 det(E) = −1

Multiplicação de uma linha por α &= 0 P5 det(E) = α

Substituição de uma linha pela sua soma P8 det(E) = 1
com outra linha multiplicada pelo escalar α

Relembremos que se E é uma matriz elementar, a matriz EA é a matriz que
se obtém de A efectuando sobre A a operação elementar que permitiu obter E da
identidade (conforme Proposição 1.8). Assim, tendo em conta as relações (2.8) e o
valor do determinante de uma matriz elementar E podemos enunciar a proposição
que se segue.

Proposição 2.1. Se E é uma matriz elementar da mesma ordem de A, então

det(EA) = det(E) det(A).

Determinante e método de eliminação de Gauss

As propriedades P4, P5 e P8 permitem relacionar o determinante de uma matriz A
com o determinante de uma matriz B obtida de A usando o método de eliminação
de Gauss. Em particular, se na aplicação do método de eliminação de Gauss
não for efectuada a operação “multiplicação de uma linha por α &= 0”, então
det(B) = ± det(A). Neste caso, o sinal −1 ocorre sempre que o número de troca
de linhas efectuado for ı́mpar, e o sinal +1 se for par. Caso não haja troca de
linhas, nem multiplicação de linhas por um escalar, então det(A) = det(B). Em
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resumo: o determinante de uma matriz B obtida de A por aplicação do método de
eliminação de Gauss é um múltiplo (não nulo) do determinante de A.

No exemplo que apresentamos a seguir aplicamos o método de eliminação de
Gauss-Jordan para obter a inversa de uma matriz e usamos as propriedades P4, P5
e P8 para relacionar o determinante da matriz com o da sua inversa.

Exemplo 2.5. Relacionemos o determinante da matriz (invertı́vel)

A =





0 0 3
1 1 0
1 2 0





com o da sua inversa.
Apliquemos o método de eliminação de Gauss-Jordan para obter A−1.

[A|I] =





0 0 3 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 2 0 0 0 1




L1↔L3−→ [B|J ] =





1 2 0 0 0 1
1 1 0 0 1 0
0 0 3 1 0 0





L2−L1−→ [C|K] =





1 2 0 0 0 1
0 −1 0 0 1 −1
0 0 3 1 0 0




−L2−→ [D|L] =





1 2 0 0 0 1
0 1 0 0 −1 1
0 0 3 1 0 0





1
3L3−→ [E|M ] =





1 2 0 0 0 1
0 1 0 0 −1 1
0 0 1 1

3 0 0




L1−2L2−→ [I|A−1] =





1 0 0 0 2 −1
0 1 0 0 −1 1
0 0 1 1

3 0 0



 .

Calculando det(A) e det(A−1) mediante a expressão (2.5) obtemos det(A−1) = 1
3

e det(A) = 3. Confirmemos este resultado usando as propriedades do determi-
nante.

• det J = − det I = −1 (por P4).

• detK = det J = −1 (por P8).

• detL = − detK = 1 e detM = 1
3 detL = 1

3 (por P5).

• det(A−1) = detM = 1
3 (por P8).

!

Como veremos seguidamente o determinante de uma matriz proporciona um
teste de invertibilidade da matriz.
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P9. Uma matriz A é invertı́vel se e só se det(A) &= 0.

Demonstração. Se a matriz quadrada A é invertı́vel, a aplicação do método de
eliminação de Gauss-Jordan reduz A à matriz identidade. Concluı́mos assim que
o determinante da matriz A é um múltiplo não nulo de 1 e portanto diferente de
zero.

Para mostrar a implicação recı́proca, suponha-se que det(A) &= 0. Seja U a
matriz triangular superior que se obtém de A por aplicação do método de elimina-
ção de Gauss. O determinante de U é um múltiplo não nulo de det(A), portanto
det(U) &= 0. Como a matriz em escada U é triangular superior, o seu determinante
é igual ao produto das entradas da diagonal principal, portanto a matriz U não tem
linhas nulas. Logo, car(A) = car(U) = n. Sendo car(A) = n, a Proposição 1.12
(pág. 62) garante que A é invertı́vel.

P10. det(AB) = det(A) det(B).

Demonstração. Recorde-se que o produto AB é invertı́vel se e só se as matrizes A
e B são invertı́veis (Teorema 1.5, pág. 61). Logo, se uma das matrizes, por exem-
plo A, não é invertı́vel o produto AB não é invertı́vel e det(AB)=0 e det(A) = 0,
pelo que o resultado fica provado para o caso de não invertibilidade de uma das
matrizes.

Suponha-se agora que A e B são ambas invertı́veis. Pelo Teorema 1.4-(iv), pá-
gina 57, uma matriz invertı́vel pode exprimir-se como um produto de matrizes ele-
mentares. Seja A = E1 · · ·Er com Ei matrizes elementares. Pela Proposição 2.1
a propriedade do enunciado é válida quando um dos factores é uma matriz ele-
mentar. Logo,

det(AB) = det(E1 · · ·ErB) = det(E1) det(E2 · · ·ErB)

= det(E1) det(E2) det(E3 · · ·ErB) = · · · = det(E1 · · ·Er) det(B)

= det(A) det(B).

Finalizamos esta secção enunciando duas proposições que nos serão úteis mais
tarde.

Proposição 2.2. Seja A é uma matriz quadrada. O sistema homogéneo Ax = 0

possui soluções não nulas se e só se det(A) = 0.
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Demonstração. A Proposição 1.10 (pág. 59) garante que x = 0 é solução única
do sistema Ax = 0 se e só se A é invertı́vel. Como Ax = 0 tem sempre a
solução nula, conclui-se da propriedade P9 que existem soluções não nulas se e
só se det(A) = 0.

Proposição 2.3. Se A é invertı́vel, então det (A−1) =
1

detA
.

Demonstração.

1
P3
= det(I) = det(A−1A)

P10
= det(A−1) detA.

A igualdade anterior é equivalente a det (A−1) =
1

detA
, já que det(A) &= 0.

2.3 Desenvolvimento de Laplace
O desenvolvimento de Laplace4 permite-nos calcular de forma recursiva o deter-
minante de uma qualquer matriz. Baseados neste desenvolvimento deduzimos
duas fórmulas, uma para o cálculo da inversa e outra, conhecida por regra de Cra-
mer, para o cálculo de soluções de certos sistemas de equações lineares.

Uma vez que a dedução da fórmula de Laplace a partir da definição de deter-
minante requer algumas manipulações algébricas cujas expressões podem parecer
complicadas, optámos por apresentar um exemplo a partir do qual é fácil deduzir
o desenvolvimento de Laplace no caso geral.

Exemplo 2.6. Relembremos a expressão do determinante de uma matriz 3 × 3
obtida em (2.5).

det(A) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

− a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

Pondo em evidência nesta expressão as entradas da primeira linha (por exem-
plo) da matriz A, obtemos

det(A) = a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31).

4Pierre-Simon (1749 -1827), marquês de Laplace, matemático, astrónomo e fı́sico francês.
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Nesta expressão os valores entre parênteses são iguais ao determinante de uma
matriz 2× 2. Assim,

det(A) = a11

∣
∣
∣
∣

a22 a23
a32 a33

∣
∣
∣
∣
− a12

∣
∣
∣
∣

a21 a23
a31 a33

∣
∣
∣
∣
+ a13

∣
∣
∣
∣

a21 a22
a31 a32

∣
∣
∣
∣

= (−1)1+1a11M11 + (−1)1+2a12M12 + (−1)1+3a13M13. (2.9)

Da expressão anterior, conclui-se que o determinante da matriz é a soma dos
produtos das entradas da primeira linha por um determinante de uma matriz de
ordem inferior. Os determinantes Mij nessa expressão são os determinantes das
matrizes que se obtêm da matriz dada eliminando a linha i e a coluna j. Por
exemplo, M12 é obtido eliminando a linha 1 e a coluna 2 de A.

A =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



" M12 =

∣
∣
∣
∣

a21 a23
a31 a33

∣
∣
∣
∣
.

Se tivéssemos escolhido pôr em evidência as entradas de uma outra linha (ou
mesmo de uma coluna) resultaria uma expressão do mesmo tipo para o determi-
nante da matriz. De facto, o que obtivemos em (2.9) é conhecido como o desen-
volvimento de Laplace segundo a primeira linha da matriz A.

!

Exercı́cio 2.4. Usar o mesmo procedimento do último exemplo para obter uma
expressão para det(A) análoga a (2.9) onde figurem agora as entradas da segunda
coluna.

$

Como verificamos na definição seguinte, os determinantesMij do Exemplo 2.6
recebem uma designação particular.

Definição 2.3. Se A é uma matriz quadrada, o menor-ij, ou menor da entrada
aij , é o determinante da matriz que se obtém de A suprimindo a linha i e a coluna
j. Este menor denota-se por Mij .

Ao número Cij = (−1)i+jMij chamamos cofactor-ij, ou cofactor da en-
trada aij .

Em certos textos é usada a designação de complemento algébrico para cofac-
tor.
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A expressão (2.9) do determinante de A pode reescrever-se na forma

det(A) = a11C11 + a12C12 + a13C13,

indicando que este determinante é a soma dos produtos das entradas da primeira
linha de A pelos respectivos cofactores.

A fórmula de Laplace que enunciamos a seguir permite calcular o determi-
nante de uma matriz como a soma de produtos das entradas de uma qualquer linha
(ou de uma qualquer coluna) da matriz pelos respectivos cofactores. Esta fórmula
exprime o determinante de uma matriz à custa de determinantes de matrizes de
ordem inferior.

Fórmula de Laplace para o cálculo do determinante
Seja

A =










a11 a12 · · · a1j · · · a1n
... ... ... ...
ai1 ai2 · · · aij · · · ain
... ... ... ...

an1 an2 · · · anj · · · ann










.

Sendo Cij o cofactor da entrada aij , o desenvolvimento de Laplace

a) ao longo da linha i de A é

det(A) = ai1Ci1 + ai2Ci2 + · · ·+ ainCin; (2.10)

b) ao longo da coluna j de A é

det(A) = a1jC1j + a2jC2j + · · ·+ anjCnj. (2.11)

Usamos as expressões ‘ao longo da linha...’ e ‘segundo a linha...’ com o mesmo
significado.

Exemplo 2.7. Apliquemos a fórmula de Laplace para calcular o determinante da
matriz

A =







1 0 4 2
−2 0 0 0
10 3 −2 −1
3 2 6 3






.

98



Capı́tulo 2. Determinantes

Observando que a terceira coluna é o dobro da quarta, o determinante desta
matriz é zero (ver Exercı́cio 2.3). Vamos confirmar este resultado usando o desen-
volvimento de Laplace.

Da análise das expressões (2.10) e (2.11) é evidente que para efectuarmos o
desenvolvimento de Laplace é vantajoso escolher uma linha (ou coluna) da matriz
que tenha o maior número de zeros. Neste caso, a segunda linha de A. Assim,

det(A) = −2C21 = −2 (−1)1+2M21 (usando a 2
a linha de A)

= −2(−1)1+2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 4 2
3 −2 −1
2 6 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2

(

−3
∣
∣
∣
∣

4 2
6 3

∣
∣
∣
∣
+ 2

∣
∣
∣
∣

4 2
−2 −1

∣
∣
∣
∣

)

(usando a 1
a coluna da matriz 3× 3)

= −6× 0 + 4× 0 = 0.

!

O exemplo anterior ilustra como aplicações sucessivas da fórmula de Laplace
permitem reduzir o cálculo do determinante de uma matriz de qualquer ordem ao
cálculo de determinantes de matrizes 2× 2 (ou até de matrizes 1× 1).

2.3.1 Matriz adjunta e cálculo de A−1

O desenvolvimento de Laplace segundo uma linha (ou coluna) de uma matriz for-
nece o valor do determinante da matriz em termos dos cofactores e das entradas da
linha (ou coluna) escolhida. Deduzimos agora a expressão da inversa de uma ma-
triz em termos do seu determinante e de uma matriz construı́da com os cofactores
das entradas da matriz.

Definição 2.4. Dada uma matriz A do tipo n × n, chama-se matriz adjunta de
A à matriz transposta da matriz dos cofactores de A. Designando por adj(A) a
matriz adjunta de A, tem-se

adj(A) = [Cij ]
T
i,j=1,...,n =








C11 C21 · · · Cn1

C12 C22 · · · Cn2
... ... · · ·

...
C1n C2n · · · Cnn







,

onde Cij designa o cofactor da entrada aij de A.

99
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Por vezes, usamos cof(A) = [Cij ]i,j=1,...,n para designar a matriz dos cofactores
de A.

Exemplo 2.8. Determinar a matriz adjunta da matriz A =





1 2 0
3 2 1
0 3 4



.

Usando a definição de cofactor de uma determinada entrada, vem

C11 =

∣
∣
∣
∣

2 1
3 4

∣
∣
∣
∣
= 5 C12 = −

∣
∣
∣
∣

3 1
0 4

∣
∣
∣
∣
= −12 C13 =

∣
∣
∣
∣

3 2
0 3

∣
∣
∣
∣
= 9

C21 = −
∣
∣
∣
∣

2 0
3 4

∣
∣
∣
∣
= −8 C22 =

∣
∣
∣
∣

1 0
0 4

∣
∣
∣
∣
= 4 C23 = −

∣
∣
∣
∣

1 2
0 3

∣
∣
∣
∣
= −3

C31 =

∣
∣
∣
∣

2 0
2 1

∣
∣
∣
∣
= 2 C32 = −

∣
∣
∣
∣

1 0
3 1

∣
∣
∣
∣
= −1 C33 =

∣
∣
∣
∣

1 2
3 2

∣
∣
∣
∣
= −4

Logo,

adj(A) =





5 −12 9
−8 4 −3
2 −1 −4





T

=





5 −8 2
−12 4 −1
9 −3 −4



 .

!

Antes de prosseguirmos, mostremos que é nula a soma dos produtos das entra-
das de uma linha pelos correspondentes cofactores de uma outra linha. Provamos
este facto para o caso de uma matriz 3 × 3, embora a demonstração apresentada
indique claramente qual o procedimento a seguir no caso geral de uma matriz
n× n.

Consideremos a matriz

A =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 .

Usando o desenvolvimento de Laplace segundo a primeira linha de A, temos

det(A) = a11C11 + a12C12 + a13C13.

Suponha-se que em vez de multiplicar as entradas da 1a linha de A pelos respec-
tivos cofactores, se multiplicam estas entradas pelos cofactores das entradas de
uma outra linha, por exemplo da 3a linha. Ou seja,

a11C31 + a12C32 + a13C33. (2.12)
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Para mostrar que esta expressão vale zero construa-se uma matriz A′ cujas pri-
meira e segunda linhas são iguais às de A e a terceira linha é igual à primeira
linha de A, isto é,

A′ =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a11 a12 a13



 .

Os cofactores C ′
3j das entradas da terceira linha de A′, são iguais aos cofactores

das entradas da terceira linha de A (já que as duas primeiras linhas de A e A′ são
iguais), ou seja,

C ′
31 = C31 C ′

32 = C32 C ′
33 = C33.

O determinante de A′ é igual a zero visto que A′ tem duas linhas iguais. Por outro
lado, usando o desenvolvimento de Laplace segundo a terceira linha de A′ , tem-se

0 = det(A′) = a11C
′
31 + a12C

′
32 + a13C

′
33 = a11C31 + a12C32 + a13C33.

Ou seja, a expressão (2.12) é igual a zero, como pretendı́amos mostrar.

A soma dos produtos das entradas da linha i de A = [aij ] pelos cofactores
das entradas da linha j &= i é igual a zero. Isto é,

0 = ai1Cj1 + ai2Cj2 + · · ·+ ainCjn =
n
∑

k=1

aikCjk para i &= j (2.13)

Exercı́cio 2.5. Mostrar que a expressão (2.13) é válida para qualquer matriz A do
tipo n× n. $
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A matriz adjunta vai desempenhar um papel importante no cálculo da inversa
de uma matriz. De facto, calculando o produto A adj(A) = [bij ]i,j=1,...n,

A adj(A) =










a11 a12 · · · a1n
... ... ... ...
ai1 ai2 · · · ain
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann



















C11 C12 · · · C1n
... ... ... ...

Cj1 Cj2 · · · Cjn
... ... ... ...

Cn1 Cn2 · · · Cnn










T

=










a11 a12 · · · a1n
... ... ... ...
ai1 ai2 · · · ain
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann





















C11 · · · Cj1 · · · Cn1

... ... ...
C1i · · · Cji · · · Cni

... ... ...
C1n · · · Cjn · · · Cnn












.

tem-se

bij = ai1Cj1 + ai2Cj2 + · · ·+ ainCjn =
n
∑

k=1

aikCjk para todo i, j = 1, . . . , n.

Notemos agora que:

• Se i = j, então bii = ai1Ci1+ai2Ci2+ · · ·+ainCin = det(A) (pela fórmula
de Laplace (2.10)).

• Se i &= j, então bij é a soma dos produtos de entradas da linha i pelos
cofactores de uma outra linha. Portanto, de (2.13) segue que bij = 0 se
i &= j.

Conclui-se portanto que

A adj(A) = [bij ]i,j=1,...,n = det(A)I.

Em resumo,

Qualquer matriz quadrada A satisfaz a igualdade

A adj(A) = det(A) I. (2.14)
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Suponha-se agora que A é invertı́vel. Multiplicando a expressão (2.14), à es-
querda, pela matriz A−1, obtemos

adj(A) = det(A)A−1 ⇐⇒ A−1 =
1

det(A)
adj(A).

Note-se que a equivalência anterior resulta do facto de det(A) &= 0 sempre que
A é invertı́vel. Obtemos assim o teorema que enunciamos a seguir referente à
expressão da inversa de uma matriz A em termos da matriz adjunta.
Teorema 2.1. Se A é uma matriz invertı́vel, a sua inversa é

A−1 =
1

det(A)
adj(A). (2.15)

Exemplo 2.9. Calculemos a inversa de A =

[

a b
c d

]

. A matriz A é invertı́vel se e

só se det(A) = ad− bc &= 0 e neste caso, usando (2.15), temos

A−1 =
1

det(A)
adj(A) =

1

ad− bc

[

d −c
−b a

]T

=
1

ad− bc

[

d −b
−c a

]

,

expressão que já conhecı́amos da Proposição 1.5. !

Exemplo 2.10. Calculemos a inversa da matriz do Exemplo 2.8, ou seja de

A =





1 2 0
3 2 1
0 3 4



 .

No exemplo referido calculámos a matriz adjunta de A, e portanto usando (2.15)
temos

A−1 =
1

det(A)
adj(A) =

1

det(A)





5 −8 2
−12 4 −1
9 −3 −4



 =
−1
19





5 −8 2
−12 4 −1
9 −3 −4



 ,

uma vez que det(A) = 8 − 3 − 24 = −19 (por exemplo, pela regra de Sarrus).
!

Exercı́cio 2.6. Use a expressão (2.15) para mostrar

(A−1)T = (AT )−1.

$

103



2.3. Desenvolvimento de Laplace

2.3.2 Regra de Cramer

A regra de Cramer5 permite obter uma fórmula para a solução de um sistema
Ax = b, quando a matriz A é quadrada e invertı́vel. Embora de valor computaci-
onal muito reduzido, esta fórmula pode ter interesse nomeadamente no estudo do
comportamento das componentes da solução de um sistema Ax = b em função
de variações no segundo membro b.

Dado um sistema Ax = b, com o mesmo número de equações que incógnitas,
sabemos que o sistema tem solução única se e só se A é invertı́vel, ou seja, se e só
se det(A) &= 0. Neste caso, a solução é dada por x = A−1b (ver Proposição 1.10,
pág. 59). A regra de Cramer usa a expressão (2.15) de A−1 para calcular a solução
do sistema. De facto, se A é invertı́vel, a solução de Ax = b é

x = A−1b =
1

det(A)
adj(A)b =

1

det(A)
[Cij]

Tb.

Tomando x =








x1

x2
...
xn








e b =








b1
b2
...
bn








, da expressão anterior resulta

x =










x1
...
xj
...
xn










=
1

det(A)










C11 C21 · · · Cn1
... ... · · · ...

C1j C2j · · · Cnj
... ... · · · ...

C1n C2n · · · Cnn

















b1
b2
...
bn







.

Desta expressão, podemos concluir que cada componente xj da solução x é dada

5Esta regra, publicada em 1750, recebe o nome de Gabriel Cramer (1704–1752), embora já em
1748 esta regra tivesse sido publicada por Colin Maclaurin.
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por

xj =
1

det(A)
(b1C1j + b2C2j + · · ·+ bnCnj)

=
1

det(A)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 · · · b1 · · · ann
a21 a22 · · · b2 · · · a2n

... ... · · · ... · · · ...
an1 an2 · · · bn · · · ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(usando a igualdade (2.11)).

↑
coluna j

O determinante que aparece no numerador da expressão da componente xj da
solução x é o determinante da matriz que se obtém de A substituindo a coluna j
de A pela coluna b do termo independente do sistema.

Proposição 2.4. Regra de Cramer
Se Ax = b é um sistema de n equações a n incógnitas e det(A) &= 0, então

o sistema tem solução (única) x = (x1, . . . , xn), dada por

x1 =
detA1

detA
, x2 =

detA2

detA
, . . . , xn =

detAn

detA
,

onde Aj é a matriz que se obtém de A substituindo a coluna j de A pela coluna
b.

Exemplo 2.11. Utilizemos a regra de Cramer para resolver o sistema
{

x1 − 2x2 =−5
x1 + x2 = 3.

Comecemos por calcular o determinante da matriz A dos coeficientes do sistema.

det(A) =

∣
∣
∣
∣

1 −2
1 1

∣
∣
∣
∣
= 1 + 2 = 3.

Usando a regra de Cramer resulta

x1 =
1

3

∣
∣
∣
∣

−5 −2
3 1

∣
∣
∣
∣
=

1

3
e x2 =

1

3

∣
∣
∣
∣

1 −5
1 3

∣
∣
∣
∣
=

8

3
.

A solução do sistema é (x1, x2) =
1

3
(1, 8). !
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Exercı́cios
1.Determine o sinal dos seguintes produtos
elementares da matriz A = [aij]i,j=1,··· ,5.
a) a13a25a31a42a54; b) a21a42a13a54a35;
c) a14a23a32a45a51.

2.Use operações elementares sobre as li-
nhas da matriz para verificar as igualdades:

a)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 0 d
0 0 c e
0 b f g
a h i j

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= abcd

b)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 0 0 k
0 0 0 d l
0 0 c e m
0 b f g p
a h i j u

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= abcdk.

3. Seja A =





a b c
d e f
g h i



. Considere por

hipótese que det(A) = −7. Calcule:

a) det(3A) b) det(2A−1)
c) det((2A)−1)

d) det





a g d
b h e
c i f



 .

4. Sem calcular explicitamente o determi-
nante, mostre que para x = 0 e x = 2 é
satisfeita a equação

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x x2 2
1 2 1
0 0 −3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

5. Sem calcular explicitamente o determi-
nante, mostre que

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b+ c c+ a b+ a
a b c
1 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

6.Use a propriedade de linearidade do de-
terminante para escrever

∣
∣
∣
∣

a1 + b1 c1 + d1
a2 + b2 c2 + d2

∣
∣
∣
∣

como uma soma de quatro determinantes de
matrizes cujas entradas não são expressas
em termos de adições.
7.Diga, justificando, se é ou não verdadeira
a igualdade

det(A+B) = det(A) + det(B).

8. Sem calcular os determinantes, mostre as
igualdades seguintes.

a)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1 a1 + b1 + c1
a2 b2 a2 + b2 + c2
a3 b3 a3 + b3 + c3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 + b1 a1 − b1 c1
a2 + b2 a2 − b2 c2
a3 + b3 a3 − b3 c3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

9.Quais os valores de k para os quais a ma-
triz A é singular?

a) A =





1 2 4
3 1 6
k 3 2





b) A =

[

k − 3 −2
−2 k − 2

]
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10.Considere a matriz

M =







0 1 0 0
−1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0






.

a) Calcule o determinante de M .
b) Calcule det(2M), det(2M−1) e

det((2M)−1).
c) Determine a entrada (1, 4) da matriz

M−1.

11. Seja A =





1 0 1
2 3 2
0 1 −2



. Verifique que

A é invertı́vel e calcule:

a) det(2A−1) b) det(A2(2A−1))
c) det(AT (trA)A)−1, onde trA designa

o traço de A, ou seja, a soma das en-
tradas da diagonal principal de A.

12.A matriz dos cofactores da matriz A é

cof(A) =

[

1 2
−1 3

]

.

a) Use a fórmula A (cof(A))T = det(A)I
para calcular det(A).

b) Determine a matriz inversa de A.

13.A matriz dos cofactores da matriz A é

cof(A) =





1 2 2
0 3 1
0 0 3



 .

a) Use a fórmula A (cof(A))T = det(A)I
para achar os possı́veis valores para
det(A).

b) Justifique por que razão A é invertı́vel
e calcule a entrada (3,2) da inversa de
A.

14.Use o desenvolvimento de Laplace para
calcular os determinantes das matrizes se-
guintes.

A =







2 5 1 0
0 3 2 1
1 −1 2 0
−1 0 3 2







B =









0 5 1 0 2
0 3 2 1 −1
1 0 2 0 0
−1 0 3 2 1
1 2 3 4 5









.

Além disso, calcule a inversa de A e de B
sem utilizar o método de eliminação de Gauss-
Jordan.
15.Resolva as equações seguintes.

a)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 x 1
0 −1 1
1 0 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

b)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x x x x
x 1 x x
x x 1 x
x x x 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

16.Resolva os seguintes sistemas de equações
lineares utilizando a regra de Cramer:

a)
{

x1 − 2x2 = 4
2x1 − x2 = −2

b)







x1 − 3x2 + x3 = 4
2x1 − x2 = −2
4x1 − 3x3 = −2

17.Considere A e B duas matrizes quadra-
das de ordem 3 e a seguinte lista de afirmações.

I) det(AB) = det(BA).
II) Se detA = 0 e detB = 0, então

det(A+B) = 0.
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III) det(2AB) = 8 det (AB).

A lista completa de afirmações correctas é:

a) I e II b) I e III
c) II e III d) I e II e III

18.Considere o sistema (A − λI)x = 0,
onde λ é um escalar, I é a matriz identidade,
e A é a matriz

A =

[

2 1
1 2

]

.

a) Determine os valores de λ para os
quais o sistema tem soluções não nu-
las.

b) Para cada valor de λ encontrado na
alı́nea anterior, determine uma solução
não nula do sistema correspondente.

19. Indique o valor lógico das afirmações:

a) Existem matrizes A e B, do tipo 2×
2, tais que

A−1B−1AB =

[

7 4
2 1

]

.

b) det(A− 5I) = det(AT − 5I).
c) SeB = SAS−1, então detB = detA.
d) Se A2 = A, então detA = 0 ou

detA = 1.
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Espaços Lineares

A noção de espaço linear reveste-se de importância fundamental nos mais diversos
ramos da matemática, permitindo unificar o tratamento matemático de estruturas
distintas. Como veremos no final deste capı́tulo, a noção abstracta de espaço linear
permite atribuir a mesma estrutura a conjuntos de vectores de Rn, a conjuntos de
funções (tais como polinómios, funções exponenciais ou trigonométricas), bem
como a conjuntos de matrizes.

Um espaço linear é um conjunto no qual estão definidas duas operações: (i)
uma, sobre pares de elementos do conjunto (análoga à adição de vectores de Rn);
(ii) outra, de escalares por elementos do conjunto (tal como a multiplicação de
um escalar real por um vector de Rn). Se estas duas operações verificarem as
propriedades enunciadas na página 29 para as operações de adição de vectores de
Rn e de multiplicação destes vectores por escalares reais, então dizemos que o
conjunto é um espaço linear (ou espaço vectorial).

Uma vez que nos espaços lineares R2 e R3 é possı́vel utilizar uma abordagem
geométrica para ilustrar muitos dos conceitos fundamentais relativos a espaços
lineares, adoptamos como estratégia pedagógica o uso do espaço linear Rn como
modelo. Assim, na Secção 3.2 são apresentados os quatro subespaços fundamen-
tais de Rn (associados a uma matriz real), os quais são depois utilizados para
introduzir várias noções como as de subespaço e dimensão de um espaço linear.
Estes conceitos são depois definidos e estudados para espaços lineares gerais.

As noções fundamentais de independência linear, base e dimensão de um
espaço linear são estudadas na Secção 3.3. Os resultados principais desta secção,
ilustrados com exemplos em R2 e R3, apoiam-se em grande parte em resultados
previamente obtidos para sistemas lineares. Mostra-se que, fixada uma base orde-
nada num espaço linear real de dimensão n, existe uma correspondência biunı́voca
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entre os vectores desse espaço e vectores de Rn. Esta correspondência associa a
cada vector do espaço linear o vector das coordenadas na base ordenada fixada. Na
Secção 3.4 relacionam-se os vectores das coordenadas em bases distintas através
de uma matriz designada por matriz de mudança de base.

Na última secção deste capı́tulo apresentamos exemplos de espaços lineares
distintos de Rn. Para cada um desses exemplos exploramos as noções de base e
dimensão bem como outros conceitos desenvolvidos ao longo do capı́tulo.

3.1 Definição de espaço linear
Embora neste texto só consideremos espaços lineares reais ou complexos, ou seja,
espaços em que os escalares são números reais ou complexos, poderı́amos consi-
derar escalares pertencentes a um qualquer outro corpo1. Eis a definição de espaço
linear sobre um corpo K, onde K = R ou K = C.

1Um corpo é um conjunto com duas operações binárias designadas por adição e multiplicação,
gozando das propriedades: comutatividade, associatividade, distributividade da multiplicação em
relação à adição, existência de elemento neutro para a adição e para a multiplicação, existência de
simétricos e existência de inverso para qualquer elemento diferente de zero.
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Definição 3.1. Espaço linear
Seja W um conjunto não vazio e K um corpo. Suponha-se que está definida

uma operação sobre pares de elementos de W designada por adição e denotada
por +, e outra operação, que denominamos por multiplicação por escalares, que
a cada α ∈ K e a cada u ∈ W associa um um elemento que denotamos por α ·u,
ou simplesmente por αu.

Dizemos que W , munido destas duas operações, é um espaço linear ou
espaço vectorial, sobre o corpo K, se as operações de adição e multiplicação
por escalares satisfazem os axiomas que a seguir se enunciam, onde u, v, w ∈ W
e α, β ∈ K:

A1 Fecho da adição: u+ v ∈ W .

A2 Fecho da multiplicação por escalares: α · u ∈ W .

A3 Comutatividade da adição: u+ v = v + u.

A4 Associatividade da adição: (u+ v) + w = u+ (v + w).

A5 Existência de elemento neutro da adição: existe um elemento em W ,
designado por 0 (zero), tal que 0 + u = u.

A6 Existência de simétrico: para cada elemento u ∈ W existe um elemento
u′ ∈ W tal que u+ u′ = 0.

A7 Associatividade da multiplicação por escalares: (αβ) · u = α(β · u).

A8 Distributividade: α · (u+ v) = α · u+α · v e (α+ β) · u = α · u+ β · u.

A9 Existência de identidade: sendo 1 a identidade de K, tem-se 1 · u = u.

Os elementos de um espaço linear são designados por vectores. Quando o corpo
K é R diz-se que W é um espaço linear real, e no caso em que K = C diz-se
um espaço linear complexo.

O fecho da adição significa que a adição é uma operação binária, isto é, uma
operação que a cada par (u, v) de elementos de W associa um (e um só) elemento
de W .

Se um conjunto W está munido de uma operação fechada, o conjunto diz-se
fechado em relação à operação. Os termos “a operação é fechada em W ” ou “W
é fechado para a operação” têm o mesmo significado: o resultado da operação é
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sempre um elemento de W .
Nota 15. Na definição de espaço linear deixámos de usar letra a cheio para de-
notar vectores. Continuaremos no entanto a usar essa notação quando em causa
estão vectores de Rn (ou de Cn).

Como consequência lógica dos axiomas da Definição 3.1 resultam várias pro-
priedades das operações definidas num espaço linear, algumas das quais são enun-
ciadas na proposição que se segue.

Proposição 3.1. Seja W um espaço linear sobre o corpo K. São válidas as
afirmações:

a) O vector zero 0 de W é único.
b) Para cada u ∈ W , o simétrico de u é único.
c) α · 0 = 0, para todo α ∈ K.
d) Designando por −u o simétrico de u, tem-se

(−α)u = α(−u) = −(αu) para todo α ∈ K e todo u ∈ W.

e) αu &= 0 para todo α &= 0 ∈ K e u &= 0 ∈ W.

Demonstração. Realizamos apenas a prova dos dois primeiros itens deixando os
restantes como exercı́cio.

a) Suponha-se que w ∈ W verifica

u+ w
A3
= w + u = u, para todo u ∈ W .

Em particular (para u = 0), tem-se 0 + w = 0 e portanto, por A5, w = 0.
b) Admitamos que u′ e w são vectores simétricos de u, isto é

u+ u′ = 0 e u+ w = 0.

Logo,
w + (u+ u′) = w + 0

A3
= 0 + w

A5
= w

e
(w + u) + u′ A3

= (u+ w) + u′ = 0 + u′ A5
= u′.

A associatividade da adição garante que as duas expressões anteriores são
iguais, e portanto w = u′.

O simétrico de um vector u passará a ser designado por (−u).
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Como vimos no Capı́tulo 1, em Rn as operações de adição e multiplicação por
escalares reais definidas por

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) e αx = (αx1,αx2, . . . ,αxn), (3.1)

onde x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn e α ∈ R, satisfazem
os axiomas na definição de espaço linear. Em particular, o zero de Rn, isto é o
elemento de Rn que adicionado a qualquer vector x ∈ Rn é igual a x, é o vector
0 = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rn. Por isso, Rn munido destas operações é um espaço linear
real.

Um outro exemplo de espaço linear é o conjunto das matrizes com as opera-
ções de adição de matrizes e multiplicação de matrizes por um escalar tal como
foram definidas no primeiro capı́tulo. As propriedades destas operações (ver pro-
priedades (a), (b), (f) e (g) listadas no Teorema 1.1, pág. 42) garantem que o
conjunto das matrizes reais do tipo p× n é um espaço linear real quando munido
dessas operações. Neste espaço linear, a matriz nula (isto é, com todas as entradas
iguais a zero) é o elemento neutro da adição e o simétrico de uma matriz A é a
matriz −A.

À semelhança da definição de Rn como o conjunto dos n-uplos de números
reais, define-se Cn como sendo o conjunto dos n-uplos de números complexos.
Isto é,

Cn = {(z1, z2, . . . , zn) : zi ∈ C, i = 1, . . . , n} .

De forma inteiramente análoga às definições de adição de vectores de Rn e mul-
tiplicação de um escalar por um vector de Rn, definem-se estas operações em Cn.
Nomeadamente, para z,w ∈ Cn e α ∈ C, definimos

z+w = (z1 +w1, z2 +w2, . . . , zn +wn) e αz = (αz1,αz2, . . . ,αzn), (3.2)

Como a soma de dois complexos é um complexo e o produto de dois complexos
ainda é um complexo, a adição e a multiplicação por escalares complexos são
operações fechadas em Cn. O elemento neutro da adição é o n-uplo (0 + 0i, 0 +
0i, . . . , 0+0i). Os restantes axiomas de espaço linear são consequências imediatas
das propriedades da adição e multiplicação de números complexos. Assim, Cn

munido das operações (3.2) é um exemplo de um espaço linear complexo.
Consideremos agora um exemplo de um conjunto que não é um espaço linear.

Seja W o conjunto dos pares ordenados de números reais cuja segunda compo-
nente é igual a 1, isto é, W = {(a, 1) : a ∈ R}. Considerem-se as operações
usuais de adição e multiplicação por escalares definidas em R2. Uma vez que para
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quaisquer elementos (a, 1) e (b, 1) de W e α ∈ R se tem
(a, 1) + (b, 1) = (a+ b, 2) /∈ W e α(a, 1) = (αa,α) /∈ W para α &= 1,

as operações de adição e multiplicação por escalares não são fechadas em W .
Portanto W não é um espaço linear.

3.2 Os quatro subespaços fundamentais
Abordamos nesta secção as noções de subespaço e de dimensão para certos con-
juntos de Rn (ou de Cn) associados a uma matriz. Estes conjuntos recebem a
designação de subespaços fundamentais (de Rn ou de Cn). Os quatro subespaços
fundamentais associados a uma matriz A são: o núcleo de uma matriz A e da
sua transposta, e o espaço das colunas de A e da sua transposta. A designação
de subespaços fundamentais, introduzida por G. Strang [11], sublinha o papel im-
portante que estes subespaços desempenham em álgebra linear, como terá o leitor
oportunidade de comprovar ao longo deste livro.

3.2.1 Núcleo de uma matriz
Definição 3.2. Núcleo de uma matriz

O núcleo da matriz A, que designamos por N(A), é o conjunto das soluções
do sistema homogéneo Ax = 0. Em particular, se A é real e do tipo p × n, o
núcleo de A é

N(A) = {x ∈ Rn : Ax = 0} .

A designação anglo-saxónica para núcleo de uma matriz é ”kernel”, usando-se a
notação Ker(A) para N(A).

O núcleo de uma matriz nunca é um conjunto vazio já que um sistema ho-
mogéneo tem pelo menos a solução nula x = 0. Assim, 0 ∈ N(A) qualquer que
seja a matriz A. Além disso, se A é uma matriz quadrada temos: (i) se A é in-
vertı́vel, então N(A) = {0} (cf. Teorema 1.4, pág. 57); (ii) se A não é invertı́vel, o
sistema Ax = 0 é indeterminado, pelo que o núcleo de A tem um número infinito
de elementos (cf. Proposição 2.2, pág. 95).

Exemplo 3.1. Determinemos um conjunto gerador para o núcleo de A =

[

2 1 1
5 4 1

]

.

O núcleo de A é a solução geral do sistema homogéneo
{

2x+ y + z = 0
5x+ 4y + z = 0.
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Aplicando o método de eliminação de Gauss à matriz A, temos
[

2 1 1
5 4 1

]
L2− 5

2L1→
[

2 1 1
0 3

2 −3
2

]

.

O sistema dado tem a mesma solução geral que o sistema
{

2x+ y + z = 0
3
2y −

3
2z = 0.

Logo, da última equação resulta y = z, e substituindo na primeira equação vem
x = −z. Ou seja,

N(A) =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : x = −z e y = z

}

= {(−z, z, z) : z ∈ R}
= {z(−1, 1, 1) : z ∈ R} = Span {(−1, 1, 1)} ,

onde na última igualdade usámos a definição de conjunto gerador (Definição 1.10,
pág. 30). O núcleo da matriz A é o conjunto gerado pelo vector (−1, 1, 1), isto é,
o conjunto de todos os múltiplos do vector (−1, 1, 1). Geometricamente, N(A) é
uma recta do espaço que passa pela origem e tem a direcção do vector (−1, 1, 1).

!

Exemplo 3.2. Determinemos o núcleo da matriz

Aα =





1 2 −1
−α −2 α
α 2α −α





em termos do parâmetro real α.
Como a terceira linha de Aα é um múltiplo da primeira linha, det(Aα) = 0

para qualquer α. Logo, N(Aα) &= {(0, 0, 0)} (ver Proposição 2.2, pág 95).
Apliquemos o método de eliminação de Gauss para decidir qual a carac-

terı́stica de Aα.




1 2 −1
−α −2 α
α 2α −α




L2+αL1−→
L3−αL1





1 2 −1
0 −2 + 2α 0
0 0 0



 .

Assim, para α = 1 (isto é, 2α − 2 = 0) tem-se car(A1) = 1, e para α &= 1 a
caracterı́stica é car(Aα) = 2.
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Da Proposição 1.2 segue que o sistema A1x = 0 tem grau de indeterminação
2 uma vez que car(A1) = 1. Da matriz em escada por linhas obtida, conclui-se
que A1x = 0 é equivalente a um sistema com uma única equação, cuja solução é
x = −2y + z. Logo,

N(A1) = {(−2y + z, y, z) : y, z ∈ R} = {y(−2, 1, 0) + z(1, 0, 1) : y, z ∈ R}
= Span{(−2, 1, 0), (1, 0, 1)}.

Para α &= 1 o sistema Aαx = 0 tem grau de indeterminação 1, e as suas soluções
são as soluções do sistema

{

x+ 2y −z = 0
(−2 + 2α)y = 0.

A solução deste sistema é y = 0 e x = z. Logo, para α &= 1 o núcleo de Aα é

N(Aα) = {(z, 0, z) : z ∈ R} = {z(1, 0, 1) : z ∈ R} = Span{(1, 0, 1)}.

Geometricamente, N(A1) é um plano que contém a origem e os vectores (−2, 1, 0)
e (1, 0, 1), enquanto que para α &= 1 o núcleo de Aα é uma recta que passa pela
origem e tem a direcção de (1, 0, 1). Relembre-se que em R3 dois vectores não
colineares geram um plano, enquanto que um vector (não nulo) gera uma recta
(ver Capı́tulo 1). !

No exemplo anterior vimos que, quando α &= 1 bastava um vector (não nulo)
para gerar o núcleo da matriz Aα, enquanto que para α = 1 são necessários dois
vectores para gerar o núcleo de Aα. Em ambos os casos, o número de vectores ne-
cessários para gerar o núcleo de Aα é igual ao grau de indeterminação do sistema
Aαx = 0. Como veremos em secções subsequentes o grau de indeterminação
de Ax = 0 é sempre igual ao menor número de vectores necessários para ge-
rar N(A). Por isso, ao grau de indeterminação de um sistema Ax = 0 também
chamamos dimensão do núcleo de A, a qual é designada por dimN(A). Quando
N(A) = {0} convencionamos que a dimensão de N(A) é zero. O conceito de
dimensão de um espaço linear (não necessariamente o núcleo de uma matriz) será
estudado na Secção 3.3, onde mostramos que de facto a dimensão do espaço li-
near N(A) é precisamente o grau de indeterminação do sistema Ax = 0 (ver
Teorema 3.5, pág. 143).

Dos resultados obtidos para sistemas de equações lineares (possı́veis), sa-
bemos que a caracterı́stica da matriz dos coeficientes de um sistema é igual ao
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número de variáveis dependentes, enquanto que o grau de indeterminação é igual
ao número de variáveis livres (ver Proposição 1.2, pág. 18). Podemos assim con-
cluir a seguinte relação fundamental entre a caracterı́stica de A e a dimensão do
núcleo de A:

car(A) + dimN(A) = número de colunas deA. (3.3)

Enunciamos a seguir uma propriedade do núcleo que permitirá estabelecer que
o núcleo de uma matriz real (resp. complexa) p×n é um espaço linear de Rn (resp.
de Cn).

Proposição 3.2. Seja A uma matriz e N(A) o seu núcleo. Tem-se:

a) N(A) é fechado para a adição:

para quaisquer v,w ∈ N(A) =⇒ v +w ∈ N(A).

b) N(A) é fechado para a multiplicação por escalares:

para qualquer v ∈ N(A) e qualquer α escalar =⇒ αv ∈ N(A).

Demonstração. Da definição de núcleo de uma matriz, tem-se

v ∈ N(A)⇐⇒ v é solução do sistemaAx = 0⇐⇒ Av = 0

w ∈ N(A)⇐⇒ w é solução do sistemaAx = 0⇐⇒ Aw = 0.

Adicionando Av = 0 a Aw = 0, obtemos

0 = Av + Aw = A(v +w)⇐⇒ v +w ∈ N(A).

Multiplicando por um escalar α a expressão Av = 0, vem

0 = αAv = A(αv)⇐⇒ αv ∈ N(A).

A proposição anterior fornece um exemplo de um conjunto fechado para a
adição e multiplicação por escalares.

A um subconjunto não vazio de um espaço linear que seja fechado para as
operações definidas no espaço linear chama-se subespaço linear.
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Definição 3.3. Subespaço linear
Um subconjunto não vazio V de um espaço linear W diz-se um subespaço

linear (ou vectorial) de W , se V é fechado para as operações de adição e
multiplicação por escalares definidas em W .

A definição de subespaço e a Proposição 3.2 permitem concluir:

Corolário 3.1. O núcleo de uma matriz real (resp. complexa) A do tipo p× n é
um subespaço linear de Rn (resp. de Cn).

Nota 16. 1. Se V é um subespaço linear deW , então contém o vector zero. De
facto, sendo V fechado para a adição de vectores e para a multiplicação
por escalares, tem-se que para qualquer x ∈ V , o vector −x e o vector
x+(−x) = 0 pertencem ambos a V (usámos o facto de que (−x) = (−1)x,
conforme Proposição 3.1).

2. Como o nome indica, um subespaço V de um espaço linear de W é ele
próprio um espaço linear com a restrição das operações de W . Note-se
que as operações em V são as operações definidas emW e portanto gozam
das propriedades necessárias para que V seja um espaço linear.

Exemplo 3.3. São subespaços lineares de R2:

• {(0, 0)}.

• Rectas que passam pela origem.

• R2.

São subespaços lineares de R3:

• {(0, 0, 0)}.

• Rectas que passam pela origem.

• Planos que contêm a origem.

• R3.

!
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Exemplo 3.4. Verifiquemos que o conjunto gerado por um subconjunto não vazio
V de Rn (resp. Cn), é um subespaço linear de Rn (resp. Cn).

Relembremos que Span(V ) é o conjunto de todas as combinações lineares de
elementos de V .

(i) Como a soma de duas combinações lineares de elementos de V ainda é uma
combinação linear de elementos de V , conclui-se que Span(V ) é fechado
para a adição.

(ii) Como a multiplicação de uma combinação linear de elementos de V por um
escalar real (resp. complexo) ainda é uma combinação linear de elementos
de V , conclui-se que Span(V ) é fechado para a multiplicação por escalares.

Assim,

Se V é um subconjunto não vazio de Rn (resp. de Cn), então Span(V ) é um
subespaço linear de Rn (resp. de Cn).

!

Exemplo 3.5. O subconjunto V = {(1+x, x) : x ∈ R} de R2 não é um subespaço
linear de R2 uma vez que não contém (0, 0). Facilmente se verifica que V não é
fechado, por exemplo, para a adição. !

Exercı́cio 3.1. Dados dois subespaços U e V de um espaço linear W mostre que:

1. A intersecção U ∩ V é um subespaço de W .

2. O conjunto U + V = {x ∈ W : x = u+ v, para alguns u ∈ U e v ∈ V } é
um subespaço de W .

3. A união U ∪ V não é em geral um subespaço de W . (Encontre um contra-
exemplo em R2).

$

3.2.2 Espaço das linhas e das colunas de uma matriz
Consideremos a matriz real A do tipo p× n

A =








a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

... ... · · ·
...

ap1 ap2 · · · apn







. (3.4)
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Esta matriz tem p linhas que são vectores de Rn, nomeadamente

l1 = (a11, a12, . . . , a1n), l2 = (a21, a22, . . . , a2n), . . . , lp = (ap1, ap2, . . . , apn).

Além disso, a matriz A tem n colunas que pertencem a Rp, nomeadamente

c1 = (a11, a21, . . . , ap1), c2 = (a12, a22, . . . , ap2), . . . , cn = (a1n, a2n, . . . , apn).

Definição 3.4. Chama-se espaço das linhas de uma matriz A ao espaço linear
gerado pelas linhas de A, e espaço das colunas de A ao espaço linear gerado
pelas colunas de A. Designamos os espaços das linhas e das colunas de A,
respectivamente, por EL(A) e EC(A).

Para a matriz real A em (3.4), temos

EL(A) = Span ({l1, l2, . . . , lp}) ⊆ Rn e EC(A) = Span ({c1, c2, . . . , cn}) ⊆ Rp.

No Exemplo 3.4 vimos que o conjunto gerado por um subconjunto não vazio
de Rk é um subespaço linear de Rk. Assim, os espaços EC(A) e EL(A) de uma
matriz real A do tipo p× n são subespaços lineares, respectivamente, de Rp e de
Rn.

Baseando-nos em resultados dos capı́tulos 1 e 2 podemos enunciar de imediato
uma proposição relativa aos subespaços fundamentais de uma matriz (quadrada)
real invertı́vel.

Proposição 3.3. Se A é uma matriz real invertı́vel de ordem n, então

N(A) = N(AT ) = {0} e Rn = EC(A) = EL(A).

Demonstração. A Proposição 1.10 (pág. 59) garante que um sistema homogéneo
tem solução única x = 0 se e só se a matriz dos coeficientes do sistema é in-
vertı́vel. Como o determinante de A e de AT são iguais, as matrizes A e AT são
invertı́veis e portanto N(A) = N(AT ) = {0}.

Uma vez que uma matriz real é invertı́vel se e só se os seus vectores coluna
geram Rn (ver Proposição 1.12, pág. 62), e o espaço das colunas de uma matriz é
precisamente o espaço gerado pelas suas colunas, temos Rn = EC(A). De igual
modo, como AT é invertı́vel tem-se Rn = EC(AT ) = EL(A).

Exemplo 3.6. Consideremos a matriz rectangular

A =

[

2 4 6
−1 −2 −3

]

.
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É óbvio que os três vectores coluna (2,−1), (4,−2) e (6, 3) são colineares, e
portanto o espaço das colunas de A é uma recta em R2. Logo, apenas precisamos
de um vector para gerar EC(A):

EC(A) = Span{(2,−1), (4,−2), (6,−3)} = Span{(2,−1)} ⊂ R2.

Da mesma forma, os vectores linha (2, 4, 6) e (−1,−2,−3) são colineares e por-
tanto

EL(A) = Span{(−1,−2,−3)} = Span{(−1,−2,−3), (2, 4, 6)} ⊂ R3.

Tanto EL(A) como EC(A) são rectas, embora estejam em espaços diferentes. O
espaço das linhas de A é uma recta no espaço R3, e o espaço das colunas de A é
uma recta no plano R2. Na Figura 3.1 encontram-se representados os espaços das
linhas e colunas de A.

EC(A) EL(A)

2

2 4

6

−1

Figura 3.1: Espaço das linhas, EL(A), e espaço das colunas, EC(A), da matriz
A do Exemplo 3.6.

!

Sabemos, desde o primeiro capı́tulo, que qualquer subespaço não nulo de Rn

(ou de Cn) admite vários conjuntos geradores. O nosso objectivo agora é en-
contrar conjuntos geradores de um subespaço V de Rn (ou de Cn) com o menor
número possı́vel de elementos. Uma vez que se trata de subespaços de Rn (ou
Cn) podemos sempre construir uma matriz colocando os vectores de V nas linhas
(ou nas colunas), reduzindo-se o problema a determinar conjuntos geradores dos
espaços das linhas (ou das colunas) de uma matriz com o menor número possı́vel
de vectores.
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Comecemos por relembrar (ver Exercı́cio 1.1, pág. 34) que se substituirmos
um (ou mais) vector de um conjunto gerador S = {u1,u2, . . . ,uk} do subespaço
V ⊂ Rn por uma combinação linear (não nula) de vectores de S, o novo conjunto
ainda gera V . Por exemplo, substituindo uk por w = α1u1 + · · · + αkuk com
αk &= 0, tem-se

V = Span{u1,u2, . . . ,uk} = Span{u1,u2, . . . ,uk−1,w},

uma vez que

β1u1+· · ·+βk−1uk−1+βkw = (β1+βkα1)u1+· · ·+(βk−1+βkαk−1)uk−1+βkαkuk.

Assim, como as operações elementares usadas pelo método de eliminação de
Gauss consistem em troca de linhas e substituição de linhas por combinações line-
ares de linhas, o método de eliminação de Gauss não altera o espaço das linhas de
uma matriz. Ou seja, se R é uma matriz obtida de A por aplicação do método de
eliminação de Gauss, tem-se EL(A) = EL(R). Em particular, se R é uma matriz
em escada obtida de A por eliminação de Gauss, então um conjunto gerador do
espaço das linhas de A é constituı́do pelas linhas não nulas de R.

De facto, o método de eliminação de Gauss “elimina” linhas que sejam combi-
nações lineares de linhas que a precedem. Esta propriedade de podermos retirar de
um conjunto gerador de um subespaço um vector que seja combinação linear dos
outros vectores sem alterar o espaço gerado pelo conjunto dado, é completamente
geral. Verifiquemos esta afirmação.

Seja S = {u1,u2, . . . ,uk,v} um conjunto gerador do subespaço V de Rn

tal que o vector v é uma combinação linear dos vectores u1,u2, . . . ,uk (distintos
de v). Isto é, tal que v = β1u1 + · · · + βkuk, para certos escalares β1, . . . , βk.
Mostremos que o conjunto S ′ = {u1,u2, . . . ,uk} ainda gera V , ou seja, V =
SpanS = SpanS ′. Considere-se um qualquer vector x de V , isto é,

x = α1u1 + . . .+ αkuk + αk+1v. (3.5)

Como v = β1u1 + · · ·+ βkuk, de (3.5) obtemos

x = α1u1 + · · ·+ αkuk + αk+1 (β1u1 + · · ·+ βkuk)

= (α1 + αk+1β1)u1 + · · ·+ (αk + αk+1βk)uk ∈ SpanS ′.

Como x é um qualquer vector de V , tem-se SpanS = SpanS ′ = V .

122



Capı́tulo 3. Espaços Lineares

O método de eliminação de Gauss também não altera o núcleo de uma matriz
uma vez que, se R é uma matriz em escada obtida de A por aplicação do método
de eliminação de Gauss, os sistemas Ax = 0 e Rx = 0 são equivalentes (isto é,
têm as mesmas soluções). Podemos assim enunciar a seguinte proposição.

Proposição 3.4. O método de eliminação de Gauss não altera o espaço das linhas
nem o núcleo de uma matriz. Isto é, se R é uma matriz em escada obtida de A
por eliminação de Gauss, então

N(A) = N(R) e EL(A) = EL(R) = Span{l1, . . . , lk},

onde l1, . . . , lk são as linhas não nulas (as linhas que contêm pivôs) de R.

Utilizemos a Proposição 3.4 para determinar um conjunto gerador para o espaço
das linhas e das colunas da matriz A do Exemplo 3.6. Aplicando o método de
eliminação de Gauss, obtemos

A =

[

2 4 6
−1 −2 −3

]
L2+

1
2L1−→
[

2 4 6
0 0 0

]

= R.

Logo
EL(A) = Span{(2, 4, 6)} = EL(R).

Para determinarmos um conjunto gerador do espaço das colunas de A usamos
o método de eliminação de Gauss para a matriz transposta de A, uma vez que as
colunas de A são as linhas de AT . De facto, aplicando eliminação de Gauss a AT ,
obtemos

AT =





2 −1
4 −2
6 −3




L2−2L1−→
L3−3L1





2 −1
0 0
0 0



 .

Assim,
EC(A) = EL(AT ) = Span{(2,−1)}.

Neste exemplo conclui-se que:

1) As linhas de R que contêm pivôs geram EL(A), embora as colunas de R
que contêm pivôs não gerem EC(A). De facto, a coluna (2, 0) de R (que
contém o pivô) gera o eixo dos xx enquanto que EC(A) = Span{(2,−1)}
é uma recta que passa pela origem e tem a direcção do vector (2,−1). No
entanto, podemos observar que a coluna de A correspondente à coluna de
R que contém o pivô, isto é, o vector(2,−1), gera EC(A).
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2) O menor número de vectores necessários para gerar EL(A) é igual à carac-
terı́stica da matriz A. Além disso, o menor número de vectores necessários
para gerar EC(A) é também igual à caracterı́stica de A.

Certas conclusões deste exemplo são válidas para qualquer matriz como vere-
mos na próxima secção.

Passamos a chamar dimensão do espaço das linhas de uma matriz A à ca-
racterı́stica da matriz. A dimensão do espaço das linhas de A é designada por
dimEL(A).

A igualdade (3.3) pode assim ser reescrita na forma:

Se A é uma matriz p× n, então

dimEL(A) + dimN(A) = n = número colunas de A.

3.3 Independência linear, bases e dimensão
As noções a abordar nesta secção são cruciais na teoria dos espaços lineares. No
sentido de facilitar a sua compreensão recorremos frequentemente aos espaços
lineares R2 e R3 para obter uma interpretação geométrica.

No Capı́tulo 1 vimos que para gerar R2 são precisos no mı́nimo dois vecto-
res, porém não servem dois quaisquer vectores já que, por exemplo, dois vecto-
res colineares não geram R2 mas sim uma recta. Da mesma forma, para gerar
R3 são necessários 3 vectores que não sejam coplanares. Em ambos os casos é
necessário escolher vectores que designamos por vectores linearmente indepen-
dentes. A questão que se coloca é a de saber qual é o menor número de vectores
necessários para gerar um dado espaço linear. A este número chama-se dimensão
do espaço linear.

Como veremos, fixada uma base num espaço linear real (resp. complexo) de
dimensão finita n, estabelece-se uma correspondência biunı́voca entre vectores
desse espaço e vectores de Rn (resp. de Cn). Esta correspondência biunı́voca
desempenha um papel fundamental no estudo dos espaços lineares de dimensão
finita, como o leitor poderá reconhecer ao longo deste texto.

Subjacente às noções de independência linear, base e dimensão encontra-se a
noção de combinação linear já introduzida no Capı́tulo 1 para vectores do espaço
linear Rn. Estendemos agora as definições de combinação linear e de conjunto
gerador a um espaço linear qualquer.

124



Capı́tulo 3. Espaços Lineares

Definição 3.5. Seja W um espaço linear sobre o corpo K e S =
{v1, v2, . . . , vp} ⊆W .

i) Chama-se combinação linear dos vectores v1, v2, . . . , vp a um vector da
forma

α1v1 + · · ·+ αpvp,

onde α1, . . . ,αp são escalares de K. Aos escalares αi chamamos coefici-
entes da combinação linear.

ii) O conjunto S é linearmente independente se a única solução da equação

α1v1 + · · ·+ αpvp = 0 (3.6)

é α1 = α2 = · · · = αn = 0. Quando S não é linearmente independente
diz-se que é linearmente dependente.

iii) Ao conjunto de todas as combinações lineares de elementos de S chama-
mos espaço gerado por, ou expansão linear de, S, que designamos por
Span(S). Ou seja,

SpanS = {α1v1 + · · ·+ αpvp : α1,α2, . . . ,αp ∈ K} .

Quando um conjunto de vectores é linearmente independente (resp. linear-
mente dependente) também nos referimos aos vectores do conjunto como vectores
linearmente independentes (resp. linearmente dependentes).
Nota 17. 1. Faz-se notar que se S é um subconjunto de um espaço linear

W , então Span(S) é um subespaço linear de W . A demonstração desta
afirmação é exactamente igual à prova apresentada no Exemplo 3.4 para o
caso de subconjuntos de Rn.

2. Saliente-se que no membro direito da equação (3.6), o vector 0 é o vector
zero do espaço linear em causa.

3. Neste livro só consideramos espaços lineares de dimensão finita e por isso
apenas apresentámos a definição de independência linear para um con-
junto finito. Um conjunto infinito de vectores diz-se linearmente dependente
se algum seu subconjunto finito é linearmente dependente, caso contrário
diz-se linearmente independente. A maioria dos resultados que apresenta-
mos para espaços lineares de dimensão finita são igualmente válidos para
espaços lineares de dimensão infinita, com alterações menores.
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Da Proposição 3.1 sabemos que num espaço linear W sobre K se tem α ·0 = 0
para todo o escalar α, e que α · v &= 0 para α &= 0 ∈ K e v &= 0 ∈ W . Por
conseguinte, da definição de independência linear segue:

(i) Um conjunto que contenha o vector zero é linearmente dependente.

(ii) Um conjunto com um único vector não nulo é linearmente independente.

Consideremos alguns exemplos dos conceitos acabados de definir.

Exemplo 3.7. (a) Os vectores u1 =

[

1
2

]

e u2 =

[

5
10

]

são linearmente dependen-

tes, visto que u2 = 5u1, ou seja

5u1 − u2 = 0⇐⇒ 5

[

1
2

]

−
[

5
10

]

=

[

0
0

]

.

Assim, o vector 0 ∈ R2 escreve-se como uma combinação linear de u1 e u2 com
coeficientes não nulos (os coeficientes são 5 e −1).

Realcemos que dois vectores são linearmente dependentes se e só se um vector
é múltiplo do outro (isto é, são colineares).
(b) Os vectores

u1 =





1
2
0



 , u2 =





0
1
1



 , u3 =





1
3
1





são linearmente dependentes já que, u3 = u1 + u2, ou seja

u1 + u2 − u3 =





0
0
0



 .

A igualdade anterior diz-nos que 0 ∈ R3 é uma combinação linear de u1,u2 e u3,
com coeficientes 1, 1 e −1. !

Exemplo 3.8. Como vimos, o conjunto das matrizes reais 2×2 com as operações
usuais de adição de matrizes e multiplicação de matrizes por escalares reais, é
um espaço linear real. O vector zero deste espaço é a matriz nula 2 × 2. Verifi-
quemos se o subconjunto {A1, A2, A3} deste espaço linear é ou não linearmente
independente, onde

A1 =

[

1 2
5 1

]

, A2 =

[

1 0
2 −1

]

, A3 =

[

3 2
9 −1

]

.
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Usando a definição de vectores linearmente independentes, tem-se

α1A1 + α2A2 + α3A3 = 0⇐⇒
[

α1 2α1

5α1 α1

]

+

[

α2 0
2α2 −α2

]

+

[

3α3 2α3

9α3 −α3

]

=

[

0 0
0 0

]

⇐⇒
[

α1 + α2 + 3α3 2α1 + 2α3

5α1 + 2α2 + 9α3 α1 − α2 − α3

]

=

[

0 0
0 0

]

⇐⇒











α1 + α2 + 3α3 = 0
2α1 + 2α3 = 0
5α1 + 2α2 + 9α3 = 0
α1 − α2 − α3 = 0.

Este sistema homogéneo tem soluções não nulas, nomeadamente a solução (α1,α2,α3) =
(1, 2,−1), pelo que o conjunto dado é linearmente dependente. De facto, A1 +
2A2 −A3 é igual à matriz nula.

!

Um subconjunto S = {u1, . . . ,up} de Rn é linearmente independente se a
equação

α1u1 + α2u2 + · · ·+ αpup
︸ ︷︷ ︸

combinação linear de u1, . . . ,up

= 0,

só admite a solução α1 = α2 = · · · = αp = 0. Como o produto de uma matriz A
por um vector x é uma combinação linear das colunas de A (ver Definição 1.11,
pág. 34) a equação anterior é equivalente a

α1u1 + · · ·+ αpup = 0⇐⇒ Ax = 0,

onde A é a matriz cujas colunas são os vectoresu1,u2, . . . ,up e x = (α1,α2, . . . ,αp).
Assim, o subconjunto {u1, . . . ,up} de Rn é linearmente independente se e só se a
única solução do sistema homogéneo Ax = 0 é x = 0. Podemos então enunciar
o seguinte resultado.

Proposição 3.5. Os vectores coluna de uma matriz A são linearmente indepen-
dentes se e só se a única solução do sistema homogéneo Ax = 0 é a solução
nula. Equivalentemente, se e só se N(A) = {0}.
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Exemplo 3.9. 1. Se A é uma matriz quadrada do tipo n×n, então os vectores
coluna de A formam um conjunto linearmente independente se e só se a
caracterı́stica de A é igual a n, uma vez que isto é equivalente ao sistema
homogéneo só ter a solução nula (ver proposições 1.10 e 1.12 nas páginas 59
e 62).

2. Se A é uma matriz com mais colunas do que linhas, o sistema Ax = 0 tem
mais incógnitas que equações. Neste caso os vectores coluna de A formam
um conjunto linearmente dependente uma vez que o sistema Ax = 0 é inde-
terminado (a caracterı́stica de A é no máximo igual ao número de equações
do sistema, portanto existem incógnitas livres). Assim, qualquer subcon-
junto de Rn com cardinalidade superior a n é linearmente dependente, visto
que se colocarmos os vectores deste conjunto numa matriz, por colunas, a
matriz terá mais colunas que linhas.

!

Sublinhe-se que enquanto a independência linear de vectores de Rn se tra-
duz no estudo de um sistema homogéneo de equações lineares, noutros espaços
lineares a equação (3.6) não é necessariamente um sistema. Ou seja, enquanto
que para estudarmos a independência linear de vectores de Rn podemos conside-
rar a matriz A cujas colunas são estes vectores e estudar as soluções do sistema
Ax = 0, o mesmo não acontece noutros espaços lineares onde teremos de recorrer
à definição (ver Exemplo 3.8) ou a resultados que obteremos a seguir.

Proposição 3.6. Um conjunto S = {v1, v2, . . . , vp} com p > 1 vectores dis-
tintos, é linearmente dependente se e só se pelo menos um dos vectores de S é
combinação linear dos outros (p− 1) vectores de S.

Demonstração.(=⇒): O conjunto S = {v1, v2, . . . , vp} é linearmente dependente
se e só se a equação α1v1 + · · ·+ αpvp = 0 é satisfeita com pelo menos um
dos α’s não nulo. Suponhamos que αi &= 0. São válidas as equivalências:

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αpvp = 0
⇐⇒ αivi = −α1v1 − · · ·− αi−1vi−1 − αi+1vi+1 − · · ·− αpvp
⇐⇒ vi = −

α1

αi
v1 − · · ·−

αi−1

αi
vi−1 −

αi+1

αi
vi+1 − · · ·−

αp

αi
vp.

︸ ︷︷ ︸

combinação linear de v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vp

Isto é, vi é uma combinação linear de vectores de S, distintos de vi.
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(⇐=): Se um dos vectores de S, digamos vi, é uma combinação linear dos outros
vectores de S, então tem-se

vi = α1v1 + · · ·+ αi−1vi−1 + αi+1vi+1 + · · ·+ αpvp ⇐⇒
α1v1 + · · ·− vi + · · ·+ αpvp = 0.

Os coeficientes da combinação linear da equação anterior não são todos nu-
los (o coeficiente de vi é igual a (−1)), e portanto o conjunto S é linearmente
dependente.

A Proposição 3.6 garante que um conjunto é linearmente independente se ne-
nhum dos vectores do conjunto é combinação linear de outros vectores do con-
junto.

Exemplo 3.10. As Figuras 3.2 ilustram exemplos de conjuntos linearmente inde-
pendentes e dependentes.

(a)

x

y

1

1

e1

e2

αe2

b

βe1

x

y

b v1

v2

βv2

αv1 (b)

(c)

x

y

b

v1

v2

Figura 3.2: (a) Qualquer vector b ∈ R2 é combinação linear de e1 = (1, 0) e
e2 = (0, 1); (b) O vector b é combinação linear de v1 e v2; (c) b não é combinação
linear de v1 e v2.

Fig. 3.2-(a): Conjuntos linearmente independentes: {e1}, {e2}, {βe1}, {αe2}, {b},
{e1, e2}, {e1,αe2}, {βe1, e2}, {e1,b}, {e2,b}, {βe1,b}, {αe2,b}, {αe2, βe1},
etc.
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Conjunto linearmente dependente: {e1, e2,b}.

Fig. 3.2-(b): Conjuntos linearmente independentes: {v1}, {v2}, {b}, {v1,v2}, {v1,b}
e {v2,b}.
Conjunto linearmente dependente: {v1,v2,b}.

Fig. 3.2-(c): Conjuntos linearmente independentes: {v1}, {v2}, {v1,b} e {v2,b}.
Conjunto linearmente dependente: {v1,v2}.

!

Vimos, na página 122, que ao removermos de um subconjunto S de Rn vec-
tores que sejam combinações lineares de outros vectores do conjunto, o conjunto
resultante ainda gera o mesmo espaço linear que o conjunto S. Este resultado é
válido em qualquer espaço linear. Ou seja, removendo de um dado conjunto line-
armente dependente, vectores que sejam combinações lineares de outros vectores
do conjunto, o conjunto resultante e o conjunto dado geram o mesmo subespaço
linear, conforme se enuncia na proposição a seguir.

Proposição 3.7. Seja S = {v1, . . . , vp} um subconjunto linearmente dependente
de um espaço linear W e vk um vector de S que é combinação linear de vectores
de S, distintos de vk.

O conjunto S e o conjuntoS ′ obtido de S removendo vk, isto é, S ′ = S\{vk},
geram o mesmo subespaço linear. Isto é,

SpanS ′ = SpanS.

Demonstração. A demonstração é inteiramente análoga à prova apresentada na
página 122 para subconjuntos de Rn.

Exemplo 3.11. Sejam v1, v2, v3 e v4 vectores não nulos de um espaço linear e
V = Span{v1, v2, v3, v4}. Suponhamos que os vectores vi verificam as relações:

(a) v1 + 2v2 = 0 (b) v1 − v2 + v3 = 0 (c) v4 ∈ Span{v1, v2, v3}.

Determinemos um subconjunto de {v1, v2, v3, v4}, com o menor número possı́vel
de vectores que gere V .

Da última proposição sabemos que se removermos de um conjunto um vec-
tor que seja combinação linear de outros vectores do conjunto, o novo conjunto
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ainda gera o mesmo espaço linear. Assim, da alı́nea (c) sabemos que v4 é uma
combinação linear de v1, v2, v3, logo V = Span{v1, v2, v3, v4} = Span{v1, v2, v3}.
De igual modo, a alı́nea (b) diz-nos que v3 = v2−v1, ou seja, v3 é uma combinação
linear de v2 e v1, e portanto V = Span{v1, v2, v3} = Span{v1, v2}. Finalmente,
por (a), o vector v2 é combinação linear de v1 e portanto

V = Span{v1, v2} = Span{v1}.

Claramente o subespaço V não pode ser gerado por menos do que um vector. !

Apresentamos a seguir a noção de base.

Definição 3.6. Base
Um subconjunto (finito) B de um espaço linear W &= {0} diz-se uma base

de W se são verificadas as duas condições seguintes.

1. B é linearmente independente.

2. B gera W , isto é, Span(B) = W .

Nota 18. Uma base nunca pode conter o vector zero do espaço já que, qual-
quer conjunto que contenha este vector é linearmente dependente (ver quadro na
página 126).

Exemplo 3.12. Para os vectores representados na Figura 3.2-(a)-(c) (pág. 129)
podemos formar as seguintes bases de R2.

(a) {e1, e2}, {e1,αe2}, {βe1, e2}, {e1,b}, {e2,b}, {βe1,b}, {αe2,b}, {αe2, βe1},
etc.

(b) {v1,v2}, {v1,b} e {v2,b}.

(c) {v1,b} e {v2,b}.

!

Exemplo 3.13. Consideremos os vectores de R3 representados na Figura 3.3- (a).

Os três vectores e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) e e3 = (0, 0, 1) formam o que
se designa por base canónica de R3. De facto, qualquer vector de R3 é uma
combinação linear destes três vectores, já que

x = (x1, x2, x3) = x1(1, 0, 0) + x2(0, 1, 0) + x3(0, 0, 1) = x1e1 + x2e2 + x3e3.
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v3

v3

xxx

yyy

1

1

1

zzz

(a) (b) (c)

v1
v1

v2

v2

Figura 3.3: (a) Base canónica deR3: {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}; (b) {v1,v2,v3}
é uma base de R3; (c) {v1,v2,v3} não é uma base de R3.

Além disso, {e1, e2, e3} é linearmente independente, uma vez que

αe1 + βe2 + γe3 = 0⇐⇒ α(1, 0, 0) + β(0, 1, 0) + γ(0, 0, 1) = (0, 0, 0)

⇐⇒ (α, β, γ) = (0, 0, 0).

Por conseguinte, o conjunto {e1, e2, e3} é linearmente independente e gera R3.
Na Figura 3.3-(b) os vectores v1,v2 e v3 formam uma base de R3. Na Fi-

gura 3.3-(c) os vectores v1,v2 e v3 não formam uma base de R3 já que estes três
vectores geram o plano xz e portanto não geram R3, tem-se

Span{v1,v2,v3} = Span{v1,v2}.

!

Exemplo 3.14. 1. O conjunto B = {(1, 2), (0, 1), (2, 5)} não é uma base de
R2, apesar de Span(B) = R2. De facto, B não é linearmente independente
já que (2, 5) = 2(1, 2) + (0, 1).

2. O conjuntoB = {(1, 2)} é linearmente independente (ver quadro na pág. 126)
e não é uma base de R2, já que Span(B) &= R2. De facto, Span(B) é uma
recta que passa pela origem e tem a direcção do vector (1, 2).

3. O conjunto B = {(1, 2), (1, 1)} gera R2 uma vez que os vectores de B não
são colineares. Além disso, B é linearmente independente já que o sistema

α1

[

1
2

]

+ α2

[

1
1

]

=

[

0
0

]

⇐⇒
[

1 1
2 1

] [

α1

α2

]

=

[

0
0

]

,
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só admite a solução trivial (α1,α2) = (0, 0), visto que
∣
∣
∣
∣

1 1
2 1

∣
∣
∣
∣
= −1. Por

conseguinte, B é uma base de R2.
!

Exemplo 3.15. Qualquer vector (x1, x2, . . . , xn) de Rn é combinação linear dos
vectores do conjunto

BC = {(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)} ⊂ Rn,

uma vez que

(x1, x2, . . . , xn) = x1(1, 0, . . . , 0) + x2(0, 1, . . . , 0) + · · ·+ xn(0, 0, . . . , 1).

Os vectores de BC são linearmente independentes já que,

0 = α1(1, 0, . . . , 0) + · · ·+ αn(0, 0, . . . , 1)⇐⇒ (0, . . . , 0) = (α1, . . . ,αn)

⇐⇒ α1 = · · · = αn = 0.

Logo, o conjunto BC é uma base de Rn. A base BC é designada por base
canónica de Rn. !

Como consequência da Proposição 3.7 podemos obter o resultado que se se-
gue.

Proposição 3.8. Seja W &= {0} um espaço linear e S um subconjunto (finito) de
W que gera W . Existe um subconjunto de S que é uma base de W .

Demonstração. Se S é linearmente independente, então S já é uma base de W .
Se S não é linearmente independente, pela Proposição 3.7, podemos ir removendo
vectores de S por forma a obter um subconjunto S ′ ⊂ S que seja linearmente in-
dependente. Se o conjunto S ′ tem um único vector ele é necessariamente não nulo
pois, por hipótese, W &= {0}, e portanto S ′ é conjunto linearmente independente.
Como W = SpanS = SpanS ′ (cf. Proposição 3.7), então S ′ é uma base de
W .

O teorema a seguir é um resultado fundamental na teoria dos espaços lineares
porquanto, desde que se fixe uma base ordenada no espaço linear, ele permitirá
estabelecer uma correspondência biunı́voca entre vectores de um espaço linear
real (resp. complexo) e vectores de Rn (resp. Cn).
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Teorema 3.1. Seja B = {v1, v2, . . . , vn} uma base de um espaço linear W .
Qualquer vector x de W escreve-se, de forma única, como combinação linear

dos vectores da base B. Isto é, existem escalares αi únicos tais que

x = α1v1 + · · ·+ αnvn.

Demonstração. Obviamente que qualquer x ∈ W é uma combinação linear dos
vectores de B já que, por definição de base, o conjunto gerado por B é W . Para
mostrar que esta combinação linear é única vamos supor, por redução ao absurdo,
que existe um vector x ∈ W que se escreve como combinação linear dos vectores
de B de duas formas distintas.

x = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn (3.7)
x = β1v1 + β2v2 + · · ·+ βnvn (3.8)

com αi &= βi para algum i = 1, 2, . . . , n. Subtraindo (3.7) a (3.8) obtemos:

0 = (α1 − β1)v1 + (α2 − β2)v2 + · · ·+ (αn − βn)vn.

Como B = {v1, v2, . . . , vn} é uma base, este conjunto é linearmente indepen-
dente, e portanto a última igualdade só se verifica se (αi − βi) = 0 para todo
i = 1, 2, . . . , n. Isto é, quando αi = βi, o que é uma contradição.

Dada uma base B = {v1, v2, . . . , vn} podemos ordenar os seus vectores. Para
designar que uma base está ordenada usamos parênteses curvos em vez de chave-
tas. Por exemplo, o conjunto B = {(1, 2), (1, 1)} é uma base de R2 que pode ser
ordenado de duas formas distintas. Nomeadamente, podemos considerar as bases
ordenadas B1 = ((1, 2), (1, 1)) e B2 = ((1, 1), (1, 2)).

Definição 3.7. Vector das coordenadas
Seja B = (v1, v2, . . . , vn) uma base ordenada de um espaço linear W . As

coordenadas de um vector x ∈ W na base B são os coeficientes α1,α2, . . . ,αn

da combinação linear

x = α1v1 + α2v2 + · · ·αnvn.

O vector xB = (α1,α2, . . . ,αn) é designado por vector das coordenadas de x
na base (ordenada) B.

Nota 19. 1. Se W é um espaço linear real, então o vector das coordenadas
xB, na definição anterior, é um vector de Rn (mesmo que o espaço linear
não seja Rn) pois neste caso os escalares αi são números reais.
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2. Quando em Rn e Cn, não indicamos o ı́ndice B no vector das coordenadas
supomos que a base B que estamos a considerar é a base canónica do
espaço linear em questão. Esta notação está de acordo com a notação
usada na definição de Rn e de Cn. Ver ainda Exemplo 3.15, na página 133.

3. O Teorema 3.1 garante a unicidade do vector das coordenadas numa base
fixada, para todo o vector x do espaço linear.

Exemplo 3.16. No Exemplo 3.14-3 (pág. 132) vimos que B = {(1, 2), (1, 1)} é
uma base de R2. Esta base pode ser ordenada de duas formas distintas. Sejam
B1 = ((1, 2), (1, 1)) e B2 = ((1, 1), (1, 2)). Determinemos as coordenadas de
x = (10, 4) nas bases ordenadas B1 e B2. Como

(10, 4) = −6(1, 2) + 16(1, 1),

temos xB1 = (−6, 16) e xB2 = (16,−6). !

Exemplo 3.17. Consideremos a base ordenada de R2, B = (b, c) = ((2, 2), (−2, 2))
e o vector v = (10, 6). As coordenadas de v na base B são vB = (4,−1), já que

(10, 6) = α(2, 2) + β(−2, 2) = (2α− 2β, 2α+ 2β)⇐⇒
{

2α− 2β = 10
2α + 2β = 6

⇐⇒ α = 4 e β = −1.

Na Figura 3.4 ilustramos geometricamente este exemplo. !

b

4b

−c

c

1

1

10

6 (10, 6) = 4b− c

Figura 3.4: O vector das coordenadas de v = (10, 6) na base B = (b, c) é
vB = (4,−1). Isto é, v = 4b− c.
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x
x

0

0

b1

b2

2b1

3b2

c1

c2

2c1

2c2

Figura 3.5: Duas bases distintas B = (b1,b2) e B′ = (c1, c2) do mesmo espaço
linear, e as coordenadas do vector x nessas bases: xB = (2, 3) e xB′ = (2, 2).

Exemplo 3.18. Na Figura 3.5 ilustramos a representação do vector x em duas
bases ordenadas distintas, nomeadamente nas bases B = (b1,b2) e B′ = (c1, c2).
O vector das coordenadas de x nestas bases é

xB =

[

2
3

]

e xB′ =

[

2
2

]

,

uma vez que
x = 2b1 + 3b2 e x = 2c1 + 2c2.

!

Exercı́cio 3.2. Considere a base ordenada B = (u, v) de um certo espaço linear.
Sabendo que xB = (1, 2), determine o vector das coordenadas de x nas bases
ordenadas seguintes.

a) B1 = (u, 2v).
b) B2 = (−u, u+ v).
c) B3 = (u− v, u+ v).
d) B4 = (4u, 6v).

Solução: xB1 = (1, 1), xB2 = (1, 2), xB3 = (−1/2, 3/2), xB4 = (1/4, 1/3).
$

É fácil mostrar que fixada uma base ordenada B = (v1, . . . , vn) num espaço
linear W , um subconjunto {u1, . . . , up} de W é linearmente independente se e
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só se o conjunto dos vectores das coordenadas {(u1)B, . . . , (up)B} é linearmente
independente. Para tal, considerem-se as combinações lineares

u1 = β11v1 + · · ·+ β1nvn
u2 = β21v1 + · · ·+ β2nvn
...
up = βp1v1 + · · ·+ βpnvn

(3.9)

Por definição de vector das coordenadas numa certa base, as igualdades anteriores
significam que os vectores das coordenadas de u1, . . . , up na base B são:

(u1)B = (β11, . . . , β1n)
...

(up)B = (βp1, . . . , βpn).

De (3.9) tem-se que α1u1 + · · ·+ αpup = 0 é equivalente a

(α1β11 + · · ·+ αpβp1)v1 + · · ·+ (α1β1n + · · ·+ αpβpn)vn = 0.

Como os vectores v1, . . . , vn são linearmente independentes, da igualdade anterior
segue que α1u1 + · · ·+ αpup = 0 se e só se








α1β11 + · · ·+ αpβp1 = 0
...

α1β1n + · · ·+ αpβpn = 0

⇐⇒ α1






β11
...

β1n




+ · · ·+ αp






βp1
...

βpn




 =






0
...
0






⇐⇒ α1(u1)B + · · ·+ αp(up)B = 0.

Por conseguinte, {u1, . . . , up} é linearmente independente se e só se {(u1)B, . . . ,up)B}
é linearmente independente. Para referência futura enunciamos a seguir o que
acabámos de mostrar.

Proposição 3.9. Fixada uma base ordenada B no espaço linear W , um subcon-
junto {u1, . . . , up} de W é linearmente independente se e só se o conjunto dos
vectores das coordenadas {(u1)B, . . . , (up)B} é linearmente independente.

O teorema que enunciamos a seguir mostra que todas as bases de um espaço
linear têm o mesmo cardinal.

Teorema 3.2. Todas as bases de um espaço linear W têm o mesmo número de
elementos.
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Demonstração. Vamos usar um raciocı́nio por contradição. Sejam B = {v1, v2, . . . , vn}
e B′ = {u1, u2, . . . , up} duas bases de W , e assuma-se que p > n.

Consideremos os vectores das coordenadas (u1)B, (u2)B, . . . , (up)B. Colo-
cando estes vectores numa matriz por colunas obtém-se a seguinte matriz A do
tipo n× p.

A =



(u1)B (u2)B · · · (up)B



 .

Como p > n, o sistema homogéneo Ax = 0 é indeterminado (tem mais incógnitas
que equações) e portanto os vectores coluna de A são linearmente dependentes.
Assim, da Proposição 3.9 tem-se que os vectores u1, . . . , up são linearmente de-
pendentes, e portanto B′ não é uma base, o que é uma contradição.

Para o caso p < n a prova é análoga bastando para tal considerar os vectores
das coordenadas dos vectores de B na base B′.

A dimensão de um espaço linear define-se como o número de elementos de
uma (qualquer) base do espaço.

Definição 3.8. Dimensão
Chama-se dimensão de um espaço linear W ao número de vectores de uma

(qualquer) base do espaço. Designa-se a dimensão de W por dimW .
Se o espaço linear W apenas possui o vector zero, isto é, se W = {0},

convenciona-se que a sua dimensão é igual a zero.

Decorre do Teorema 3.1 que, uma vez fixada uma base ordenada B num
espaço linear real (resp. complexo)W de dimensão n, existe uma correspondência
biunı́voca entre W e Rn (resp. Cn). Esta correspondência associa a cada vector
do espaço linear o seu vector das coordenadas na base fixada. Esquematicamente,

(W,B) espaço linear real de dimensão n ←→ Rn

x ∈ W ←→ xB ∈ Rn.
(3.10)

Nota 20. 1. Refira-se de novo que neste livro apenas se tratam espaços linea-
res de dimensão finita.

Com base nos resultados obtidos, enunciamos a seguir um teorema de grande
utilidade prática. Este teorema aplica-se com frequência quando se pretende deci-
dir se um dado subconjunto de um espaço linear é ou não uma base desse espaço
linear.
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Teorema 3.3. Seja W é um espaço linear de dimensão n ≥ 1, e S é um subcon-
junto de W com p vectores. São verdadeiras as afirmações:

1. Se p > n, então S é linearmente dependente;

2. Se p < n, então S não gera W ;

3. Se S é linearmente independente e p < n, então pode acrescentar-se (n−p)
vectores a S por forma a obter uma base de W ;

4. Se p = n e S é linearmente independente, então S é uma base de W ;

5. Se p = n e S gera W , então S é uma base de W .

Demonstração. 1. Este resultado segue da demonstração do Teorema 3.2.

2. Suponha-se, por absurdo, que S gera W . Se S gera W , pela Proposição 3.8
existe um subconjunto B de S que é uma base de W . Porém a base B tem
no máximo p < n vectores. Logo, B não pode ser uma base já que qualquer
base de W tem n vectores (o que é uma contradição).

3. Seja S = {v1, v2, . . . , vp} linearmente independente com p < n. Pelo item
2, S não gera W , e portanto existe pelo menos um vector u de W que não
pertence ao conjunto gerado por S. Ora o conjunto S ′ = {v1, v2, . . . , vp, u}
também é linearmente independente já que, se na igualdade

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αpvp + αp+1u = 0,

αp+1 não fosse igual a zero, então u = 1
αp+1

(α1v1 + α2v2 + · · ·+ αpvp) era
uma combinação linear de elementos de S, o que contraria a hipótese de u
não pertencer ao conjunto gerado por S.

Se S ′ não tiver n elementos, então podemos repetir o processo, aumentando
S ′ com outro vector não pertencente a SpanS ′, e obter um novo conjunto
linearmente independente. Quando chegamos a um conjunto com n ele-
mentos este conjunto tem necessariamente que gerar W , caso contrário po-
derı́amos acrescentar um novo vector ao conjunto e obter um conjunto com
n + 1 elementos o qual, pelo item 1, seria linearmente dependente. Como
um conjunto linearmente independente que gera W é uma base de W , o
conjunto obtido é uma base de W .
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4. Como se viu na prova do item anterior, se S é linearmente independente e
tem n elementos, então gera W . Logo, S é uma base.

5. Como W &= {0} (já que por hipótese a dimensão de W é pelo menos 1) e
S gera W , a Proposição 3.8 garante que existe um subconjunto B ⊆ S, que
é uma base de W . Como dimW = n, o número de elementos de B é n.
Logo, B = S.

Do teorema anterior conclui-se que um conjunto gerador de um espaço linear
de dimensão n não pode ter menos do que n vectores. Também se conclui que
a dimensão de um espaço linear W é o número máximo de vectores linearmente
independentes existentes num conjunto gerador de W .

Exemplo 3.19. A dimensão de Rn é n já que, como se viu no Exemplo 3.15, uma
base de Rn é a base canónica

BC = {(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)} = {e1, e2, . . . , en}.

!

Exemplo 3.20. Considerem-se os vectores não nulos v1,v2,v3 e v4 de R3. Do
Teorema 3.3 temos:

• {v1,v2,v3,v4} é linearmente dependente uma vez que a dimensão de R3 é
3 (cf. Teorema 3.3-1)).

• {v1,v2} não é uma base de R3 uma vez que não gera R3 (cf. Teorema 3.3-
2)).

• Se S = {v3,v4} é linearmente independente e v2 /∈ SpanS, então {v2,v3,v4}
é uma base de R3 (cf. Teorema 3.3-3)).

!

A finalizar esta secção vamos referir uma importante relação entre a dimensão
da soma de subespaços e a dimensão da sua intersecção. Recorde-se, do Exercı́-
cio 3.1 na página 119, que a soma U + V , do subespaço U com o subespaço V ,
é o conjunto de todas as somas de vectores de U com vectores de V . Saliente-se
ainda que o espaço U + V não é em geral a união U ∪ V , mas contém esta união,
como se pode depreender analisando a Figura 3.6.
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U

U
∩ V

V

0

Figura 3.6: A união e a intersecção de subespaços.

Proposição 3.10. Sejam U e V subespaços de um espaço linear W . Verifica-se
a igualdade:

dim(U + V ) = dimU + dimV − dim(U ∩ V ). (3.11)

Demonstração. Do Exercı́cio 3.1 (pág. 119), sabemos que a intersecção U ∩ V
é um subespaço de W . Seja S = {z1, z2, . . . , zk} uma base de U ∩ V . Como
S ⊆ U e S ⊆ V , o Teorema 3.3 garante que podemos completar S por forma
a obter bases para U e para V . Seja BU = {z1, . . . , zk, x1, . . . xp} uma base
de U e BV = {z1, . . . , zk, y1, . . . yn} uma base de V . Verifiquemos agora que
B = BU ∪ BV é uma base de U + V . É óbvio, a partir da definição de U + V ,
que B é um conjunto gerador para U + V , uma vez que vectores w ∈ U + V são
da forma w = u + v com u ∈ U e v ∈ V . Mostremos agora que B é linearmente
independente.

Se
k
∑

i=1

αizi +
p
∑

j=1

βjxj +
n
∑

r=1

γryr = 0, (3.12)

então
n
∑

r=1

γryr = −

(
k
∑

i=1

αizi +
p
∑

j=1

βjxj

)

∈ U.

Como
∑n

r=1 γryr ∈ V , segue da igualdade anterior que
∑n

r=1 γryr ∈ U ∩ V , e
portanto têm de existir escalares δi tais que

n∑

r=1

γryr =
k∑

i=1

δizi ⇐⇒
n∑

r=1

γryr −
k∑

i=1

δizi = 0.
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Como BV é linearmente independente, segue da equivalência anterior que todos
os γi e δi são nulos. Logo, a equação (3.12) reduz-se a

∑k
i=1 αizi +

∑p
j=1 βjxj =

0. Porém, BU é linearmente independente e portanto a última equação só tem a
solução αi = βj = 0, para todo i, j. Assim, a igualdade (3.12) só é satisfeita
quando os α’s, γ’s e δ’s são todos nulos. Isto é, B é linearmente independente.
Assim, B = BU ∪BV é uma base de U + V . Logo,

dim(U+V ) = k+p+n = (k+p)+(k+n)−k = dimU+dimV −dim(U∩V ).

3.3.1 Bases e dimensão dos quatro subespaços fundamentais
Na Secção 3.2.2 chamámos dimensão do espaço das linhas de uma matriz A e do
núcleo de A, respectivamente, à caracterı́stica de A e ao grau de indeterminação do
sistema Ax = 0. Nesta secção mostramos que essas designações correspondem
de facto às dimensões desses espaços lineares. Aproveitamos ainda para mostrar
que a dimensão do espaço das colunas é igual à dimensão do espaço das linhas.

Teorema 3.4. Seja R uma matriz em escada obtida da matriz A por eliminação
de Gauss, e l1, l2, . . . , lk as linhas não nulas de R. São verdadeiras as afirmações
seguintes.

(a) Uma base B para o espaço das linhas de A é constituı́da pelas linhas não
nulas de R. Isto é, B = {l1, . . . , lk} é uma base de EL(A).

(b) Uma base para o espaço das colunas de A é constituı́da pelas colunas de A
correspondentes às colunas de R que contêm pivôs.

(c) dimEL(A) = dimEC(A) = k.

(d) car(A) = car(AT ) = k.

Demonstração. (a): Da Proposição 3.4 sabemos que as linhas não nulas de R
geram o espaço das linhas deA. Para mostrar que as linhas não nulas de R formam
uma base de EL(A) basta provar que são linearmente independentes. Para tal
considere-se a matriz P constituı́da pelas linhas não nulas de R, respeitando a
ordem pela qual aparecem em R. Aplicando o método de eliminação de Gauss à
matriz transposta de P obtém-se uma matriz em escada com um pivô em todas as
colunas. Assim, a única solução do sistema P Tx = 0 é a solução nula e portanto
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as colunas de P T (isto é, as linhas não nulas de R) são linearmente independentes
(cf. Proposição 3.5, pág. 127).

(b): Aplicando operações elementares à matriz transposta de R é possı́vel
anular as linhas de RT que correspondem às colunas de R sem pivôs. Isto significa
que as colunas de uma matriz em escada que não contêm pivôs são combinações
lineares das colunas com pivô à sua esquerda. Assim, como a matriz A e R
têm a mesma caracterı́stica, existem no máximo k = car(A) colunas de A que
são linearmente independentes. Seja R′ a matriz que se obtém de R suprimindo
as colunas sem pivô, e A′ a matriz que se obtém de A suprimindo as colunas
correspondentes às colunas de R sem pivô. Os sistemas R′x = 0 e A′x = 0 têm
as mesmas soluções. Como todas as colunas de R′ têm pivô, o sistema R′x = 0

só possui a solução nula. Logo, a única solução de A′x = 0 é a solução nula, e
portanto as colunas de A′ são linearmente independentes. Conclui-se ainda que

dimEC(A) = car(A) = k.

(c): A igualdade é consequência imediata de (a) e de (b) e do facto da carac-
terı́stica de A ser igual a k.

(d): É consequência imediata de (c), visto que

car(A) = k = dimEC(A) = dimEL(A) = dimEC(AT ) = car(AT ).

Verificamos de seguida que a dimensão do núcleo de uma matriz A é igual ao
grau de indeterminação do sistema Ax = 0.

Teorema 3.5. A dimensão do núcleo de uma matriz A é igual ao grau de
indeterminação do sistema Ax = 0.

Demonstração. Seja A uma matriz p×n. O núcleo de A é o conjunto das soluções
de Ax = 0. Suponha-se que a caracterı́stica de A é igual a k, pelo que o grau de
indeterminação do sistema é (n − k). Isto é, o sistema Ax = 0 tem (n − k)
incógnitas livres. Reordenando (se necessário) as colunas da matriz, o que só
afecta a ordenação das incógnitas, podemos supor que as incógnitas livres são as
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primeiras (n− k) incógnitas. Assim, as soluções do sistema Ax = 0 são











x1
...

xn−k

xn−k+1
...
xn












=












x1
...

xn−k

α11x1 + · · ·α1(n−k)xn−k
...

αn1x1 + · · ·αn(n−k)xn−k












= x1














1
0
...
0
α11

...
αn1














+ x2














0
1
...
0
α12

...
αn2














+ · · ·+ xn−k














0
0
...
1

α1(n−k)
...

αn(n−k)














= x1u1 + x2u2 + · · ·+ xn−kun−k.

Da igualdade anterior resulta que N(A) = Span{u1,u2, . . . ,un−k}. Para mos-
trar que a dimensão do núcleo é (n − k), basta provar que o conjunto S =
{u1,u2, . . . ,un−k} é linearmente independente, ou seja, que S forma uma base
para N(A). Este conjunto é obviamente linearmente independente já que, o sis-
tema Px = 0, onde P é a matriz cujas colunas são u1,u2, . . . ,un−k (por esta
ordem), só tem a solução nula (ver Proposição 3.5). Por conseguinte, S é uma
base de N(A), e a dimensão de N(A) coincide com o grau de indeterminação de
Ax = 0, que é igual a (n− k).

Como consequência imediata deste teorema e do facto da soma da carac-
terı́stica de uma matriz A com o grau de indeterminação do sistema Ax = 0 ser
igual ao número de colunas de A, tem-se o importante teorema sobre as dimensões
dos quatro subespaços fundamentais associados a uma matriz.

Teorema 3.6. Teorema da dimensão para matrizes
Seja A uma matriz p× n. Verificam-se as igualdades

a) dimEL(A) + dimN(A) = n = número de colunas de A.
b) dimEC(A) + dimN(AT ) = p = número de linhas de A.
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Demonstração. A alı́nea a) é exactamente a igualdade (3.3) onde se substituiu
car(A) por dimEL(A).

Como a igualdade da alı́nea a) é válida para qualquer matriz, em particular é
válida para AT . Ou seja,

dimEL(AT ) + dimN(AT ) = p,

uma vez que p é igual ao número de colunas de AT . Assim, o resultado b) segue
da igualdade anterior e do facto de EL(AT ) = EC(A).

Para finalizar esta secção, vamos relacionar as dimensões de U+V e de U∩V
com as dimensões do espaço das colunas e do núcleo de uma matriz, no caso em
que U e V são subespaços de Rn.

Sejam BU e BV bases, respectivamente, dos subespaços U ⊂ Rn e V ⊂ Rn

dadas por

BU = {u1,u2, . . . ,uk} BV = {v1,v2, . . . ,vp}.

Relembremos que

U + V = {x = u+ v : u ∈ U e v ∈ V } ⊂ Rn

U ∩ V = {y : y ∈ U e y ∈ V } ⊂ Rn.

Assim, como BU e BV são bases, respectivamente, de U e de V , qualquer vector
u ∈ U e v ∈ V é uma combinação linear dos vectores da base do espaço linear
respectivo. Logo,

x ∈ U + V ⇐⇒ x = α1u1 + · · ·+ αkuk + β1v1 + · · ·+ βpvp

y ∈ U ∩ V ⇐⇒ y = α1u1 + · · ·+ αkuk = β1v1 + · · ·+ βpvp,

para alguns αi, βi ∈ R. Destas equivalências podemos concluir:

U + V = Span{u1, . . . ,uk,v1, . . . ,vp}
y ∈ U ∩ V =⇒ α1u1 + · · ·+ αkuk − (β1v1 + · · ·+ βpvp) = 0. (3.13)

Consideremos agora uma matriz A cujas colunas são os vectores da base de U
juntamente com os da base de V :

A =



u1 · · · uk v1 · · · vp



 .
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É óbvio que EC(A) = Span{u1, . . . ,uk,v1, . . . ,vp}, e portanto uma base para
U + V é uma base para o espaço das colunas de A. Logo, uma base para U + V
é constituı́da pelas colunas de A correspondentes às colunas com pivô de uma
matriz em escada por linhas obtida de A por eliminação de Gauss. Assim,

dim(U + V ) = dimEC(A) = car(A).

Além disso, por construção da matriz A, o número de colunas de A satisfaz as
igualdades

Número de colunas de A = k + p = dimU + dimV.

Do Teorema da dimensão para matrizes (Teorema 3.6) e do Teorema 3.4, tem-se

Número de colunas de A = dimEC(A) + dimN(A). (3.14)

Da Proposição 3.10 sabemos que

dimU + dim V = dim(U + V ) + dim(U ∩ V ).

Tendo em conta que dim(U + V ) = dimEC(A) e que o número de colunas de A
é igual a dimU + dimV , da igualdade (3.14) obtém-se

dimU + dimV
︸ ︷︷ ︸

número de colunas de A

= dim(U + V )
︸ ︷︷ ︸

dimEC(A)

+dim(U ∩ V )⇐⇒ dim(U ∩ V ) = dimN(A).

Nota 21. Apesar de U ∩ V e N(A) terem a mesma dimensão, estes subespaços
não são em geral iguais. Note-se que U ∩ V ⊂ Rn e N(A) ⊂ Rk+p. Para
determinar U ∩ V podemos usar a equação (3.13) como se exemplifica a seguir.

Exemplo 3.21. Determinemos bases para U + V e U ∩ V , onde U e V são os
subespaços

U = Span {(0, 0, 1), (1,−1, 2)} V =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : x = y − z

}

.

Como se verifica facilmente, os vectores u1 = (0, 0, 1) e u2 = (1,−1, 2) são
linearmente independentes e portanto formam uma base para U . Como,

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x = y − z
}

= {(y − z, y, z) : y, z ∈ R}
= {y(1, 1, 0) + z(−1, 0, 1) : y, z ∈ R} = Span {(1, 1, 0), (−1, 0, 1)} ,
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e os vectores v1 = (1, 1, 0) e v2 = (−1, 0, 1) são linearmente independentes,
estes vectores formam uma base de V .

Construa-se a matriz A cujas colunas são os vectores v1,v2,u1 e u2, isto é, as
colunas de A são vectores de uma base de V e de uma base de U . Aplicando o
método de eliminação de Gauss a esta matriz, obtém-se

A =





1 −1 0 1
1 0 0 −1
0 1 1 2



→





1 −1 0 1
0 1 0 −2
0 0 1 4



 = R.

Assim, uma base de EC(A), e portanto do subespaço U + V , é {v1,v2,u1}.
Logo, dim(U + V ) = 3. Além disso, podemos já concluir qual é a dimensão
de U ∩ V , uma vez que esta dimensão é igual à dimensão do núcleo de A. Do
Teorema da dimensão para matrizes, tem-se dimN(A) = 4− carA = 4− 3 = 1.
Determinemos agora uma base para U ∩ V . Os vectores y ∈ U ∩ V são vectores
da forma

y = α1u1 + α2u2 = β1v1 + β2v2

⇐⇒ β1v1 + β2v2 − α1u1 − α2u2 = 0

⇐⇒ Aw = 0⇐⇒ Rw = 0 com w = (β1, β2,−α1,−α2).

Resolvendo o sistema Rw = 0, obtém-se

α1 = −4α2, β2 = −2α2, β1 = β2 + α2 = −α2.

Consequentemente, os vectores y ∈ U ∩ V satisfazem:

y = α1u1 + α2u2 = α2(u2 − 4u1) = α2(1,−1,−2)
e
y = β1v1 + β2v2 = −α2(v1 + 2v2) = α2(1,−1,−2).

Logo, uma base para U ∩ V é {(1,−1,−2)}, confirmando-se assim que dimU ∩
V = 1. !

3.3.2 Caracterı́stica e sistemas de equações lineares
Nesta secção reformulamos alguns resultados obtidos para espaços lineares em
termos de sistemas de equações lineares. Neste contexto, a noção de caracterı́stica
de uma matriz é fundamental, sendo por isso importante entender este conceito
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sob diferentes pontos de vista. Historicamente, a caracterização da caracterı́stica
de uma matriz apresentada na Proposição 3.12 abaixo, foi a definição adoptada
por G. Frobenius2 em 1879. Esta proposição estabelece que a caracterı́stica de
uma matriz pode ser determinada com recurso ao cálculo de determinantes de
submatrizes.

Começamos por estabelecer um lema cujo resultado será usado nas demons-
trações das proposições 3.11 e 3.12.

Lema 3.1. Se A é uma matriz p× n, e P e Q são matrizes invertı́veis de ordem
p e n respectivamente, satisfazendo a igualdade

PAQ = B,

então car(A) = car(B).

Demonstração. Comecemos por mostrar que dada uma matriz invertı́vel P , as
matrizes PA e A têm a mesma caracterı́stica.

Do Teorema 1.4 (pág. 57) sabemos que qualquer matriz invertı́vel é um pro-
duto de matrizes elementares, logo P é um produto de matrizes elementares.
Como a multiplicação (à esquerda) de uma matriz por matrizes elementares não
altera a sua caracterı́stica, resulta que

car(PA) = car(A), para qualquer P invertı́vel. (3.15)

Uma vez que a transposição de matrizes não altera a caracterı́stica (cf. Teo-
rema 3.4-(d)), tem-se

car(AQ) = car(AQ)T = car(QTAT ) = car(AT ) = car(A), (3.16)

onde na penúltima igualdade aplicámos (3.15). Por conseguinte, de (3.15) e
(3.16), resulta

car(B) = car(PAQ) = car(P (AQ)) = car(AQ) = car(A).

2Ferdinand Georg Frobenius (1849 – 1917), matemático alemão com inúmeras contribuições
na área de equações diferenciais. No âmbito da álgebra linear, refira-se que Frobenius apresentou
a primeira demonstração do Teorema de Cayley-Hamilton que abordaremos no próximo capı́tulo.
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Proposição 3.11. Forma normal de uma matriz de caracterı́stica k
Seja A uma matriz de caracterı́stica k. Existem matrizes invertı́veis P e Q

tais que

PAQ =

[

Mk×k 0

0 0

]

,

onde Mk×k é uma submatriz de A de ordem k, invertı́vel, e 0 designa matrizes
nulas.

Demonstração. Seja A uma matriz do tipo p× n. Sendo car(A) = k, a matriz A
tem k linhas e k colunas linearmente independentes. Podemos pois efectuar su-
cessivas trocas de linhas em A e colocar k linhas linearmente independentes nas
primeiras k linhas de uma matriz. Isto corresponde a multiplicar A, à esquerda,
por uma matriz invertı́vel (igual ao produto de matrizes de permutação corres-
pondentes às trocas de linhas efectuadas). Em seguida podemos usar operações
elementares sobre a matriz construı́da para reduzir a linhas nulas todas as linhas
abaixo da linha k. Designemos por P a matriz (invertı́vel) igual ao produto de
matrizes elementares correspondentes às operações elementares efectuadas (troca
de linhas e redução de linhas a linhas nulas). Assim,

PA =

[

Uk×n

0

]

= R, (3.17)

onde a matriz Uk×n, do tipo k × n, possui k colunas linearmente independentes,
uma vez que, pelo Lema 3.1, se tem car(R) = car(PA) = car(A) = k.

A matriz RT =
[

UT
k×n 0

]

=
[

Wn×k 0
]

tem portanto k linhas linearmente
independentes. Assim, usando o mesmo argumento que anteriormente, podemos
colocar k linhas linearmente independentes de W nas primeiras k linhas e depois
reduzir a linhas nulas as linhas abaixo dessas primeiras k linhas. Tal corresponde
à existência de uma matriz invertı́vel N , verificando

NRT =

[

Vk×k 0
0 0

]

.

Logo, como N é invertı́vel, a igualdade anterior é equivalente a

RT = N−1

[

Vk×k 0
0 0

]

⇐⇒ R =

[

V T
k×k 0
0 0

]

(N−1)T .

Da expressão (3.17), tem-se

PA = R =

[

V T
k×k 0
0 0

]

(N−1)T ⇐⇒ PANT =

[

V T
k×k 0
0 0

]

,
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onde na equivalência anterior usámos o facto (N−1)T = (NT )−1 (ver Exercı́cio 2.6,
pág. 103). A matriz V T

k×k é uma submatriz de A uma vez que foi obtida de A su-
primindo linhas e colunas (linearmente dependentes). Além disso, pelo Lema 3.1,
tem-se car(V T

k×k) = car(A) = k, pelo que V T
k×k é invertı́vel (cf. Proposição 1.12,

pág. 62). Tomando Q = NT e Mk×k = V T
k×k, obtemos o resultado enunciado.

Nota 22. Uma submatriz M como a do enunciado da proposição anterior pode
obter-se do seguinte modo: (i) reduzir A a uma matriz em escada por linhas T ;
(ii) suprimir em T as linhas nulas e as colunas sem pivô, obtendo-se assim uma
matriz quadrada; (iii) TomarM igual à matriz que se obtém suprimindo em A as
linhas e as colunas correspondentes às linhas e colunas que foram suprimidas em
T .

A proposição que enunciamos a seguir estabelece que a caracterı́stica de uma
matriz pode obter-se calculando determinantes de submatrizes.

Proposição 3.12. A caracterı́stica de uma matriz A, do tipo p × n, é igual à
ordem da maior submatriz de A invertı́vel.

Isto é, se car(A) = k, então existe pelo menos uma submatriz de A invertı́vel
de ordem k e não existem outras submatrizes invertı́veis de ordem superior.

Demonstração. Se car(A) = k, pela Proposição 3.11 existem matrizes invertı́veis

P e Q tais que PAQ =

[

Mk×k 0

0 0

]

, onde Mk×k é uma submatriz de A (de ordem

k) invertı́vel.
Falta mostrar que não existe nenhuma submatriz (quadrada) de A de ordem

superior a k que seja invertı́vel. Para tal, suponha-se por absurdo que W é uma
submatriz de A invertı́vel de ordem superior a k. Usando troca de linhas e de
colunas, podemos determinar duas matrizes invertı́veis P e Q, tais que o produto
PAQ tem a forma

PAQ =

[

W X
Y Z

]

.

Considere-se as matrizes em blocos E =

[

I 0
−YW−1 I

]

, F =

[

I −W−1X
0 I

]

e

S = Z − YW−1X , onde I designa a matriz identidade. Calculando o produto
EPAQF de matrizes em blocos como se indica na Secção 1.6, tem-se

EPAQF =

[

W 0
0 S

]

.
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Uma vez que as matrizes E, P,Q e F são invertı́veis, EP e QF também o são.
Logo, usando o Lema 3.1 resulta

car(EPAQF ) = car(A) = car

([

W 0
0 S

])

≥ car(W ) > k.

Tem-se portanto a contradição car(A) > k.

Exercı́cio 3.3. Verifique que as matrizes E, F,Q e P na demonstração anterior
possuem os tamanhos adequados para efectuar o produto EPAQF . Para tal, co-
mece por fixar o tamanho de W . $

Exemplo 3.22. Usemos a proposição anterior para determinar a caracterı́stica de

A =





1 3 2
2 6 4
1 1 1



 .

Como det(A) = 0, a caracterı́stica de A não é 3. Consideremos, por exemplo,

a submatriz M =

[

1 3
1 1

]

que se obtém de A suprimindo a linha 2 e a coluna

3. A matriz M tem determinante igual a −2, e portanto é invertı́vel. Logo, a
caracterı́stica de A é 2.

Na demonstração do Teorema 3.4 a submatriz M é obtida de A suprimindo co-
lunas e linhas dependentes. Além disso, M tem linhas e colunas linearmente inde-
pendentes (M é invertı́vel). Podemos portanto concluir que os conjuntos {l1, l3}
e {c1, c2}, onde li e ci designam respectivamente a linha i e a coluna i de A,
são linearmente independentes (como facilmente se confirma uma vez que são
conjuntos de dois vectores não colineares). !

Sistemas de equações lineares

Reformulamos agora em termos de sistemas de equações lineares alguns dos re-
sultados obtidos para espaços lineares.

Como é sabido (Proposição 1.3), tem-se a equivalência

Ax = b é possı́vel⇐⇒ b é combinação linear das colunas deA.

Ou seja, um sistema Ax = b é possı́vel se e só se b ∈ EC(A).
Por outro lado, a Proposição 1.1 diz-nos que car(A) = car([A |b]) se e só se

o sistema Ax = b é possı́vel. Podemos portanto enunciar o seguinte resultado.
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Proposição 3.13. Para um sistema linear Ax = b são equivalentes as
afirmações:

(a) Ax = b é possı́vel.

(b) b pertence ao espaço das colunas de A, isto é, b ∈ EC(A).

(c) A caracterı́stica de A e da matriz aumentada [A |b] são iguais.

Proposição 3.14. Seja A uma matriz p × n. As afirmações seguintes são equi-
valentes.

(a) Ax = 0 só admite a solução x = 0.

(b) N(A) = {0}.

(c) As colunas de A são vectores linearmente independentes.

(d) Qualquer que seja b ∈ Cp, o sistema Ax = b admite no máximo uma
solução (pode não admitir nenhuma).

Demonstração. As equivalências (a) ⇐⇒ (b) ⇐⇒ (c) são o enunciado da Pro-
posição 3.5.

Mostremos agora a equivalência (a)⇐⇒ (d):

(a)⇒ (d) : O sistema Ax = b é possı́vel ou impossı́vel. Se é possı́vel, pode ter uma
ou mais soluções. Sejam u e v soluções distintas do sistema. Temos de
mostrar que se Au = b e Av = b, então u = v. Mas

Au− Av = 0⇐⇒ A(u− v) = 0,

ou seja, (u−v) é solução de Ax = 0. Como, por hipótese, a única solução
do sistema Ax = 0 é a solução nula, resulta u − v = 0. Assim, o sistema
Ax = b admite no máximo uma solução.

(d)⇒ (a) : Se Ax = b admite no máximo uma solução, qualquer que seja b ∈ Rp, em
particular Ax = 0 admite no máximo uma solução. Como x = 0 é sempre
solução de Ax = 0, temos (a).

A proposição a seguir é uma consequência imediata de vários resultados ante-
riores, ficando por isso a sua demonstração como exercı́cio.
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Proposição 3.15. Seja A uma matriz n × n. São equivalentes as afirmações
seguintes.

(a) A é invertı́vel.

(b) det(A) &= 0.

(c) N(A) = {0}.

(d) As colunas de A formam uma base de Cn.

(e) As linhas de A formam uma base de Cn.

(f) Todo o b ∈ Cn pertence a EC(A).

Finalizamos esta secção com um resultado elementar mas de grande utilidade
prática na resolução de equações lineares.

Teorema 3.7. A solução geral de um sistema não homogéneo, Ax = b, é a soma
da solução geral do sistema homogéneo associado, Ax = 0, com uma solução
particular de Ax = b. Ou seja, qualquer solução de Ax = b é da forma

x = xp + xh,

onde xh é uma solução de Ax = 0 e xp é uma solução de Ax = b.

Demonstração. Seja xp um vector tal que Axp = b Então, x é solução do sistema
não homogéneo se e só se (x− xp) pertence ao núcleo de A, uma vez que A(x−
xp) = Ax − Axp = b − b = 0. Assim, as soluções do sistema não homogéneo
são obtidas adicionando a xp todas as soluções de Ax = 0.

No exemplo que apresentamos a seguir ilustramos como a aplicação do método
de eliminação de Gauss ao sistema Ax = b nos fornece a solução geral deste
sistema na forma x = xp + xh, onde xp e xh designam, respectivamente, uma
solução particular de Ax = b e a solução geral do sistema homogéneo associado.

Exemplo 3.23. Considere-se o sistema
{

x− y + 2z = 1
x+ 2y − z = 2.
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Geometricamente, temos dois planos em R3 que se intersectam segundo uma
recta. Assim, uma solução particular do sistema é um ponto desta recta. Pretende-
mos escrever a solução geral do sistema como a soma de uma solução particular
com a solução geral do sistema homogéneo associado.

Apliquemos o método de eliminação de Gauss para determinar a solução geral
do sistema na forma x = xp + xh.

[

1 −1 2 1
1 2 −1 2

]

L2−L1−→
[

1 −1 2 1
0 3 −3 1

]

= R

A matriz em escada por linhas R diz-nos que o sistema tem uma variável livre que
vamos escolher como sendo a variável associada à coluna que não possui pivô, ou
seja, tomamos z como variável livre. A solução geral do sistema é então dada por

x = (x, y, z) =

(
4

3
− z,

1

3
+ z, z

)

=

(
4

3
,
1

3
, 0

)

+ z(−1, 1, 1). (3.18)

É claro que uma solução particular de Ax = b pode ser obtida da solução
geral deste sistema fazendo, por exemplo, as variáveis livres iguais a zero. Ou
seja, de (3.18), podemos tomar

xp = (4/3, 1/3, 0).

Além disso, o sistema homogéneo associado, Ax = 0, tem solução geral igual à
solução geral do sistema Rx = 0 que facilmente se verifica ser

xh = z(−1, 1, 1).

Assim, (3.18) exprime a solução geral de Ax = b na forma pretendida.
O núcleo da matriz dos coeficientes do sistema (ou seja, a solução geral xh)

é uma recta que passa pela origem e a solução geral do sistema não homogéneo
(isto é, xp + xh) é uma recta que não passa pela origem. A recta correspondente
à solução geral do sistema não homogéneo obtém-se adicionando o vector xp à
recta correspondente ao núcleo da matriz dos coeficientes. Uma ilustração deste
resultado é apresentada na Figura 3.7. Saliente-se ainda que, enquanto o conjunto
solução geral de um sistema homogéneo (isto é, o núcleo de uma matriz) é um
subespaço linear de Cn, o mesmo não acontece com a solução geral de um sistema
não homogéneo (o vector nulo não pertence ao conjunto das soluções). !
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0

xp

soluções de Ax = 0

soluções de Ax = b

xh

x = xp + xh

Figura 3.7: A solução geral de um sistema não homogéneo.

3.4 Matriz de mudança de base

Como vimos (pág. 138 e Teorema 3.1), existe uma correspondência biunı́voca
entre vectores de um espaço linear W e os respectivos vectores das coordenadas
numa base ordenada fixada em W . Se fixarmos duas bases ordenadas distintas
B e B′ num espaço linear W , então qualquer vector x ∈ W é representado por
dois vectores distintos xB e xB′ . A questão que naturalmente se coloca é a de
saber qual a relação entre os vectores das coordenadas xB e xB′ que representam
o mesmo vector em bases distintas. Trata-se pois de um problema de mudança de
coordenadas, porventura já familiar ao leitor noutros contextos.

Como veremos, fixadas duas bases ordenadas num espaço linear, existe uma
matriz invertı́vel que relaciona as coordenadas de um qualquer vector numa das
bases com as suas coordenadas na outra base. Ou seja, para todo o vector x ∈
W , existe uma matriz invertı́vel M tal que xB′ = MxB . A matriz M recebe a
designação de matriz de mudança de base.

Sejam B = (v1, v2, . . . , vn) e B′ duas bases ordenadas do espaço linear W e
x um qualquer vector de W cujos vectores das coordenadas nas bases B e B′ são
xB e xB′ . Comecemos por mostrar que, se existe uma matriz invertı́vel M que
verifica

xB′ = MxB, para todo x ∈ W, (3.19)

então esta matriz é única. Para tal considere-se matrizes invertı́veis M e S que
verificam (3.19), isto é, tais que MxB = xB′ = SxB para todo x ∈ W . Em
particular, para os vectores da base B, tem-se

S−1M(v1)B = (v1)B, S−1M(v2)B = (v2)B, . . . , S
−1M(vn)B = (vn)B.

(3.20)
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Os vectores das coordenadas de v1, v2, . . . vn na base B são:

v1 = 1× v1 + 0× v2 + · · ·+ 0× vn " (v1)B = (1, 0, 0, . . . , 0) = e1

v2 = 0× v1 + 1× v2 + · · ·+ 0× vn " (v2)B = (0, 1, 0, . . . , 0) = e2

vn = 0× v1 + 0× v2 + · · ·+ 1× vn " (vn)B = (0, 0, 0, . . . , 1) = en.

Logo, as relações (3.20) são equivalentes a

S−1Me1 = e1, S−1Me2 = e2, . . . , S−1Men = en.

Destas igualdades, e da Definição 1.12 (pág. 39) de produto de matrizes, resulta

S−1MIn = In,

onde In é a matriz identidade de ordem n. Como S−1M = In, multiplicando por
S ambos os membros desta igualdade obtém-se S = M conforme pretendido.

Determinemos agora a matriz M que satisfaz (3.19). Se M verifica (3.19) para
todo x ∈ W , em particular satisfaz esta relação para os vectores que formam a
base B, ou seja,

(v1)B′ = M(v1)B = Me1 = coluna 1 deM
(v2)B′ = M(v2)B = Me2 = coluna 2 deM

...
(vn)B′ = M(vn)B = Men = coluna n deM.

Logo, M é a matriz cujas colunas são os vectores das coordenadas na base B′ dos
vectores da base B. Isto é,

M =



(v1)B′ (v2)B′ · · · (vn)B′



 . (3.21)

Verifiquemos agora que M é invertı́vel. A matriz M tem colunas linearmente
independentes uma vez que, sendo os vectores v1, . . . , vn linearmente indepen-
dentes (são vectores de uma base) os vectores (v1)B′, (v2)B′ , . . . , (vn)B′ também
o são (cf. Proposição 3.9). Por conseguinte, a Proposição 3.15 garante que M é
invertı́vel.
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Definição 3.9. Matriz de mudança de base
Sejam B e B′ duas bases ordenadas de um espaço linear W . Chama-se ma-

triz de mudança da base B para a base B′, à matriz quadrada invertı́vel M , ou
MB′←B, que verifica:

xB′ = MxB (ou xB′ = MB′←BxB), para todo x ∈ W, (3.22)

onde xB e xB′ são os vectores das coordenadas de x, respectivamente, na base
B e na base B′.

Como a matriz M , de mudança da base B para a base B′, é invertı́vel, multi-
plicando a igualdade xB′ = MxB por M−1 obtém-se xB = M−1xB′ . Logo, da
definição de matriz de mudança de base, tem-se que M−1 é a matriz de mudança
da base B′ para a base B.

Enunciamos no teorema seguinte o que se provou relativamente à forma da
matriz de mudança de base.

Teorema 3.8. Sejam B = (v1, v2, . . . , vn) e B′ duas bases ordenadas de um
espaço linear W . A matriz que efectua a mudança da base B para a base B′ é
a matriz cujas colunas são os vectores das coordenadas na base B′ dos vectores
que formam a base B (respeitando a ordem de B). Isto é,

MB′←B =



(v1)B′ (v2)B′ · · · (vn)B′



 .

A matriz MB′←B é invertı́vel e a sua inversa é a matriz que efectua a mudança
da base B′ para a base B. Ou seja, para todo o vector x ∈ W verifica-se

xB′ = MB′←BxB e xB = M−1
B′←BxB′ = MB←B′xB′ .

Exemplo 3.24. Considerando em R2 as base ordenadas B = ((1, 2), (1, 7)) e
B′ = ((0, 2), (1, 1)), determinemos a matriz M de mudança da base B para a
base B′.

Designemos os vectores da base B por u = (1, 2) e v = (1, 7). Calculemos
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os vectores das coordenadas na base B′ dos vectores u e v.

(1, 2) = α(0, 2) + β(1, 1) = (β, 2α+ β)⇐⇒ β = 1 e 2α + β = 2

⇐⇒ β = 1 e α = 1/2⇐⇒ uB′ = (1/2, 1).

(1, 7) = α(0, 2) + β(1, 1) = (β, 2α+ β)⇐⇒ β = 1 e 2α + β = 7

⇐⇒ β = 1 e α = 3⇐⇒ vB′ = (3, 1).

Assim,

M =

[

1/2 3
1 1

]

=



uB′ vB′



 .

Usemos agora a matriz M para calcular as coordenadas do vector x sabendo que
o vector das coordenadas de x na base B é xB = (2/5, 3/5).

O vector das coordenadas de x na base B′ é:

xB′ = MxB =

[

1/2 3
1 1

] [

2/5
3/5

]

=

[

2
1

]

.

Logo,
x = 2(0, 2) + (1, 1) = (1, 5).

!

Exemplo 3.25. Determinemos a matriz M de mudança da base B = (u1, u2, u3)
para a base B′ = (v1, v2, v3) sabendo que

v1 = u1 − u2 + u3

v2 = u2 − u3

v3 = u1 + u3.
(3.23)

A matrizM é a matriz que tem nas colunas os vectores das coordenadas (u1)B′ , (u2)B′ ,
e (u3)B′ . Calculemos estes vectores. Somando as duas primeiras equações de
(3.23) obtemos u1 = v1+v2. Substituindo esta expressão de u1 na última equação
de (3.23) tem-se u3 = −v1 − v2 + v3. Finalmente, substituindo u3 na segunda
equação obtém-se u2 = v3 − v1. Assim,

u1 = v1 + v2 " (u1)B′ = (1, 1, 0)

u2 = −v1 + v3 " (u2)B′ = (−1, 0, 1)
u3 = −v1 − v2 + v3 " (u3)B′ = (−1,−1, 1).
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Assim,

MB′←B =





1 −1 −1
1 0 −1
0 1 1



 .

Refira-se que das expressões (3.23) é imediato determinar a matriz inversa de
MB′←B , uma vez que M−1

B′←B é a matriz que efectua a mudança da base B′ para a
base B. Nomeadamente,

MB←B′ =





1 0 1
−1 1 0
1 −1 1



 =



(v1)B (v2)B (v3)B



 .

!

3.5 Exemplos de espaços lineares
Finalizamos este capı́tulo capresentando alguns exemplos de conjuntos munidos
de operações de adição e multiplicação por escalares que possuem a estrutura de
espaço linear e outros que não possuem essa estrutura para as operações aı́ defini-
das. Aproveitamos estes exemplos para propor algumas resoluções de exercı́cios
de aplicação dos conceitos estudados neste capı́tulo.

1. Como vimos na página 113 e no Exemplo 3.15 (pág. 133), o conjunto Rn =
{(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ R, para i = 1, . . . , n} munido das operações usuais
de adição de vectores e multiplicação por escalares reais é um espaço linear
real de dimensão n. A base canónica de Rn é dada por {e1, e2, . . . , en} ⊂
Rn, com

e1 = (1, 0, . . . , 0, 0)
e2 = (0, 1, . . . , 0, 0)
...
en = (0, 0, . . . , 0, 1).

Considere-se o subconjunto S = {u1,u2,u3,u4} de R4, com

u1 = (1,−1, 0, 1), u2 = (1, 1, 1,−2), u3 = (3, 1, 2,−3), u4 = (5, 1, 3,−4).

Pretendemos descrever o subespaço gerado por S através de equações. Para
tal, consideremos a matriz A cujas colunas são os vectores de S. Ora, o
subespaço V = SpanS é o conjunto de todas as combinações lineares de
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elementos de S, isto é, o conjunto de todos os vectores x = (x, y, z, w) ∈
R4 para os quais o sistema Au = x é possı́vel. Equivalentemente, V é o
conjunto de todos os vectores x = (x, y, z, w) ∈ R4 para os quais se tem
car[A|x] = car[A]. Verifiquemos agora que a igualdade car[A|x] = car[A]
nos fornece equações (cartesianas) para V = SpanS. Aplicando o método
de eliminação de Gauss à matriz aumentada [A|x] tem-se







1 1 3 5 x
−1 1 1 1 y
0 1 2 3 z
1 −2 −3 −4 w







L4−L1−→
L2+L1







1 1 3 5 x
0 2 4 6 x+ y
0 1 2 3 z
0 −3 −6 −9 w − x







L4+3/2L2−→
L3−1/2L2







1 1 3 5 x
0 2 4 6 x+ y
0 0 0 0 z − x

2 −
y
2

0 0 0 0 w − x
2 −

3y
2






.

Assim, car[A|x] = car[A] se e só se
{

z − x
2 −

y
2 = 0

w − x
2 −

3y
2 = 0

⇐⇒
{

x+ y − 2z = 0
x− 3y − 2w = 0.

Podemos concluir que o subespaço V = SpanS tem dimensão dois (o
espaço das colunas de A tem dimensão 2) e é definido pelas duas equações
(cartesianas) acima.

2. Conjunto Cn:
Na página 113 definimos Cn como o conjunto dos n-uplos de números com-
plexos e munimos este conjunto de operações de adição e multiplicação
por escalares definidas em (3.2). Vimos também que Cn munido destas
operações é um espaço linear complexo. No entanto, Cn pode ser igual-
mente encarado como espaço linear real, como veremos a seguir para o
caso n = 2 (o caso geral é inteiramente análogo).
Consideremos

C
2 = {(z1, z2) : z1, z2 ∈ C},

com as operações

(z1, z2) + (w1, w2) = (z1 + w1, z2 + w2) α · (z1, z2) = (αz1,αz2),
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para (z1, z2), (w1, w2) ∈ C2 e α ∈ C.
C2 é fechado para a multiplicação por escalares complexos (ao contrário do
que acontece com R2).
Seja (z1, z2) = (a1 + ib1, a2 + ib2) um qualquer vector de C2. O vector
(z1, z2) ∈ C2 pode ser escrito nas formas:

(z1, z2) = (a1 + ib1, a2 + ib2) = (a1 + ib1)(1, 0) + (a2 + ib2)(0, 1)(3.24)

ou
(z1, z2) = (a1 + ib1, a2 + ib2)

= a1(1, 0) + b1(i, 0) + a2(0, 1) + b2(0, i).
(3.25)

No primeiro caso, (z1, z2) está escrito como combinação linear de (1, 0)
e (0, 1) com coeficientes complexos, e no segundo caso está escrito como
combinação linear com coeficientes reais de (1, 0), (i, 0), (0, 1) e (0, i). As
igualdades (3.24) e (3.25) dizem-nos que o conjunto {(1, 0), (0, 1)} gera C2

enquanto espaço linear complexo, e o conjunto

{(1, 0), (i, 0), (0, 1), (0, i)},

gera C2 como espaço linear real. Expressamos este facto por:

C2 = SpanR {(1, 0), (i, 0), (0, 1), (0, i)}
C2 = SpanC {(1, 0), (0, 1)} .

Para mostrar que estes conjuntos formam uma base, resta verificar que são
linearmente independentes. Usando as igualdades (3.24) e (3.25) com o
membro do lado esquerdo igual a 0 = (0 + i0, 0 + i0) temos, respectiva-
mente,

(0 + i0, 0 + i0) = (a1 + ib1)(1, 0) + (a2 + ib2)(0, 1) = (a1 + ib1, a2 + ib2)
⇐⇒ a1 + ib1 = 0 + i0 e a2 + ib2 = 0 + i0,

e

(0 + i0, 0 + i0) = a1(1, 0) + b1(i, 0) + a2(0, 1) + b2(0, i) = (a1 + ib1, a2 + ib2)
⇐⇒ a1 = b1 = a2 = b2 = 0.

Logo, os conjuntos {(1, 0), (0, 1)} e {(1, 0), (i, 0), (0, 1), (0, i)} são linear-
mente independentes no contexto correspondente. Assim,
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• Uma base do espaço linear complexo C2 é {(1, 0), (0, 1)}, e a di-
mensão de C2 como espaço linear complexo é 2.

• Uma base do espaço linear real C2 é {(1, 0), (i, 0), (0, 1), (0, i)}, e a
dimensão de C2 como espaço linear real é 4.

Analogamente, considerando Cn um espaço linear real, a sua dimensão é
2n e considerando Cn um espaço linear complexo a sua dimensão é igual a
n.
Consideremos agora o seguinte subconjunto do espaço linear complexo C2

S = {(1 + i, 2i), (2, 2 + 2i)} .

Uma vez que a dimensão de C2 é igual a 2, o subconjunto S será uma base
se os vectores de S forem linearmente independentes (ver Teorema 3.3).
Verifiquemos se S é ou não linearmente independente. Usando a definição
de independência linear tem-se que α1(1 + i, 2i) + α2(2, 2 + 2i) = (0 +
0i, 0 + 0i), para escalares α1 = a1 + ib1 e α2 = a2 + ib2, é equivalente a

(a1 + ib1)(1 + i, 2i) + (a2 + ib2)(2, 2 + 2i) = (0 + 0i, 0 + 0i)⇐⇒

((a1 − b1 + 2a2) + i(a1 + b1 + 2b2) , (−2b1 + 2a2 − 2b2) + i(2a1 + 2b2 + 2a2))
= (0 + 0i, 0 + 0i)

⇐⇒











a1 − b1 + 2a2 = 0
a1 + b1 + 2b2 = 0
−2b1 + 2a2 − 2b2 = 0
2a1 + 2b2 + 2a2 = 0.

Nas equivalências anteriores usámos as operações de adição e multiplicação
de números complexos e as suas propriedades, bem como o facto de dois
complexos serem iguais se as respectivas partes reais e imaginárias forem
iguais. Se necessitar de rever estas operações pode consultar o Apêndice A.
O sistema anterior admite a solução (a1, b1, a2, b2) = (1,−1,−1, 0), ou
seja, a solução α1 = 1− i e α2 = −1, pelo que S é linearmente dependente.
Logo, S não é uma base do espaço linear complexo C2.

3. Conjunto das matrizes reais do tipo p× n

Seja Mp×n o conjunto de todas as matrizes reais p×n munido das operações
usuais de adição de matrizes e multiplicação de matrizes por um número
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real definidas pelas expressões (1.8) e (1.9) (pág. 38). Como vimos no final
da Secção 3.1, as propriedades destas operações garantem que Mp×n é um
espaço linear real. Relembremos que o vector zero de Mp×n é a matriz
nula.

Consideremos o espaço M2×2. Qualquer matriz
[

a b
c d

]

∈ M2×2 pode

escrever-se como combinação linear de 4 matrizes do tipo 2× 2:
[

a b
c d

]

= a

[

1 0
0 0

]

+ b

[

0 1
0 0

]

+ c

[

0 0
1 0

]

+ d

[

0 0
0 1

]

.

Além disso, o conjunto ordenadoB =

([

1 0
0 0

]

,

[

0 1
0 0

]

,

[

0 0
1 0

]

,

[

0 0
0 1

])

é linearmente independente uma vez que

α1

[

1 0
0 0

]

+ α2

[

0 1
0 0

]

+ α3

[

0 0
1 0

]

+ α4

[

0 0
0 1

]

=

[

0 0
0 0

]

,

é equivalente a
[

α1 α2

α3 α4

]

=

[

0 0
0 0

]

⇐⇒ α1 = α2 = α3 = α4 = 0.

Logo, B é uma base de M2×2 e portanto dimM2×2 = 4. A base B é
designada por base canónica de M2×2.
Como B é uma base, qualquer matriz A de M2×2 escreve-se de forma única
como combinação linear dos vectores de B. Por exemplo, o vector das co-

ordenadas da matriz A =

[

1 5
4 3

]

na base ordenada B é AB = (1, 5, 4, 3) ∈

R4.

4. Conjunto das matrizes simétricas
Consideremos agora o conjunto Sym(2) das matrizes reais e simétricas
2 × 2, isto é, matrizes A tais que AT = A. Este conjunto é um subespaço
de M2×2 já que a soma de duas matrizes simétricas ainda é uma matriz
simétrica, e a multiplicação de uma matriz simétrica por um escalar real
também é simétrica. Ou seja, Sym(2) é fechado para a adição e multiplicação
por escalares reais. Logo, Sym(2) é um subespaço de M2×2 e portanto
também é um espaço linear (ver Definição 3.3 e Nota 16).
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Qualquer matriz simétrica, do tipo 2×2, pode escrever-se como uma combinação
linear de três matrizes simétricas:

[

a b
b c

]

= a

[

1 0
0 0

]

+ b

[

0 1
1 0

]

+ c

[

0 0
0 1

]

= aS1 + bS2 + cS3.

As matrizes simétricas S1, S2, S3 são linearmente independentes como se
verifica facilmente usando a definição de independência linear. Portanto, as
matrizes S1, S2 e S3 formam uma base do espaço linear das matrizes reais
e simétricas do tipo 2× 2. Assim, Sym(2) é um espaço linear de dimensão
3.

Considerando a base ordenada B = (S1, S2, S3), o vector das coordenadas

de A =

[

2 5
5 3

]

∈ Sym(2) na base B é o vector de R3:

AB = (2, 5, 3).

5. Conjunto das matrizes anti-simétricas

Considere-se o conjunto das matrizes reais anti-simétricas do tipo 2× 2, ou
seja, matrizes que satisfazem a igualdade A = −AT . Este conjunto é um
subespaço de M2×2 uma vez que é fechado para a adição e multiplicação
por escalares reais. As matrizes reais anti-simétricas de segunda ordem são
matrizes da forma

A =

[

0 a
−a 0

]

, a ∈ R.

Estas matrizes podem escrever-se na forma

A =

[

0 a
−a 0

]

= a

[

0 1
−1 0

]

,

pelo que a matriz C =

[

0 1
−1 0

]

gera o espaço linear das matrizes anti-

simétricas de segunda ordem. Como um conjunto com um único vector não
nulo é necessariamente linearmente independente, o conjunto {C} é uma
base do espaço linear das matrizes anti-simétricas de segunda ordem. Por-
tanto, o espaço linear das matrizes anti-simétricas de ordem 2 tem dimensão
é igual a 1.
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6. Como vimos (Proposição 3.2), o núcleo de uma matriz (ou seja o conjunto
das soluções de um sistema homogéneo) é um espaço linear. Contudo, o
conjunto S das soluções de um sistema não homogéneo Ax = b, com
b &= 0, não é um espaço linear. De facto, se u,v são soluções do sistema
Ax = b, tem-se Au+Av = A(u+v) = 2b, e portanto u+v não é solução
do sistema. Assim, S não é fechado para a adição (nem para a multiplicação
por escalares).

7. Seja P o conjunto dos polinómios de grau n (n ≥ 1) de coeficientes reais,
munido das operações usuais de adição de polinómios e multiplicação de
um polinómio por um número real.
Este conjunto não é um espaço linear visto não ser fechado para a adição.
Por exemplo, para p1(t) = tn ∈ P e p2(t) = −tn ∈ P , tem-se p1 + p2 =
0 /∈ P (0 denota o polinómio constante igual a zero, que não tem grau≥ 1).

8. Conjunto dos polinómios de grau menor ou igual a n
O conjuntoPn dos polinómios de coeficientes reais de grau menor ou igual a
n, munido das operações usuais de adição de polinómios e de multiplicação
de um polinómio por um número real, é um espaço linear real.
É óbvio que qualquer polinómio p(t) = a0+a1t+ · · ·antn de Pn se escreve
como combinação linear dos monómios do conjunto {1, t, t2, . . . , tn}. Este
conjunto é linearmente independente já que, a equação

α0 + α1t+ · · ·αnt
n = 0× 1 + 0× t+ · · ·+ 0× tn, para todo t ∈ R,

é equivalente a α0 = · · · = αn = 0. A base {1, t, t2, . . . , tn} é designada
por base canónica de Pn. Assim, dimPn = n+ 1.
Consideremos o polinómio p(t) = 3t2 − t3 do espaço linear P3 (dos po-
linónios de grau menor ou igual a 3). O vector das coordenadas de p na
base ordenada BC = (1, t, t2, t3) é pBC = (0, 0, 3,−1), já que

p(t) = 0× 1 + 0× t + 3t2 − t3.

Consideremos agora o seguinte subconjunto S de P3

S =
{

1 + t2 + 4t3,−1 + t+ 2t3, t+ t2 + 6t3, 2 + 3t + 2t2 + t3
}

.

Pretendemos saber se este conjunto de quatro polinómios é ou não uma base
de P3. Para tal, vamos fixar a base canónica em P3 e usar a correspondência
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biunı́voca, estabelecida na página 138, entre vectores de P3 e vectores de
R4. Os vectores das coordenadas, na base (canónica) BC de P3, dos vecto-
res de S são:

p1(t) = 1 + t2 + 4t3 " (p1)BC = (1, 0, 1, 4)

p2(t) = −1 + t+ 2t3 " (p2)BC = (−1, 1, 0, 2)
p3(t) = t+ t2 + 6t3 " (p3)BC = (0, 1, 1, 6)

p4(t) = 2 + 3t+ 2t2 + t3 " (p4)BC = (2, 3, 2, 1).

Da Proposição 3.9 sabemos que os vectores de S são linearmente indepen-
dentes se e só se os respectivos vectores das coordenadas são linearmente
independentes. Colocando os vectores das coordenadas numa matriz, por
exemplo, por linhas, temos

A =







1 0 1 4
−1 1 0 2
0 1 1 6
2 3 2 1






. (3.26)

Como a terceira linha de A é a soma das duas primeiras, as linhas de A
são linearmente dependentes, e por conseguinte o conjunto S é linearmente
dependente. Assim, S não é uma base de P3.
Determinamos agora um subconjunto de S, com o maior número possı́vel
de elementos, que seja linearmente independente. Conforme segue da de-
monstração da Proposição 3.12, basta determinar uma submatriz P de A,
invertı́vel, e de ordem igual à caracterı́stica de A. As linhas de A cor-
respondentes às linhas de P são linearmente independentes (ver Nota 22,
pág. 150).
Considere-se a submatriz P que se obtém de A suprimindo a primeira linha
e a primeira coluna de A. A matriz P tem determinante diferente de zero
(detP = −13) e portanto a caracterı́stica de A é 3, conforme decorre da
Proposição 3.12. Além disso, a segunda, terceira e quarta linhas de A são
linearmente independentes, e portanto o subconjunto S ′ = {p2, p3, p4} ⊂ S
é linearmente independente.
Alternativamente poderı́amos ter usado o método de eliminação de Gauss
para determinar uma base para o espaço das linhas da matriz A, e os po-
linómios correspondentes aos vectores dessa base formariam o subconjunto
S ′ pretendido.

166



Capı́tulo 3. Espaços Lineares

9. Seja S o conjunto dos polinómios p de grau menor ou igual a n tais que
p(0) = 1. Ou seja,

S = {p ∈ Pn : p(0) = 1} = {1 + a1t + a2t
2 + . . .+ ant

n}.

S não é um subespaço de Pn uma vez que o vector zero de Pn não pertence
a S, isto é, o polinómio constante igual a zero não pertence a S.

10. Conjunto das funções reais de variável real
O conjuntoF de todas as funções reais de variável real munido das operações

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (α · f)(x) = αf(x), α ∈ R, f, g ∈ F ,

é um espaço linear real. É fácil verificar que as operações acima satisfazem
as propriedades da definição de espaço linear, e que o elemento neutro da
adição é a função (constante) que toma o valor zero em todos os pontos de
R.
Considere-se em F o subconjunto S = {cos2 x, sen2 x, cos(2x)}. O con-
junto S não é linearmente independente, uma vez que cos(2x) é uma com-
binação linear de cos2 x e sen2 x (relembre que cos(2x) = cos2 x− sen2 x).
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Exercı́cios
1.Determine um conjunto gerador para o

núcleo das matrizes:

a) A =

[

2 1 −2 0
4 2 −4 0

]

,

b) B =





2 6 0 2
0 1 2 0
1 3 0 1



 ,

c) C =





0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 −3



 .

2.Exprima cada um dos seguintes vecto-
res de R3 como combinação linear de u =
(2, 1, 4), v = (1,−1, 3) e w = (3, 2, 5).

a) (−9,−7,−15)
b) (6, 11, 6)
c) (0, 0, 0)

3.Considere v1 = (2, 1, 0, 3), v2 = (3,−1, 5, 2)
e v3 = (−1, 0, 2, 1), vectores de R4. Quais
dos vectores seguintes pertencem ao espaço
Span({v1,v2,v3})?

a) (2, 3,−7, 3)
b) (0, 0, 0, 0)
c) (1, 1, 1, 1)
d) (−4, 6,−13, 4)

4. Para o triângulo T indicado na figura diga
quais das afirmações são correctas.

−1

1

1
0

I. T é um subespaço linear de R2.
II. A recta que passa pelos vértices (0, 0)

e (1,−1) de T é um subespaço linear
de R2.

III. A recta que passa pelos vértices (1,−1)
e (1, 1) de T é um subespaço linear
de R2.

IV. O conjunto formado pelos vectores
(0, 0) e (1, 1) é uma base de R2.

5.Na figura seguinte estão representados os
vectores v1,v2,v3 e v4. Considere ainda
os conjuntos

A = {v1,v2}, B = {v1,v3}

C = {v1,v2,v4}, D = {v2,v4}

E = {v1,v2,v3,v4}.

Diga quais destes conjuntos geram R2.

v1

v3

v2

v4

6.Diga, justificando, quais dos seguintes
conjuntos são subespaços lineares de R4.

a) O conjunto de vectores da forma (a, 0, 0, 1)
com a real

b) O conjunto de vectores da forma (a, b, 0, 0)
com a, b reais.

c) O conjunto de vectores da forma (a, b, c, d)
com b = a + c − d e c = 2d, sendo
a, b, c, d reais.

d) O conjunto de vectores da forma (a, b, c, d)
com a, b, c, d positivos.
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e) O conjunto de vectores da forma (a, b, c, d)
com c = a+b+1 e d = 2a−b, sendo
a, b, c e d reais.

7.Dê um exemplo de uma matriz A do tipo
2× 2, e de um vector b de R2 tal que b não
pertença ao conjunto gerado pelas colunas
de A.
8.Construa uma matriz 3 × 3, que não es-

teja em escada por linhas, cujas colunas não
geram R3.
9.Construa uma matriz simétrica 3× 3, de

caracterı́stica 2 e tal que (4, 2, 6) pertença
ao espaço das colunas da matriz.
10.Considere os vectores u = (2, 1, 3, 4) e
v = (4, 1, 6, 5).

Acrescente vectores da base canónica
de R4 ao conjunto S = {u,v} por forma
a obter uma base de R4.
11. Seja S = {u1,u2,u3,u4} o subcon-

junto de R4 formado pelos vectores:

u1 = (1, 0, 1,−1), u2 = (0, 1, 1,−1),

u3 = (−1,−1,−2, 2), u4 = (−2, 0,−2, 1).

Indique o valor lógico das afirmações se-
guintes.

a) S é uma base de R4.
b) S gera R4.
c) Removendo de S o vector u3 e acres-

centando o vector (0, 0, 1, 0), obtém-
se uma base de R4.

d) Acrescentando a S o vector

w = (0, 0, 0, 1),

obtém-se um conjunto que gera R4.

12.Verifique se S = {u1,u2,u3,u4} é li-
nearmente dependente. Caso o seja, indique
um subconjunto linearmente independente

com o maior número possı́vel de vectores,
e escreva os restantes elementos de S como
combinação linear desses vectores.

a) EmR4, u1 = (1, 1, 1, 1), u2 = (1, 2, 2, 2)
u3 = (1, 2, 3, 3) e u4 = (1, 2, 3, 4).

b) Em R3, u1 = (0, 1, 2), u2 = (1, 0, 2),
u3 = (1, 2, 0) e u4 = (1, 2, 2).

13.Diga, justificando, quais dos seguintes
conjuntos são subespaços lineares dos espaços
vectoriais indicados.

a) {(x, y) ∈ R2 : 2x+ y = 0}.
b) {(x, y) ∈ R2 : xy = 0}.
c) {(x, y, z) ∈ R3 : x+2y−z = 0 e x−

2y − z = 0}.
d) {(x, y, z, w) ∈ R4 : x+y+z+w =

2}.

14.Determine a dimensão e uma base para
a solução geral de cada um dos sistemas se-
guintes.

a)







x+ y − z = 0
−2x− y + 2z = 0
−x+ z = 0

b)
{

3x+ y + z + t = 0
5x− y + z − t = 0.

15. Para cada uma das matrizes seguintes,
encontre a dimensão e uma base para: o
núcleo da matriz; o espaço gerado pelas li-
nhas da matriz; e para o espaço gerado pelas
colunas da matriz.

A =





1 −3 0 1
0 1 0 −1
0 0 0 0



,

B =

[

2 1 5
6 3 −8

]

,

C =





2 −1 0 1
3 1 −1 0
5 0 −1 1



.
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16.Utilize a informação da tabela seguinte
para determinar em cada um dos casos a di-
mensão do espaço gerado pelas linhas da
matriz A, do espaço gerado pelas colunas
de A, do núcleo de A e do núcleo de AT

(matriz transposta de A).
(a) (b) (c)

A 3× 3 3× 3 3× 3
car A 3 2 1

17. Seja A uma matriz n × p, tal que a di-
mensão do núcleo de A é 2, a dimensão do
núcleo de AT é 1, e a dimensão do espaço
das linhas de A é 2. Quais dos valores se-
guintes são válidos?

a) n = 4 e p = 5 b) n = 5 e p = 4.
c) n = 3 e p = 4. d) n = 4 e p = 3.

18.Utilize a informação da tabela seguinte
para determinar se o correspondente sistema
de equações lineares não homogéneo Ax =
b é possı́vel. Em caso afirmativo, indique o
número de variáveis livres da solução geral.

(a) (b) (c) (d)
A 5× 9 9× 5 4× 4 6× 2

car A 2 2 0 2
car(A |b) 2 3 0 2

19. Sejam u,v e w os vectores coluna de
uma matriz A, com u e v linearmente inde-
pendentes e w = 2u − v. Indique o valor
lógico das afirmações seguintes.

a) det(A) &= 0
b) Existe uma submatriz de A de ordem

2 invertı́vel.
c) car(A) = 1.
d) Uma base para o espaço das linhas

de A é {u,v}.
e) A dimensão do espaço das linhas de

A é 2.

20. Seja A uma matriz real 4× 4 e b ∈ R4.
Responda às questões seguintes.

a) Se o espaço das colunas de A não
é R4, que pode dizer a respeito do
núcleo de A?

b) Se o núcleo de A não é o subespaço
{0}, que pode dizer a respeito do espaço
das colunas de A?

c) Se o espaço das colunas de A é R4,
que pode dizer a respeito das soluções
do sistema Ax = b?

d) Se o núcleo de A é {0}, que pode
dizer a respeito das soluções do sis-
tema Ax = b?

21. Sejam A e B duas matrizes 3 × 3 tais
que car(A) = 2 e car(B) = 3. Indique o
valor lógico das afirmações seguintes.

a) A e B são invertı́veis.
b) O núcleo de B é {0}.
c) O sistema Ax = 0 tem grau de inde-

terminação 1.
d) Existem matrizes invertı́veis P e Q

tais que A = PBQ.

22.Determine as coordenadas de x na base
ordenada B para:

a) x =

[

3
0

]

, B =

([

5
−1

]

,

[

1
−1

])

;

b) x =





3
0
1



, B =









1
−1
4



 ,





0
1
2



 ,





1
2
0







 .

23. Para as bases B indicadas, determine o
vector que tem por vector das coordenadas
o vector xB dado.

a) B =

([

5
−1

]

,

[

1
−1

])

, xB =

[

3
−1

]
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b) B =









1
−1
4



 ,





0
1
2



 ,





1
2
0







 ,

xB =





3
−1
1



.

24. Seja B = (u1,u2,u3) uma base or-
denada de R3, onde u1 = (2, 1, 0), u2 =
(−1, 1, 1), e u3 = (1, 1, 1). Determine a
matriz de mudança da base B para a base
canónica de R3.
25.Determine a matriz que efectua a mudança
da base canónica de R2 para a base
B = ((2,−2), (3, 4)). Use essa matriz para
obter wB onde w = (2, 2).
26.Diga se é verdadeira ou falsa cada uma

das proposições seguintes, justificando a sua
resposta.

a) O conjunto de todas as soluções de
um sistema homogéneo de n equações
lineares a k incógnitas (com k &= n)
é um subespaço de Rn.

b) As colunas de uma matriz real do tipo
n×n invertı́vel, formam uma base de
Rn.

27.Exprima a matriz
[

5 9
0 5

]

como com-

binação linear de
[

2 1
0 4

]

,

[

1 −1
0 3

]

e
[

3 2
0 5

]

. Verifique ainda se estas três últimas

matrizes formam ou não uma base para o
espaço linear das matrizes 2 × 2 triangula-
res superiores.
28. Seja

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 : 2x+ y − z = 0
}

.

Diga qual das afirmações seguintes é verda-
deira.

a) V não é subespaço linear de R3.
b) {(1, 2, 0), (0, 1, 1)} é uma base de V .
c) {(1, 2, 0), (0, 1, 1), (1, 3, 1)} é uma base

de V .
d) {(1, 0, 2), (0, 1, 1)} é uma base de V .

29. Sejam u, v, w vectores linearmente in-
dependentes de um espaço linear real U . Diga
qual das afirmações seguintes é necessaria-
mente verdadeira.

a) A dimensão de U é 3.
b) A dimensão de Span ({u, v, w, u + v})

é 4.
c) A dimensão de Span ({u, v, w, u + v})

é igual à dimensão de Span ({u, v, w}).
d) A dimensão de U é inferior a 3.

30.Determine se os vectores seguintes são
ou não linearmente independentes. Caso o
não sejam, indique um subconjunto linear-
mente independente com o maior número
possı́vel de elementos.

a) No espaço dos polinómios de grau
menor ou igual a 3: p1(t) = 1, p2(t) =
1 + t, p3(t) = 1 + t + t2 e p4(t) =
1 + t+ t2 + t3.

b) No espaço M2×2, das matrizes reais
de segunda ordem:
[

1 1
1 1

]

,

[

1 1
1 0

]

e
[

0 0
0 −5

]

.

31.Considere a base ordenada

B =
(

1, 1 + t, 2t+ t2
)

do espaço linear dos polinómios de grau me-
nor ou igual a 2. As coordenadas de p(t) =
3 + t+ t2 na base B são:

a) (8,−3, 1) b) (5,−1, 1)
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c) (6,−1, 1) d) (4,−1, 1)

32.Recorde que M2×2 designa o espaço
das matrizes reais de segunda ordem. Diga
quais dos seguintes conjuntos são subespa-
ços lineares do espaço linear indicado, e em
caso afirmativo diga qual a sua dimensão e
indique uma base.

a) W = {(x, y, z, w) ∈ R4 : x−y+z−
w = 0, −4y + z = 0, x− w = 0}.

b) W =

{[

a b
c d

]

∈M2×2 : a ∈ Z

}

.

c) Em M2×2, o conjunto das matrizes
invertı́veis.

d) No espaço linear dos polinómios re-
ais de variável real de grau menor ou
igual a 5, o conjunto dos polinómios
a0+a1t+a2t2, tais que a0+a1 = 0.

e) Span(S), onde S é o subconjunto do
espaço das funções reais de variável
real, com as operações usuais, defi-
nido por S = {cos2(t)−sen2(t), cos(2t)+
sen(t), sen(t)}.

33. Seja V o espaço linear dos polinómios
reais de variável real de grau menor ou igual
a 3, com as operações usuais de adição e
multiplicação por um número real.

a) Determine uma base de V e indique
qual a dimensão de V . Calcule as co-
ordenadas do polinómio (1−t)(1+t)
na base escolhida.

b) Considere o subconjunto S ⊂ V de-
finido por S = {1− 2t, 1+ t2, t, 1+
2t − 3t2, t2}. Diga, justificando, se
S é uma base de V .

c) Diga qual a dimensão do espaço li-
near Span(S), e determine uma base
para esse espaço.

d) Seja W o subconjunto de todos os
polinómios de V que não se anulam
em 0. Diga se W é um subespaço
linear de V . Em caso afirmativo, in-
dique a sua dimensão e uma base.

34.Considere as bases ordenadas B1 = (1+
t, t) e B2 = (t − 1, t + 2) do espaço li-
near real dos polinómios de coeficientes re-
ais de grau menor ou igual a 1. A matriz de
mudança da base B1 para a base B2 é:

a)





−1 2
3

0 1
3



. b)





1
3

2
3

2
3

1
3



.

c)
(

−1 2
1 1

)

. d)
(

1 0
1 1

)

.

35. Para cada par de subespaços U e V en-
contre a dimensão e uma base para U + V
e para U ∩ V .

a) U = Span{(1, 0, 2, 0)} e
V =

{

(x, y, z, w) ∈ R4 : y + 2z − w = 0,
−y + 3w = 0 e z = 0}.

b) U = Span{(−1, 1, 1, 1), (1, 0,−1, 0)}
e
V =

{

(x, y, z, w) ∈ R4 : −x+ y − 2w = 0 e y − z = 0
}
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Os valores e vectores próprios desempenham um papel central em diversas áreas
da matemática aplicada, da fı́sica, da economia, da engenharia etc.. A diagonaliza-
ção de matrizes, intimamente relacionada com os conceitos de valores e vectores
próprios, desempenha um papel crucial no estudo de sistemas de equações dife-
renciais, nomeadamente no estudo qualitativo da dinâmica do sistema definido
por essas equações.

Na Secção 4.1 estudam-se as propriedades que resultam da definição de va-
lor e vector próprio de uma matriz. A Secção 4.2 é dedicada ao problema da
diagonalização de matrizes. Mais tarde, no Capı́tulo 7, estuda-se a diagonalização
(ortogonal) de matrizes simétricas e aplica-se essa diagonalização na identificação
de cónicas e superfı́cies.

A Secção 4.4 apresentamos algumas aplicações dos conceitos anteriormente
tratados. Nessa secção, destacamos o papel dos valores e vectores próprios no
estudo de sistemas dinâmicos (discretos e contı́nuos). Em particular, é ilustrado
o papel dos valores e vectores próprios no algoritmo PageRank usado pelo mo-
tor de busca Google, e na previsão a prazo de sistemas descritos por matrizes de
Markov, os quais modelam vários problemas de que a dinâmica de populações
é um exemplo. A Secção 4.4.2, é dedicada à resolução de sistemas lineares de
equações diferenciais ordinárias descritos por matrizes diagonalizáveis. Aprovei-
tamos ainda para introduzir nessa secção a exponencial de matrizes.
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4.1 Valores e vectores próprios de matrizes
Os valores próprios de uma matriz quadrada são escalares que satisfazem uma
certa equação matricial. Recorde-se que quando nos referimos a escalares esta-
mos a considerar números reais ou complexos. A cada valor próprio correspon-
dem certos vectores que recebem a designação de vectores próprios. Os números
complexos não podem ser evitados quando se lida com valores próprios, uma vez
que mesmo uma matriz real pode ter valores próprios complexos. É assim essen-
cial que o leitor possua alguns conhecimentos de números complexos (pelo que
deve consultar o Anexo A caso necessite).

Eis a definição de valor e vector próprio de uma matriz.

Definição 4.1. Um escalar λ diz-se um valor próprio de uma matriz quadrada A
se existe um vector não nulo x, tal que

Ax = λx. (4.1)

A um vector não nulo x que verifica a equação (4.1) chama-se vector próprio de
A associado ao valor próprio λ.

O par (λ,x) diz-se um par próprio de A se λ é um valor próprio de A e x é
um vector próprio de A associado a λ.

O conjunto dos valores próprios de uma matriz A designa-se por espectro de
A e denota-se por σ(A).

A terminologia inglesa para valor e vector próprio é respectivamente “eigenvalue”
e “eigenvector”, enquanto que em português do Brasil se usam as designações de
autovalor e autovector.

Exemplo 4.1. O vector x = (2, 1) é um vector próprio da matriz A =

[

4 2
2 1

]

já
que

Ax =

[

4 2
2 1

] [

2
1

]

=

[

10
5

]

= 5

[

2
1

]

= 5x.

Da igualdade anterior, concluimos que x é um vector próprio de A associado ao
valor próprio λ = 5. Ou seja, (5,x) é um par próprio de A.

!

A equação Ax = λx pode reescrever-se na seguinte forma equivalente

Ax = λx⇐⇒ Ax− λx = 0⇐⇒ (A− λI)x = 0, (4.2)
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onde I é a matriz identidade. Assim, a definição de vector próprio é equivalente à
existência de uma solução não nula do sistema homogéneo (A− λI)x = 0. Ora,
um sistema homogéneo com matriz dos coeficientes quadrada possui soluções não
nulas se e só se o determinante da matriz dos coeficientes é nulo (Proposição 2.2,
pág. 95). Podemos portanto enunciar a proposição:

Proposição 4.1. O escalar λ é um valor próprio da matriz quadrada A se e só se
satisfaz a equação

det(A− λI) = 0. (4.3)

Um vector próprio x associado ao valor próprio λ é uma solução não nula do
sistema homogéneo (A− λI)x = 0.

A equação (4.3) e a solução geral do sistema (A − λI)x = 0, recebem
designações que a seguir se especificam.

Definição 4.2. Chama-se equação caracterı́stica da matriz A à equação (na
variável λ)

det(A− λI) = 0.

O espaço
E(λ) = {v : (A− λI)v = 0} ,

diz-se o espaço próprio do valor próprio λ.

Note-se que o espaço próprio E(λ) é a solução geral do sistema (A− λI)x =
0, ou seja, o núcleo de (A− λI). Isto é,

E(λ) = N(A− λI).

É importante observar que resulta imediatamente da igualdade Ax = λx que,
se A é uma matriz real e λ é um valor próprio complexo não real, um vector
próprio x associado a λ é necessariamente um vector complexo. Nesse caso é
conveniente encarar A como uma matriz complexa e E(λ) = N(A − λI) como
subespaço de Cn. Se λ é um valor próprio real da matriz real A, existem vectores
próprios em Rn associados a λ, e nesse caso é usual tomar para E(λ) apenas o
conjunto dos vectores de Rn que satisfazem Ax = λx. Por isso, quando uma
matriz real A só tem valores próprios reais, consideramos os espaços próprios
E(λ) = N(A − λI) como subespaços de Rn, caso contrário estes espaços são
considerados subespaços de Cn.
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Exemplo 4.2. Determinar os valores próprios e os espaços próprios da matriz

A =

[

1 −1/2
−1/2 1

]

.

Os valores próprios são as soluções da equação caracterı́stica det(A−λI) = 0,
isto é,

det(A− λI) =

∣
∣
∣
∣

1− λ −1/2
−1/2 1− λ

∣
∣
∣
∣
= (1− λ)2 −

1

4
= 0⇐⇒ 1− λ = ±

1

2

⇐⇒ λ =
3

2
ou λ =

1

2
.

Assim, os valores próprios de A são λ1 =
3
2 e λ2 =

1
2 .

Os espaços próprios de λ1 = 3
2 e λ2 = 1

2 são, respectivamente, as soluções
gerais dos sistemas homogéneos (A− λiI)x = 0 para i = 1, 2. Assim,

(

A−
3

2
I

)

x = 0⇐⇒
[

−1/2 −1/2
−1/2 −1/2

] [

a
b

]

=

[

0
0

]

⇐⇒ −a− b = 0.

Logo,

E

(
3

2

)

= {(−b, b); b ∈ R} = Span{(−1, 1)}.

Para λ2 =
1
2 , tem-se

(

A−
1

2
I

)

x = 0⇐⇒
[

1/2 −1/2
−1/2 1/2

] [

a
b

]

=

[

0
0

]

⇐⇒ a− b = 0.

Portanto,
E

(
1

2

)

= {(b, b); b ∈ R} = Span{(1, 1)}.

!

A equação caracterı́stica de uma matriz A de ordem n é uma equação polino-
mial uma vez que det(A − λI) é um polinómio de grau n em λ. É fácil verificar
que assim é usando a definição de determinante como a soma de produtos elemen-
tares de entradas (multiplicados pelo respectivo sinal). De facto, como a matriz
(A − λI) difere da matriz A apenas nas entradas da diagonal principal, todos os
produtos elementares de entradas de (A − λI) são polinómios em λ de grau me-
nor ou igual a n e o único produto elementar de grau n é (a11 − λ) · · · (ann − λ).
Assim, det(A−λI) é a soma de um polinómio de grau n com polinómios de grau
inferior, ou seja, det(A− λI) é um polinómio de grau n.
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Definição 4.3. Seja λ um escalar, A uma matriz n × n, e I a matriz identidade
de ordem n. O polinómio de grau n em λ, definido por p(λ) = det(A − λI), é
denominado polinómio caracterı́stico de A.

A seguir sumarizamos algumas equivalências anteriormente referidas.

Proposição 4.2. Se A é uma matriz quadrada e λ um escalar, são equivalentes
as afirmações:

a) λ é um valor próprio de A;

b) O sistema (A− λI)x = 0 tem soluções não nulas;

c) O núcleo de (A− λI) não é trivial, isto é, N(A− λI) &= {0};

d) Existe um vector x não nulo tal que Ax = λx;

e) λ é uma raiz do polinómio caracterı́stico p(λ) = det(A− λI).

O Teorema Fundamental da Álgebra1 afirma que um polinómio (numa variável),
de coeficientes complexos, de grau n ≥ 1 tem n raı́zes (contando as raı́zes repe-
tidas de acordo com a sua multiplicidade). Estas raı́zes podem ser simples ou
múltiplas (com diferentes graus de multiplicidade). As raı́zes complexas de po-
linómios de coeficientes reais ocorrem em pares de conjugados. De facto, se p é
um polinómio de coeficientes reais e p(λ) = 0, então 0 = p(λ) = p(λ).

Por conseguinte, o polinómio caracterı́stico de uma matriz A de ordem n,

p(λ) = det(A− λI) = b0 + b1λ+ · · ·+ bn−1λ
n−1 + (−1)nλn, (4.4)

tem n raı́zes λ1, . . . ,λn, podendo por isso ser escrito como um produto de n fac-
tores:

p(λ) = det(A− λI) = (λ1 − λ)(λ2 − λ) · · · (λn − λ). (4.5)
Note-se que na factorização (4.5) pode haver factores repetidos.

De seguida introduzimos alguma terminologia usada para caracterizar valores
próprios.

1Existe um grande número de provas do denominado Teorema Fundamental da Álgebra, al-
gumas de natureza topológica, outras de natureza algébrica ou ainda de natureza analı́tica. As
provas analı́ticas são do âmbito da Análise complexa e usam nomeadamente o Teorema do inte-
gral de Cauchy, ou o Teorema de Liouville ou ainda o designado princı́pio do argumento. No
site http://www.cut-the-knot.org/do_you_know/fundamental2.shtml, po-
derá encontrar várias provas deste teorema bem como várias referências.
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Definição 4.4. Seja λ um valor próprio da matriz A.

• A multiplicidade algébrica de λ é número de vezes que a raiz λ aparece
repetida no polinómio caracterı́stico de A. Isto é, mult alg(λi) = ki se e
só se p(λ) = (λ1 − λ)k1 · · · (λs − λ)ks , onde o espectro de A é σ(A) =
{λ1, . . . ,λs}, com λi &= λj .

• λ diz-se um valor próprio simples quando mult alg(λ) = 1.

• A multiplicidade geométrica de λ é a dimensão do núcleo de (A − λI),
isto é, dimE(λ). Dito de outra forma: mult geom(λ) é o número máximo
de vectores próprios linearmente independentes associados a λ.

• λ diz-se um valor próprio semi-simples quando mult alg(λ) =
mult geom(λ).

Na proposição seguinte apresentamos um resultado de utilidade prática, em
particular quando se pretende decidir sobre a existência de valores próprios sem
os calcular explicitamente. Para tal, é necessário definir o que se entende por traço
de uma matriz quadrada.

Definição 4.5. Chama-se traço de uma matriz quadrada à soma das entradas da
sua diagonal principal, e designamos por tr(A) o traço de A .

Proposição 4.3. Seja A = [aij ]i,j=1,...,n e λ1,λ2, . . . ,λn os valores próprios de
A. São satisfeitas as igualdades:

det(A) = λ1λ2 · · ·λn,
e
tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann = λ1 + λ2 + · · ·+ λn.

Antes de passarmos à demonstração desta proposição, notemos que no caso par-
ticular de uma matriz 2 × 2 a sua demontração é muito simples. O polinómio
caracterı́stico da matriz A = [aij ]i,j=1,2 é

p(λ) = det(A− λI) =

∣
∣
∣
∣

a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣
∣
∣
∣
= (a11 − λ)(a22 − λ)− a12a21

= λ2 − (a11 + a22)
︸ ︷︷ ︸

traço de A

λ+ a11a22 − a12a21
︸ ︷︷ ︸

det(A)

.
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Por outro lado, se λ1 e λ2 são as raı́zes de p(λ), então podemos escrever o po-
linómio na forma

p(λ) = (λ1 − λ)(λ2 − λ) = λ2 − (λ1 + λ2)λ+ λ1λ2.

Comparando as duas expressões obtidas para p(λ) segue o resultado enunciado na
proposição.

Demonstração. O termo independente do polinómio caracterı́stico de A, p(λ) =
det(A − λI), é p(0) = det(A). Por outro lado, usando a factorização de p em
termos das suas raı́zes (expressão (4.5)) temos p(0) = λ1λ2 · · ·λn, ficando assim
mostrado que o produto dos valores próprios é igual ao determinante da matriz.

Para provar a relação entre o traço da matriz e os seus valores próprios, note-se
que usando a factorização (4.5), o coeficiente do termo λn−1 de p é

(−1)n−1(λ1 + λ2 + · · ·+ λn).

Se mostrarmos que este coeficiente é igual a (−1)n−1(a11 + a22 + · · · + ann),
provamos que o traço de A é igual à soma dos valores próprios. Para tal, vamos
usar indução sobre n. Quando n = 1, o resultado é trivialmente satisfeito.

Suponha-se (hipótese de indução) que para qualquer matriz An−1 = [aij ] de
ordem (n − 1) o coeficiente do termo em λn−2 do seu polinómio caracterı́stico é
(−1)n−2(a11 + a22 + · · ·+ an−1,n−1). Isto é,

det(An−1−λI) = (−1)n−1λn−1+(−1)n−2(a11+a22+· · ·+an−1,n−1)λ
n−2+ t.o.i.,

(4.6)
onde t.o.i. designa termos de ordem inferior, ou seja, termos que envolvem potências
λk com k < n− 2.

Recorrendo ao desenvolvimento de Laplace (ver página 98) segundo a última
linha da matriz A (de ordem n), tem-se

det(A− λI) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 − λ a12 · · · a1n
a12 a22 − λ · · · a2n

... ... ...
an1 an2 · · · ann − λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (ann − λ) det(An−1 − λI) + an1Cn1 + · · ·+ an,n−1Cn,n−1

= (ann − λ) det(An−1 − λI) + an1q1(λ) + · · ·+ an,n−1qn−1(λ),

onde os qj’s designam polinómios em λ de grau menor ou igual a (n− 2).
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Usando a hipótese de indução, nomeadamente a expressão (4.6), o primeiro
termo da soma anterior satisfaz a igualdade

(ann − λ) det(An−1 − λI) = (−1)nλn+

+ (−1)n−1λn−1(a11 + a22 + · · ·+ an−1,n−1 + ann) + t.o.i..

Finalmente, substituindo a expressão anterior na expressão de det(A−λI), tem-se

det(A−λI) = (−1)nλn+(−1)n−1λn−1(a11+a22+ · · ·+an−1,n−1+ann)+ t.o.i.,

e portanto o enunciado é válido para qualquer n.

Exemplo 4.3. Consideremos a matriz

A =





3 1 4
0 2 0
0 0 3



 .

Como A é triangular superior, a matriz (A − λI) também o é, e portanto o seu
determinante é igual ao produto das entradas da sua diagonal principal. Ou seja, o
polinómio caracterı́stico de A é p(λ) = (3− λ)2(2− λ). Assim, a matriz A tem:

• um valor próprio igual a 3 de multiplicidade algébrica dois.

• um valor próprio simples que é 2.

Refira-se que o polinómio caracterı́stico é do terceiro grau e as suas três raı́zes são
contadas considerando a raiz 3 duas vezes e a raiz 2 uma vez.

Confirmando os resultados da proposição anterior, tem-se

det(A) = 3× 3× 2 = 18 e tr(A) = 3 + 3 + 2 = 8,

onde a raiz repetida do polinómio caracterı́stico é considerada de acordo com a
sua multiplicidade. !

Nota 23. No que se segue abreviamos por vezes o enunciado da proposição ante-
rior dizendo que o determinante (resp. o traço ) de uma matriz é igual ao produto
(resp. a soma) dos valores próprios da matriz, subentendendo que os valores
próprios múltiplos são considerados de acordo com as suas multiplicidades.

É consequência imediata da proposição anterior o resultado que a seguir se
enuncia.
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Corolário 4.1. Uma matriz é invertı́vel se e só se zero não é um valor próprio da
matriz.

Exercı́cio 4.1. Mostre que se (λ,x) é um par próprio de uma matriz invertı́vel A,

então
(
1

λ
,x

)

é um par próprio de A−1. $

As matrizes reais podem ter valores próprios complexos (ver Exemplo 4.4).
Sendo o polinómio caracterı́stico de uma matriz real um polinónio real, as suas
raı́zes complexas ocorrem em pares de conjugados. Isto significa que se (a+ ib) é
um valor próprio complexo (não real) de uma matriz real, então o seu conjugado
(a− ib) também é valor próprio dessa matriz.

Antes de estabelecermos a relação existente entre vectores próprios correspon-
dentes a valores próprios complexos conjugados definimos a matriz conjugada de
uma matriz.

Definição 4.6. A matriz conjugada da matriz C é a matriz C cujas entradas são
os conjugados das entradas de C.

O conjugado de um vector u é o vector u cujas componentes são os conju-
gados das componentes de u.

Refira-se que o conjugado de um número real coincide consigo próprio, e
portanto se C é uma matriz real tem-se C = C.

Proposição 4.4. Se λ ∈ C é um valor próprio de uma matriz real A, então λ
também é um valor próprio de A. Além disso, se u é um vector próprio de A
associado a λ ∈ C, então u é um vector próprio de A associado a λ.

Demonstração. Seja (λ,u) um par próprio de A, isto é, Au = λu. Tomando o
conjugado da igualdade Au = λu, tem-se

Au = (λu)⇐⇒ Au = λu⇐⇒ Au = λu,

onde aplicámos a igualdade A = A uma vez que, por hipótese, A é real.
Por definição de valor e vector próprio de A, a igualdade Au = λu significa

que λ é um valor próprio de A e u é um vector próprio associado.
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Exemplo 4.4. A matriz A =

[

0 −1
1 0

]

possui os seguintes valores próprios:

det(A− λI) =

∣
∣
∣
∣

−λ 1
−1 −λ

∣
∣
∣
∣
= λ2 + 1 = 0⇐⇒ λ = i ou λ = −i.

O espaço próprio E(i) é o núcleo da matriz (A − iI), ou seja o conjunto dos
vectores x que verificam

(A− iI)x = 0⇐⇒
[

−i −1
1 −i

] [

a
b

]

=

[

0
0

]

⇐⇒ −ia = b.

Logo, E(i) = {(a,−ia) : a ∈ C} = Span{(1,−i)}. Como a valores próprios
conjugados correspondem vectores próprios conjugados, tem-se

E(−i) =
{

(ā, (−ia)) : a ∈ C

}

= {ā (1, i) : a ∈ C} = Span{(1, i)}.

!

4.1.1 Valores próprios e comportamento de f(x) = Ax

Nesta secção analisamos algumas relações entre os valores e vectores próprios de
uma matriz real A de ordem n e o comportamento da função f : Rn → Rn que
aplica um vector x ∈ Rn no vector Ax ∈ Rn, x 3→ Ax.

A função f , definida por f(x) = Ax, é uma função linear, ou seja, uma função
que verifica f(αx+βy) = αf(x)+ βf(y) para quaisquer α, β ∈ R e x,y ∈ Rn.
Como veremos no Capı́tulo 6, qualquer função linear f de Rn em Rn pode ser
escrita na forma f(x) = Ax, com A uma matriz n× n.

Estudaremos aqui com algum detalhe dois casos: 1) A matriz A só tem valores
próprios reais; 2) A matriz A é 2× 2 e tem um par de valores próprios complexos
conjugados. Como veremos ainda neste capı́tulo, estes dois casos são aqueles que
importa estudar se se pretende entender o caso geral de funções f definidas por
matrizes A diagonalizáveis.

Caso 1: A matriz A só tem valores próprios reais.
Seja λ um valor próprio real da matriz real A e f(x) = Ax. O espaço
próprio E(λ) é o espaço gerado pelos vectores próprios associados ao valor
próprio λ da matriz A, logo

f(x) = Ax = λx, para todo x ∈ E(λ).
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A igualdade anterior diz-nos que, se x ∈ E(λ) então o vector f(x) é um
múltiplo de x, e portanto f(x) também pertence a E(λ).
Ou seja, se λ ∈ R qualquer vector do espaço próprio E(λ) é aplicado por f
num vector do espaço próprio. Na Figura 4.1 ilustramos este facto.

E(λ)E(λ)

xx

f(x) = Ax

f(x) = Ax

00

λ > 1 0 < λ < 1

Figura 4.1: Os subespaços próprios de valores próprios reais são invariantes por
f .

Um subconjunto S do domı́nio de uma função g diz-se invariante por g se
qualquer vector de S é aplicado por g num vector de S .

Se A é uma matriz real de ordem n, os subespaços próprios correspondentes
a valores próprios reais são subespaços de Rn invariantes por f(x) = Ax.

Exemplo 4.5. A matriz A do Exemplo 4.2 (pág. 176) tem espectro σ(A) =
{3
2 ,

1
2}. A função f(x) = Ax é

f(x) = f(x1, x2) =

[

1 −1/2
−1/2 1

] [

x1

x2

]

=





x1 − x2
2

−x1
2 + x2



 .

Ou seja, f(x1, x2) = (x1 − x2
2 ,

−x1
2 + x2).

Os espaços próprios de A, obtidos no referido exemplo, são

E

(
3

2

)

= Span{(−1, 1)} e E

(
1

2

)

= Span{(1, 1)}.

Geometricamente, estes espaços próprios são rectas que passam pela ori-
gem e têm as direcções dos vectores (−1, 1) e (1, 1). Assim, a função f :
“contrai” vectores na direcção definida por E

(
1
2

)

já que, para x ∈ E
(
1
2

)

a respectiva imagem por f é f(x) = x
2 ; e “expande” vectores na direcção

definida por E
(
3
2

)

, visto que f(x) = 3x
2 para x ∈ E

(
3
2

)

. Na Figura 4.2
ilustramos este facto.
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E(1/2) E(3/2)

x1

x2

x
x

f(x) = 1
2x

f(x) = 3
2x

Figura 4.2: A função f “expande” vectores na direcção E
(
3
2

)

e “contrai” na
direcção E

(
1
2

)

.

Caso 2: A é uma matriz real, 2 × 2, e tem um par de valores próprios complexos
conjugados.
Do caso anterior, sabemos que os subespaços próprios de valores próprios
reais, de uma matriz real A, são subespaços invariantes para a função f :
Rn → Rn, definida por f(x) = Ax. Quando os valores próprios de A
são complexos, os respectivos espaços próprios não são subespaços de Rn,
apesar da função f estar definida de Rn em Rn.
Consideremos a matriz A do Exemplo 4.4 (pág. 182) e a função f(x) = Ax.
Essa matriz tem valores próprios complexos ±i, e a função f(x) = Ax é
definida por

f(x) = Ax⇐⇒ f(x1, x2) =

[

0 −1
1 0

] [

x1

x2

]

=

[

−x2

x1

]

.

Geometricamente, f actua no vector x rodando-o em torno da origem de
um ângulo π

2
no sentido directo (ou anti-horário). A Figura 4.3 ilustra este

facto. Como se observa neste exemplo, se aplicarmos f , sucessivamente,
a um vector x, ao fim de 4 aplicações voltamos a obter o vector x. Na
Figura 4.3 denotamos por

fk(x) = (f ◦ f ◦ · · · ◦ f
︸ ︷︷ ︸

k vezes

)(x),

a composição de f consigo própria k vezes (isto é, a transformação obtida
por k aplicações sucessivas de f ). Note-se que sendo f(x) = Ax se tem
fk(x) = Akx.
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x = f 4(x)

x = f 4(x)

f(x)

f(x)

x1

x2

f 2(x)

f 3(x)

Figura 4.3: A função f(x) = Ax, em que A tem valores próprios ±i representa
uma rotação em R2.

É óbvio que, exceptuando a origem, nenhum vector de R2 é aplicado num
múltiplo de si próprio. Ou seja, os únicos subespaços de R2 invariantes por
f são {(0, 0)} e R2.
Consideremos agora uma matriz A do tipo 2×2 com valores próprios com-
plexos λ = a± ib, com b &= 0,

A =

[

a −b
b a

]

.

Sugere-se como exercı́cio que verifique que esta matriz tem valores próprios
a± ib.
Recorde ainda (Anexo A) que há uma correspondência biunı́voca entre pon-
tos do plano de coordenadas (a, b) e números complexos a+ ib. Usando co-
ordenadas polares, a = ρ cos θ e b = ρ sen θ, o número complexo λ = a+ib
escreve-se na forma polar: λ = ρ(cos θ + i sen θ). O valor ρ = |λ| =√
a2 + b2 é a distância de λ à origem, e θ é o ângulo entre a parte posi-

tiva do eixo real e o ponto (a, b) (com −π < θ ≤ π). A Figura A.2 da
página 512, ilustra a representação polar de um número complexo a+ ib.
Assim, a matriz A pode escrever-se como um produto de duas matrizes

A =

[

a −b
b a

]

=

[

ρ 0
0 ρ

] [

cos θ − sen θ
sen θ cos θ

]

= DR.

A matriz R =

[

cos θ − sen θ
sen θ cos θ

]

é uma matriz de rotação, visto que para

x ∈ R2 o vector Rx é o vector de R2 que se obtém rodando x de um ângulo
θ, no sentido directo, em torno da origem (como facilmente se verifica).
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A matriz D =

[

ρ 0
0 ρ

]

representa uma expansão se ρ = |λ| > 1, e uma

contracção se ρ = |λ| < 1 já que, Dx = ρx.
Assim, a função f(x) = Ax = DRx actua sobre um vector x ∈ R2

rodando este vector e depois expandindo, contraindo ou mantendo-o, res-
pectivamente nos casos em que |λ| > 1, |λ| < 1 e |λ| = 1. A Figura 4.4
ilustra esse comportamento de f sobre vectores de R2.

Rx
Rx

f(x)

f(x)

|λ| < 1 |λ| > 1|λ| = 1

f(x) xxx

Figura 4.4: A matriz A tem λ como valor próprio complexo e f(x) = Ax =
DRx.

Como veremos na secção seguinte, o comportamento geral de uma função f :
Rn → Rn definida por f(x) = Ax, em que A é uma matriz (real) diagonalizável
é bem ilustrado pelos dois casos apresentados.

Consideremos agora um exemplo de uma matriz A possuindo valores próprios
reais e complexos.

Exemplo 4.6. Consideremos f(x) = Ax com A =





√
3
2 −1

2 0
1
2

√
3
2 0

0 0 1.2



.

A matriz A tem valores próprios λ1 =
√
3
2 + i12 , λ2 =

√
3
2 − i12 e λ3 = 1.2.

O valor próprio λ3 é real e o seu espaço próprio é gerado pelo vector (0, 0, 1)
(isto é, E(1.2) é o eixo dos zz). Logo, vectores do eixo dos zz são aplicados por
f em vectores do eixo dos zz por uma expansão de factor 1.2.

Atendendo à forma da matriz A (diagonal por blocos) é fácil verificar que f
aplica vectores do plano xy em vectores deste plano. Como o valor próprio λ1 (e
portanto o seu conjugado λ2) tem módulo |λ1| = |λ2| =

√

3
4 +

1
4 = 1, a função

f aplica um vector u do plano xy num vector que se obtém de u por rotação (em
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torno do eixo dos zz). O ângulo desta rotação é π/6 (note que sen π/6 = 1/2). Por
exemplo f(1, 1, 0) = (

√
3−1
2 ,

√
3+1
2 , 0). Para qualquer outro vector v = (s1, s2, s3),

a imagem por f deste vector é o vector f(v) que tem terceira coordenada 1.2s3
(expansão na direcção do eixo dos zz), e duas primeiras coordenadas respectiva-
mente, cos(π/6)s1 − sen(π/6)s2 e sen(π/6)s1 + cos(π/6)s2 (rotação de (s1, s2)
de π/6 em torno da origem).

A Figura 4.5 ilustra aplicações sucessivas de f ao vector u do plano xy, ao
vector w do eixo dos zz, e ao vector v que não pertence a estes subespaços. Esta
figura ilustra ainda o facto das imagens de aplicações sucessivas de f a vectores v
não pertencentes ao eixo dos zz nem ao plano xy, estarem sobre hélices inscritas
num cilindro.

u f(u)
f 2(u)

v
f(v)

f 2(v)
w

f(w)

f 2(w)

Figura 4.5: Aplicações sucessivas de f(x) = Ax para a matriz A do Exemplo 4.6.

!

4.2 Diagonalização de matrizes

O problema central tratado nesta secção é o de saber se dada uma matriz de or-
dem n existe uma base de Cn formada por vectores próprios. Quando tal acontece
a matriz diz-se diagonalizável, ou ainda, que a matriz é semelhante a uma ma-
triz diagonal. O processo de diagonalização de matrizes desempenha um papel
importante em álgebra linear sendo inúmeras as suas aplicações. Por exemplo,
a diagonalização de matrizes é utilizada na interpretação da dinâmica de mode-
los fı́sicos, em computação gráfica, e na identificação de cónicas e de superfı́cies
quadráticas.
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Definição 4.7. Duas matrizes quadradas A e B dizem-se semelhantes se existe
uma matriz invertı́vel P tal que

A = PBP−1.

Definição 4.8. Uma matriz quadrada A diz-se diagonalizável se é semelhante a
uma matriz diagonal D. Isto é, se existe uma matriz invertı́vel P tal que

A = PDP−1.

A uma matriz P tal que, A = PDP−1 com D diagonal, chama-se matriz que
diagonaliza A, ou matriz diagonalizante de A.

Comecemos por mostrar que os valores próprios de matrizes semelhantes são
iguais.

Proposição 4.5. Matrizes semelhantes têm o mesmo polinómio caracterı́stico.
Em particular, os valores próprios são os mesmos e ocorrem com as mesmas
multiplicidades.

Demonstração. Sejam A e B matrizes semelhantes. Isto é, existe uma matriz
invertı́vel P tal que A = PBP−1. Tem-se

det(A− λI) = det(PBP−1 − λI) = det
(

P (B − λI)P−1
)

= detP det(B − λI) det(P−1) = det(B − λI).

Nas igualdades anteriores aplicámos os seguintes factos: o determinante do pro-
duto é igual ao produto dos determinantes; o determinante da inversa é o inverso
do determinante. Da última igualdade segue que o polinómio caracterı́stico de A
é igual ao de B e portanto A e B possuem os mesmos valores próprios com as
mesmas multiplicidades.

Da Proposição 4.3 sabemos que o traço e o determinante de uma matriz de
ordem n são respectivamente iguais à soma e ao produto dos n valores próprios da
matriz, por conseguinte, da proposição anterior, segue o corolário que passamos a
enunciar.
Corolário 4.2. Matrizes semelhantes têm o mesmo traço e o mesmo determi-
nante.

Se A é uma matriz diagonalizável, isto é, A = PDP−1 com D diagonal, pela
Proposição 4.5 os valores próprios de D são os valores próprios de A. Como D
é diagonal, os seus valores próprios são as entradas da diagonal principal. Logo,
D = diag (λ1,λ2, . . . ,λn), onde λ1,λ2, . . . ,λn são os valores próprios de A.
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No caso de A ser diagonalizável, a questão que agora se coloca é a de saber
construir uma matriz P que diagonaliza A. O teorema seguinte mostra como
construir uma tal matriz, oferecendo simultaneamente uma condição necessária e
suficiente para que uma matriz seja diagonalizável.

Teorema 4.1. Uma matriz A do tipo n × n é diagonalizável se e só se possui n
vectores próprios linearmente independentes. Ou seja, se e só se existe uma base
de Cn constituı́da por vectores próprios de A.

Além disso, se A = PDP−1 com D = diag (λ1,λ2, . . . ,λn), então para
todo i = 1, . . . , n, a coluna i de P é um vector próprio de A associado ao valor
próprio λi.

Demonstração. A igualdade A = PDP−1 é equivalente a AP = PD. O pro-
duto AP é a matriz cujas colunas são o produto de A pelas colunas de P (ver
Definição 1.12, pág. 39). Assim, designando as colunas de P por ci, tem-se

AP = A



c1 c2 · · · cn



 =



Ac1 Ac2 · · · Acn



 .

Por outro lado,

PD =



c1 c2 · · · cn












λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
... ... ...
0 0 · · · λn








=



λ1c1 λ2c2 · · · λncn



 .

Logo, AP = PD se e só se a i-ésima coluna de P verifica Aci = λici, para todo
i = 1, . . . , n. Ou seja, se e só se ci é um vector próprio de A associado ao valor
próprio λi.

A matriz P é invertı́vel se e só se tem n colunas linearmente independentes
(cf. Proposição 3.15, pág. 153). Conclui-se portanto que é necessário e suficiente
para que A seja diagonalizável que existam n vectores próprios de A linearmente
independentes.
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Note-se que nem todas as matrizes são diagonalizáveis como se verifica no
exemplo seguinte.

Exemplo 4.7. Considere a matriz A =





2 0 0
0 1 1
0 0 1



.

Verifiquemos se esta matriz é ou não diagonalizável.
Uma vez que a matriz A é triangular, os valores próprios de A são λ1 = 2 e

λ2 = 1 (as entradas da diagonal principal). O valor próprio 2 é simples e o valor
próprio 1 tem multiplicidade algébrica 2, visto que o polinómio caracterı́stico de
A é p(λ) = (2− λ)(1− λ)2.

Para que A seja diagonalizável têm de existir 3 vectores próprios linearmente
independentes. Determinemos os espaços próprios.

(A− 2I)x = 0⇐⇒





0 0 0
0 −1 1
0 0 −1









a
b
c



 =





0
0
0



⇐⇒
{

−b+ c= 0
c= 0

Logo,

E(2) =
{

(a, b, c) ∈ R
3 : b = c = 0

}

= {(a, 0, 0) : a ∈ R} = Span {(1, 0, 0)} .

Para λ2 = 1:

(A− I)x = 0⇐⇒





1 0 0
0 0 1
0 0 0









a
b
c



 =





0
0
0



⇐⇒
{

a = 0
c= 0

E(1) =
{

(a, b, c) ∈ R3 : a = c = 0
}

= {(0, b, 0) : b ∈ R} = Span {(0, 1, 0)} .

Como a dimensão de cada espaço próprio é igual a 1, existem no máximo dois
vectores próprios linearmente independentes (um vector retirado de cada espaço
próprio). Ou seja, não existe um número suficiente de vectores próprios (que seria
3) para a matriz ser diagonalizável. Portanto, a matriz A não é diagonalizável.

!

Pelo teorema anterior sabemos que é condição necessária e suficiente para
uma matriz A, de ordem n, ser diagonalizável que possua n vectores próprios li-
nearmente independentes, ou seja, que exista uma base do espaço linear complexo
Cn formada por vectores próprios de A. Como veremos adiante (Proposição 4.6
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e Corolário 4.4), esta condição é equivalente à soma das dimensões dos espaços
próprios ser igual a n.

Na proposição seguinte mostramos que vectores próprios associados a valores
próprios distintos são necessariamente linearmente independentes.

Proposição 4.6. Seja {λ1,λ2, . . . ,λk} um conjunto de valores próprios distintos
da matriz A de ordem n.

1) Se {(λ1,x1), (λ2,x2), . . . , (λk,xk)} é um conjunto de pares próprios de
A, então o conjunto S = {x1,x2, . . . ,xk} é linearmente independente.

2) Se Bi é uma base de E(λi), então o conjunto B = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bk é
linearmente independente.

Demonstração. 1): Suponhamos, por absurdo, que S é linearmente dependente,
e que S ′ = {x1,x2, . . . ,xp} é um subconjunto de S com o maior número possı́vel
de vectores linearmente independentes (isto é, S ′ é uma base de SpanS cuja
existência é assegurada pela Proposição 3.8, pág. 133).

Qualquer vector xj de S \ S ′ escreve-se de forma única como combinação
linear dos vectores de S ′ (cf. Teorema 3.1). Ou seja, existem escalares αi únicos
tais que

xj = α1x1 + · · ·+ αpxp. (4.7)

Multiplicando (à esquerda) a igualdade anterior pela matriz (A− λjI), obtemos

(A− λjI)xj = α1(A− λjI)x1 + · · ·+ αp(A− λjI)xp ⇐⇒
0 = α1(λ1 − λj)x1 + · · ·+ αp(λp − λj)xp,

já que xi é um vector próprio de A associado a λi. Como S ′ é linearmente inde-
pendente, segue da última igualdade que αi(λi−λj) = 0, para todo o i = 1, . . . , p.
Sendo distintos os valores próprios de A, obtemos de αi(λi− λj) = 0 que αi = 0
para todo i = 1, . . . , p. Por conseguinte, de (4.7) resulta que xj é o vector zero, o
que contraria a hipótese de xj ser vector próprio. Logo, S é linearmente indepen-
dente.

2): Para mostrar que B = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bk é linearmente independente,
basta provar que B é uma base de E(λ1) + · · · + E(λk) (ver demostração da
Proposição 3.10, pág. 141). Ou equivalentemente, mostrar que para j = 1, . . . , k
se tem

Xj = E(λj) ∩ (E(λ1) + · · ·+ E(λj−1) + E(λj+1) + · · ·+ E(λk)) = {0} .
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Suponhamos, por absurdo, que existe um vector x ∈ Xj tal que x &= 0. Como o
vector x pertence a E(λj), tem-se

Ax = λjx. (4.8)

Uma vez que x também pertence a E(λ1)+· · ·+E(λj−1)+E(λj+1)+· · ·+E(λk),
podemos escrever

x = v1 + · · ·+ vj−1 + vj+1 + · · ·+ vk, (4.9)

para certos vectores vi ∈ E(λi). Multiplicando (à esquerda) a igualdade (4.9),
respectivamente, por A e por λj , obtemos

Ax = Av1 + · · ·+ Avj−1 + Avj+1 + · · ·+ Avk

= λ1v1 + · · ·+ λj−1vj−1 + λj+1vj+1 + · · ·+ λkvk

λjx = λjv1 + · · ·+ λjvj−1 + λjvj+1 + · · ·+ λjvk.

De (4.8) segue que as últimas expressões são iguais, pelo que

(λ1−λj)v1++ · · ·+(λj−1−λj)vj−1+(λj+1−λj)vj + · · ·+(λk−λj)vk = 0.

Como pelo item 1) os vectores v1, . . . ,vj−1,vj+1, . . . ,vk são linearmente inde-
pendentes, da última igualdade resulta que (λi − λj) = 0 para todo i = 1, . . . , k
e i &= j, o que contraria a hipótese dos valores próprios serem distintos. Logo,
Xj = {0}. Como j é qualquer, temos Xj = {0} para todo j = 1, . . . , k, o que
prova que B é uma base de E(λ1) + · · ·+ E(λk).

Como corolário da proposição anterior e do Teorema 4.1 podemos enunciar o
seguinte resultado.

Corolário 4.3. Uma matriz n × n com n valores próprios distintos é diagona-
lizável.

Exemplo 4.8. Verifiquemos que A =





4 0 1
2 3 2
1 0 4



 é diagonalizável, e determine-

mos uma matriz P que diagonaliza A.
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O polinómio caracterı́stico de A é

det(A− λI) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

4− λ 0 1
2 3− λ 2
1 0 4− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (3− λ)

∣
∣
∣
∣

4− λ 1
1 4− λ

∣
∣
∣
∣

= (3− λ)
(

λ2 − 8λ+ 15
)

= (3− λ)2(5− λ).

Assim, a matriz A tem valores próprios λ1 = 3 e λ2 = 5, com multiplicidades
algébricas 2 e 1, respectivamente. Saliente-se ainda que no cálculo de det(A −
λI) aplicámos o desenvolvimento de Laplace utilizando a segunda coluna, o que
produziu imediatamente uma factorização do polinómio (e portanto uma raiz).

Calculemos bases para os espaços próprios de A.

(A− 3I)x = 0⇐⇒





1 0 1
2 0 2
1 0 1









a
b
c



 =





0
0
0



⇐⇒ a+ c = 0

E(3) =
{

(a, b, c) ∈ R3 : a = −c
}

= {(−c, b, c) : b, c ∈ R}
= Span {(−1, 0, 1), (0, 1, 0)} .

(A− 5I)x = 0⇐⇒





−1 0 1
2 −2 2
1 0 −1









a
b
c



 =





0
0
0



⇐⇒
{

−a + c= 0
2a− 2b+ 2c= 0

⇐⇒ a = c e b = 2a.

E(5) =
{

(a, b, c) ∈ R3 : a = c e b = 2a
}

= {(a, 2a, a) : a ∈ R}
= Span {(1, 2, 1)} .

Como {(−1, 0, 1), (0, 1, 0)} e {(1, 2, 1)} são bases, respectivamente, dos subespaços
E(3) e E(5), tem-se

dimE(3) = 2 e dimE(5) = 1.

Conclui-se portanto que a multiplicidade geométrica de λ = 3 é dois, e a de
λ = 5 é um. Por conseguinte, a matriz A só tem valores próprios semi-simples.
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Existem três vectores próprios de A linearmente independentes, e portanto A é
diagonalizável.

Uma matriz P que diagonaliza A (isto é, tal que A = PDP−1 com D di-
agonal), é uma matriz cujas colunas formam uma base constituı́da por vectores
próprios de A. É claro que P depende da forma como se constrói a matriz D.
Assim, se escolhermos D = diag(3, 5, 3), a matriz P possui, na 1a e 3a colunas
vectores próprios associados ao valor próprio λ1 = 3, e na segunda coluna um
vector próprio associado a λ2 = 5. Para que P seja invertı́vel, temos de escolher
vectores próprios linearmente independentes. Por exemplo,

P =





−1 1 0
0 2 1
1 1 0



 e D =





3 0 0
0 5 0
0 0 3



 .

Também podemos considerar, por exemplo,

P =





−1 0 1
0 1 2
1 0 1



 e D =





3 0 0
0 3 0
0 0 5



 ,

correspondendo a uma outra colocação dos valores próprios de A na diagonal
principal de D. !

Exemplo 4.9. Seja A =





2 5 0
−1 0 0
0 0 5



.

Usando o desenvolvimento de Laplace ao longo da terceira coluna de (A−λI),
temos

det(A−λI) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2− λ 5 0
−1 −λ 0
0 0 5− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (5−λ) [−λ(2 − λ) + 5] = (5−λ)(λ2−2λ+5).

Logo, 5 e 1± 2i são valores próprios de A, já que

(λ2 − 2λ+ 5) = 0⇐⇒ λ =
2±

√
−16

2
= 1± 2i.

A matriz A é diagonalizável uma vez que tem três valores próprios distintos (cf.
Corolário 4.3). Para factorizar A na forma A = PDP−1 vamos calcular os
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espaços próprios considerando-os como subespaços de Cn (a matriz é real mas
tem valores próprios complexos).

(A−5I)x =





−3 5 0
−1 −5 0
0 0 0









a
b
c



 =





0
0
0



⇐⇒
{

−3a+ 5b = 0
−a− 5b = 0

⇐⇒ a = b = 0.

Logo,
E(5) = {(0, 0, c) : c ∈ C} = Span{(0, 0, 1)}.

(A− (1 + 2i)I)x =





1− 2i 5 0
−1 −1 − 2i 0
0 0 4− 2i









x
y
z



 =





0
0
0





⇐⇒
{

−x− (1 + 2i)y = 0
(4− 2i)z = 0

⇐⇒ x = −(1 + 2i)y e z = 0.

Note-se que a matriz A − (1 + 2i)I deverá ter determinante igual a zero uma
vez que 1 + 2i é valor próprio de A. Ou seja, as linhas de A − (1 + 2i)I são
linearmente dependentes. Desta observação podemos concluir (sem verificação
adicional) que as duas primeiras linhas da matriz são linearmente dependentes, e
consequentemente o sistema (A − (1 + 2i)I)x = 0 reduz-se às duas equações
indicadas acima. Logo,

E(1 + 2i) = {(−(1 + 2i)y, y, 0) : y ∈ C} = Span{(1 + 2i,−1, 0)}.

Como a valores próprios complexos conjugados correspondem vectores próprios
conjugados, tem-se

E(1− 2i) = {(−(1− 2i)ȳ, ȳ, 0) : y ∈ C} = Span{(1− 2i,−1, 0)}.

Assim, uma matriz P que diagonaliza A e a correspondente matriz diagonal D
podem ser

P =





1 + 2i 1− 2i 0
−1 −1 0
0 0 1



 , D =





1 + 2i 0 0
0 1− 2i 0
0 0 5



 .

Sugere-se que confirme a igualdade A = PDP−1. !
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Como vimos, uma matriz A de ordem n é diagonalizável se e só se a soma
das dimensões dos espaços próprios de A (ou seja, a soma das multiplicidades
geométricas dos valores próprios de A) for igual a n. Já se observou no Exem-
plo 4.7 que existem matrizes cuja soma das multiplicidades geométricas dos seus
valores próprios é inferior à ordem da matriz. Coloca-se naturalmente a questão
de saber se essa soma pode ser superior a n. A resposta a esta questão é negativa
como se deduz da proposição seguinte.

Proposição 4.7. Se λ é um valor próprio da matriz A, então

mult geom(λ) ≤ mult alg(λ).

Demonstração. Seja A uma matriz de ordem n e µ um valor próprio de A com
multiplicidade algébrica igual a k e multiplicidade geométrica igual a r.

É óbvio que r ≤ n, caso contrário r = dimN(A − µI) seria maior do que
n, o que é impossı́vel já que a ordem de A é n. De igual modo, k ≤ n já que
det(A−λI) é um polinómio de grau n e portanto não tem raı́zes de multiplicidade
superior a n.

Provemos agora que r ≤ k ≤ n. Suponhamos, por absurdo, que r > k.
Ou seja, que existem r vectores próprios u1, . . . ,ur linearmente independentes
associados ao valor próprio µ. Podemos completar o conjunto {u1, . . . ,ur} por
forma a obter uma base de Cn. Seja B = {u1, . . . ,ur,v1, . . . ,vn−r} uma tal base,
e P a matriz cujas colunas são os vectores de B, colocados segundo a ordem pela
qual aparecem em B. As primeiras r colunas ui de P verificam Aui = µui, e
portanto PAP−1 é uma matriz em blocos da forma

PAP−1 = T =

[

T11 T12

0 T22

]

,

onde T11 é uma matriz diagonal do tipo r × r com todas as entradas na diagonal
principal iguais a µ, isto é, T11 = µIr. A matriz A e a matriz T = PAP−1 têm o
mesmo polinómio caracterı́stico (cf. Proposição 4.5), ou seja

p(λ) = det(A− λI) = det(T − λI) =

∣
∣
∣
∣

T11 − λIr T12

0 T22 − λIn−r

∣
∣
∣
∣
.

Efectuando r aplicações sucessivas do desenvolvimento de Laplace segundo a
primeira coluna, tem-se

p(λ) = det(T − λI) = det(T11 − λIr) det(T22 − λIn−r) = (µ− λ)rq(λ),
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onde q é um polinómio de grau n − r. Da expressão anterior conclui-se que µ
é uma raiz de p com multiplicidade algébrica pelo menos r > k, o que é uma
contradição.

A soma das multiplicidades algébricas dos valores próprios de uma matriz de
ordem n é exactamente n, consequentemente segue como corolário da proposição
anterior, da Proposição 4.6 e do Teorema 4.1, o seguinte:

Corolário 4.4. Uma matriz A é diagonalizável se e só se todo o valor próprio λ
de A satisfaz a igualdade

mult alg(λ) = mult geom(λ).

Ou seja, uma matriz é diagonalizável se e só todos os valores próprios são semi-
simples.

Terminamos esta secção referindo alguns resultados sobre diagonalização de
matrizes reais com valores próprios complexos.

Valores próprios complexos

Recordemos que se λ é um valor próprio complexo não real de uma matriz real
A de ordem n, e x um vector próprio associado a λ, então x não é um vector de
Rn. Assim, se a matriz real A é diagonalizável e tem valores próprios comple-
xos, então a matriz P na factorização A = PDP−1 possui entradas complexas
(ver Exemplo 4.9). É habitual designar-se este facto dizendo que a matriz A é
diagonalizável em Cn.

Quando uma matriz diagonalizável A tem valores próprios complexos a fac-
torização A = PDP−1 (com D diagonal), não é a factorização mais conveniente
para, por exemplo, estudar o comportamento geométrico da função f : Rn → Rn,
definida por x 3→ Ax = PDP−1x, uma vez que P−1x não pertence a Rn. No
sentido de esclarecer esta questão, iremos mostrar que se A é diagonalizável em
Cn, então existem matrizes reais M e Σ tais que A = MΣM−1, com Σ uma
matriz diagonal por blocos, com um bloco diagonal (correspondente aos valores
próprios reais), e blocos 2× 2 da forma

S =

[

a −b
b a

]

. (4.10)
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(correspondentes a cada par de valores próprios complexos λ = a± bi). Ou seja,

Σ =








D 0 · · · 0

0 S1 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · Sk







, (4.11)

onde as matrizes Si são da forma (4.10), a matriz D é uma matriz diagonal tendo
na diagonal principal os valores próprios reais de A e 0 designa matrizes nulas.

Antes de procedermos à demonstração deste teorema estabelecem-se alguns
resultados preliminares.

Define-se a parte real e a parte imaginária de um vector u ∈ Cn como sendo
os vectores de Rn cujas componentes são, respectivamente, a parte real e a parte
imaginária das componentes correspondentes de u. Por exemplo, se u = (5 −
i,−2 + 3i), então Reu = (5,−2) e Imu = (−1, 3).

Lema 4.1. Os vectores u ∈ Cn e u ∈ Cn são linearmente independentes sobre
C se e só se Reu e Imu são vectores (de Rn) linearmente independentes.

Demonstração. Qualquer vector u de Cn escreve-se na forma u = Reu+ i Imu.
Como Reu = Reu e Imu = − Imu, tem-se

(α + iβ)u+ (γ + iδ)u = (α + iβ) (Reu+ i Imu) + (γ + iδ) (Reu− i Imu)

= [(α + γ) Reu+ (δ − β) Imu] + i [(β + δ) Reu+ (α− γ) Imu] .

Logo, (α + iβ)u+ (γ + iδ)u = 0 + 0i é equivalente ao sistema
{

(α + γ) Reu+ (δ − β) Imu = 0
(β + δ) Reu+ (α− γ) Imu = 0.

(4.12)

Uma vez que se verifica a equivalência

α = β = γ = δ = 0⇐⇒











α + γ = 0
α− γ = 0
δ + β = 0
δ − β = 0,

os vectores u e u são linearmente independentes se e só se Reu e Imu são line-
armente independentes.
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Proposição 4.8. Seja A uma matriz real 2×2 com valores próprios a±bi (b &= 0)
e v ∈ C2 um vector próprio associado a λ = a− bi. Então,

A = MSM−1, com M =



Rev Imv



 e S =

[

a −b
b a

]

,

onde Rev e Imv designam, respectivamente, a parte real e a parte imaginária
do vector v.

Demonstração. O Lema 4.1 garante que as colunas de M são linearmente inde-
pendentes, uma vez que o vectores v e v são vectores próprios associados a valo-
res próprios distintos, e portanto linearmente independentes (cf. Proposição 4.6).
Assim, M é invertı́vel e A = MSM−1 é equivalente a AM = MS. Necessitamos
pois de mostrar que AM = MS, com M e S da forma indicada no enunciado.
Ora,

MS =



Rev Imv





[

a −b
b a

]

=

[

M

[

a
b

]

M

[

−b
a

]]

(pela Definição 1.12)

=



aRev + b Imv −bRev + a Imv



 (pela Definição 1.11)

e

AM = A



Rev Imv



 =



ARev A Imv



 (pela Definição 1.12).

Da definição de valor e vector próprio, temos

Av = λv⇐⇒ A (Rev + i Imv) = (a− ib) (Rev + i Imv)

⇐⇒ ARev + iA Imv = (aRev + b Imv) + i (−bRev + a Imv)

⇐⇒ ARev = aRev + b Imv e A Imv = −bRev + a Imv,

onde na última equivalência aplicámos o facto de dois vectores complexos se-
rem iguais se e só se as respectivas partes reais e imaginárias forem iguais. Por
conseguinte, a igualdade AM = MS é satisfeita.
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Enunciemos agora o teorema já referido.

Teorema 4.2. Seja A uma matriz real, n × n, diagonalizável, e com p valores
próprios reais e k pares de valores próprios complexos conjugados (p+2k = n).
Existem matrizes reais M e Σ tais que A = MΣM−1. A matriz Σ é uma matriz
diagonal por blocos da forma

Σ =








D 0 · · · 0
0 S1 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · Sk







.

Os blocos (na diagonal) de Σ têm as seguintes propriedades:

• O bloco D é uma matriz diagonal de ordem p com entradas na diagonal
principal iguais aos valores próprios reais de A, repetidos de acordo com
as suas multiplicidades.

• Cada bloco Sj é um bloco 2×2 da forma
[

aj −bj
bj aj

]

, com aj ± ibj um par

de valores próprios complexos conjugados de A.

As colunas de M têm as seguintes propriedades::

• Para i = 1, . . . , p, a coluna i de M é um vector próprio vi associados ao
valor próprio real λi de A.

• As colunas de p + 1 a n são, respectivamente, os pares de vectores Revj

e Im vj , (j = 1, . . . , k), onde vj é um vector próprio associado ao valor
próprio (complexo) λj = aj − ibj .

Demonstração. A matriz A é diagonalizável e portanto existe uma base de Cn

constituı́da por n vectores próprios de A. Seja {u1, . . . ,up,v1,v1, . . . ,vk,vk}
uma base de Cn, em que ui é um vector próprio associado a um valor próprio
real e vj,vj são vectores próprios associados, respectivamente, ao par de valores
próprios complexos aj − ibj , aj + ibj . Do Lema 4.1 e da Proposição 4.6, segue
que

B = (u1, . . . ,up,Rev1, Imv1, . . . ,Revk, Imvk)

é uma base ordenada de Rn.
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Coloquem-se os vectores da base B numa matriz M por colunas, respeitando
a ordem de B. Efectuando os produtos MA e ΣM , obtém-se MA = ΣM (cf.
Proposição 4.8). Como as colunas de M formam uma base, a matriz M é in-
vertı́vel e portanto MA = ΣM é equivalente a MAM−1 = Σ.

Ilustremos a aplicabilidade deste teorema à matriz do Exemplo 4.9. Nesse
exemplo, verificámos que o espectro de A é σ(A) = {5, 1 + 2i, 1 − 2i}, e conse-
quentemente A é diagonalizável. Os espaços próprios são

E(5) = Span{(0, 0, 1)}, E(1− 2i) = Span{(1− 2i,−1, 0)}.

Seja v = (1 − 2i,−1, 0) um vector próprio associado a λ = 1 − 2i. Os vectores
Rev e Imv são

Rev =





1
−1
0



 e Imv =





−2
0
0



 .

Por conseguinte, o Teorema 4.2 diz-nos que podemos tomar para M e Σ as matri-
zes

M =





0 1 −2
0 −1 0
1 0 0



 e Σ =





5 0 0
0 1 −2
0 2 1



 .

Ou seja, A = MΣM−1 com M e Σ reais. Sugerimos que compare esta factoriza-
ção com a factorização A = PDP−1 obtida no Exemplo 4.9.

Finalizamos esta secção fazendo uma referência breve ao comportamento da
função f : Rn → Rn, definida por f(x) = Ax, no caso em que A é diagonalizável
e possui valores próprios complexos.

Seja A uma matriz real, de ordem n, diagonalizável. Então, A = MΣM−1

com M real e Σ uma matriz real, diagonal por blocos, da forma (4.11). A ma-
triz M é invertı́vel, e pelo Teorema 3.8 a matriz M realiza a mudança da base
constituı́da pelos vectores coluna de M (que é uma base de Rn constituı́da por
vectores próprios de A correspondentes a valores próprios reais, e pelos vecto-
res das partes reais e imaginárias de vectores próprios associados aos valores
próprios complexos) para a base canónica de Rn. A matriz M determina uma
mudança de variáveis de x para y, mediante a igualdade x = My, ou seja,
f(x) = Ax = MΣM−1x = MΣy.

A acção de f sobre um vector x (ou equivalentemente a acção de A sobre x)
pode traduzir-se do seguinte modo: (i) fazer a mudança de variáveis de x para

201



4.2. Diagonalização de matrizes

y; (ii) fazer actuar a matriz Σ em y; (iii) seguidamente, sobre o vector obtido,
efectuar a mudança de variáveis (inversa) para a variável inicial. No diagrama
seguinte ilustra-se este processo.

Rn 6 x
A−−−→ Ax ∈ Rn

M−1



L

M

M

Rn 6 y
Σ−−−→ Σy ∈ Rn

A matriz Σ é constituı́da por blocos diagonais e por blocos associados a pares de
valores próprios complexos conjugados, os quais são matrizes do tipo estudado
no Caso 2 da Secção 4.1.1 (ver página 184). Do estudo efectuado nessa secção,
sabemos como actuam os blocos de Σ em vectores de Rn.

Exemplo 4.10. Considere-se a matriz A =

[ √
3
2

−
√
3

2
1

2
√
3

√
3
2

]

.

Os valores próprios de A são λ = 1
2(
√
3 ± i). Podemos verificar que v =

[

−i
√
3

1

]

é um vector próprio de A associado ao valor próprio λ = 1
2(
√
3 − i), já

que

Av =

[ √
3
2

−
√
3

2
1

2
√
3

√
3
2

]
[

−i
√
3

1

]

=

√
3− i

2

[

−i
√
3

1

]

= λv.

A Proposição 4.8 garante que a matriz A é da forma A = MSM−1, com

S =

[√
3
2

−1
2

1
2

√
3
2

]

e M =

[

0 −
√
3

1 0

]

=



Rev Imv



 .

Atendendo ao estudo realizado na Secção 4.1.1-Caso 2, sabemos que a matriz S é
uma matriz de rotação (os valores próprios têm módulo igual a 1), e que S actua
em vectores de R2 rodando-os (no sentido directo) em torno da origem de um
ângulo π

6 (note que cos π
6 =

√
3
2 e sen π

6 = 1
2) .

Na Figura 4.6 encontram-se representadas sucessivas aplicações de S ao vec-
tor x0 = (1, 3) através de pontos a cor azul. Cada um destes pontos é obtido do
anterior por uma rotação de π/6, ou seja, os pontos correspondentes a aplicações
sucessivas de S situam-se sobre uma circunferência de centro na origem e raio
igual à distância de x0 à origem, isto é, de raio igual a

√
10.

202



Capı́tulo 4. Valores e vectores próprios

As imagens de aplicações sucessivas de A ao mesmo ponto x0 (representadas
na Figura 4.6 a vermelho) estão por sua vez sobre uma elipse. Note-se que x =
My é da forma

x = My ⇐⇒
[

x0

x1

]

=

[

−
√
3y1

y0

]

,

e portanto se x = (x0, x1) pertence à circunferência de equação x2
0 + x2

1 = 10,
então o ponto y = (y0, y1) pertence à elipse definida por y20 + 3y21 = 10.

!4 !2 2 4

!3

!2

!1

1

2

3
x0Ax0

Sx0

A2x0 S2x0

Figura 4.6: Sucessivas aplicações de f(x) = Ax e de g(w) = Sw ao ponto x0,
onde A = MSM−1. A matriz A tem valores próprios complexos de módulo 1.

4.3 Potências de uma matriz e valores próprios
Certas propriedades dos valores e vectores próprios de potências de uma matriz
desempenham um papel fundamental em álgebra linear e nas aplicações. Neste
texto apresentam-se alguns exemplos ilustrativos da relevância dos valores e vec-
tores próprios de potências de matrizes, nomeadamente no estudo do comporta-
mento a longo prazo de cadeias de Markov (estudadas na próxima secção), ou na
determinação da forma canónica de Jordan de uma matriz (tratada no Capı́tulo 8).

Comecemos por observar que sendo A uma matriz diagonalizável de ordem
n, isto é, A = PDP−1 com D = diag (λ1, . . . ,λn), qualquer potência positiva de
A também é uma matriz diagonalizável, visto que

Ak = (PDP−1)(PDP−1) · · · (PDP−1)
︸ ︷︷ ︸

k factores

= PDkP−1, (4.13)
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onde Dk = diag (λk
1, . . . ,λ

k
n). A igualdade P−1AkP = Dk implica que os valores

próprios de Ak são λk
1, . . . ,λ

k
n (a matriz Ak é semelhante à matriz Dk). Além

disso, as colunas de P , que são vectores próprios de A, também são vectores
próprios de Ak já que: se (λ,u) é um par próprio de A, então (λk,u) é um par
próprio de Ak (ver demonstração da próxima proposição).

Proposição 4.9. Seja p(λ) = (−1)nλn+ bn−1λn−1+ · · ·+ b1λ+ b0 o polinómio
caracterı́stico da matriz A e u um vector próprio de A. Então

p(A)u =
[

(−1)nAn + bn−1A
n−1 + · · ·+ b1A+ b0

]

u = 0.

Demonstração. Comecemos por mostrar que se (µ,u) é um par próprio de A,
então (µk,u) é um par próprio de Ak, com k um inteiro positivo. De facto, se
Au = µu, resulta

Aku = Ak−1(Au) = Ak−1(µu) = µAk−1u = µAk−2(Au) = µ2Ak−2u

= · · · = µku.

Por definição de valor e vector próprio, a igualdade Aku = µku significa que µk

é um valor próprio de A e u é um vector próprio associado.
Para mostrar que p(A)u = 0 basta mostrar que p(A)u = p(µ)u, onde (µ,u)

é um par próprio de A. Aplicando o facto de (µk,u) ser um par próprio de Ak no
cálculo de p(A)u, tem-se

p(A)u = (−1)nAnu+ bn−1A
n−1u+ · · ·+ b1Au+ b0u

= (−1)nµnu+ bn−1µ
n−1u+ · · ·+ b1µu+ b0u

= ((−1)nµn + bn−1µ
n−1 + · · ·+ b1µ+ b0)u = p(µ)u = 0× u = 0,

onde a penúltima igualdade resulta do facto de µ ser valor próprio de A, e portanto
raiz de p.

Corolário 4.5. Seja p(λ) = (−1)nλn+bn−1λn−1+ · · ·+b1λ+b0 = 0 a equação
caracterı́stica da matriz A. Se A tem n vectores próprios linearmente indepen-
dentes, a matriz A satisfaz a sua equação caracterı́stica. Isto é,

p(A) = (−1)nAn + bn−1A
n−1 + · · ·+ b1A+ b0 = O,

onde O designa a matriz nula.
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Demonstração. Sejam u1, . . . ,un vectores próprios linearmente independentes
de A e X a matriz cujas colunas são estes vectores. Da proposição anterior tem-se
p(A)ui = 0 para i = 1, . . . , n. Assim, usando a Definição 1.12 de produto de
matrizes, obtemos

p(A)X = p(A)



u1 u2 . . . un



 =



p(A)u1 p(A)u2 . . . p(A)un



 = O.

Como as colunas de X são linearmente independentes, a matriz X é invertı́vel
(Proposição 3.15). Logo, multiplicando (à direita) a equação matricial p(A)X =
O por X−1, obtém-se p(A) = O.

O resultado do corolário anterior é igualmente válido no caso da matriz não
admitir n vectores próprios linearmente independentes. Esta generalização cons-
titui o famoso Teorema de Cayley-Hamilton2 que passamos a enunciar.

Teorema 4.3. Cayley-Hamilton
Toda a matriz quadrada verifica a sua equação caracterı́stica. Ou seja, se

(−1)nλn + bn−1λn−1 + · · ·+ b1λ+ b0 é o polinómio caracterı́stico de A, então

(−1)nAn + bn−1A
n−1 + · · ·+ b1A+ b0I = O.

O exercı́cio guiado seguinte apresenta uma demonstração do Teorema de Cayley-
Hamilton.

Exercı́cio 4.2. Mostre o Teorema de Cayley-Hamilton.
Comece por justificar por que razão a matriz adjunta adj(A − λI) pode ser

escrita na forma adj(A−λI) = Bn−1λn−1+ · · ·+B1λ+B0, onde Bi são matrizes
n×n. Aplique a fórmula (2.14), na página 102, à matriz (A−λI), e conclua que

−Bn−1 = (−1)nI
ABn−k − Bn−k−1 = bn−kI para k = 1, . . . , n− 1

AB0 = b0I.

Multiplique as igualdades anteriores respectivamente por An, An−k e I , adicione,
e obterá p(A) = O.

$

2Arthur Cayley (1821 – 1895), matemático inglês. Sir William Rowan Hamilton (1805 – 1865),
fı́sico, astrónomo e matemático irlandês.
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4.4 Aplicações: Sistemas dinâmicos
Apresentamos nesta secção alguns exemplos ilustrativos da importância dos va-
lores e vectores próprios de uma matriz no estudo de certos modelos matemáticos.
Em primeiro lugar trataremos sistemas dinâmicos discretos e posteriormente equa-
ções diferenciais (sistemas dinâmicos contı́nuos).

Um sistema dinâmico é um modelo matemático que descreve a evolução no
tempo do estado de um sistema. O modelo matemático procura descrever o re-
sultado de uma determinada experiência, efectuada repetidas vezes. Nos modelos
mais simples, o resultado de cada experiência depende apenas do resultado da
experiência anterior. Consideremos o exemplo seguinte.

Exemplo 4.11. Uma universidade tem na totalidade dos seus cursos de licencia-
tura (com a duração de três anos) um numerus clausus de 850 alunos. Em cada
ano lectivo, 80% dos estudantes dos cursos de licenciatura transitam de ano (ou
terminam, caso estejam no terceiro ano) e 20% ficam retidos no mesmo ano. O
número de alunos que frequentam as licenciaturas dessa universidade no ano lec-
tivo k representa-se pelo vector de estado xk ∈ R3 cujas componentes xk1, xk2

e xk3 são, respectivamente, o número de alunos no primeiro, segundo e terceiro
ano das licenciaturas. Suponha-se que número de alunos de licenciatura no ano
lectivo 2010/11, era 1600 no primeiro ano, 950 no segundo ano e 1100 no terceiro.
Representamos o número de alunos de licenciatura no ano lectivo 2010/11 pelo
vector de estado x0 = (1600, 950, 1100). O número de alunos de licenciatura no
ano lectivo seguinte é representado pelo vector x1. De acordo com os dados do
problema o vector x1 é

x1 =





850
0
0



+





0.2 0 0
0.8 0.2 0
0 0.8 0.2



x0 = b+ Ax0.

O número de alunos de licenciatura nos anos lectivos subsequentes é repre-
sentado pelos vectores de estado x2,x3,x4, . . .. O vector de estado xk+1 é dado
por

xk+1 = b+ Axk k = 0, 1, 2, . . . (4.14)

A equação (4.14) é uma fórmula de recorrência que permite obter o vector de
estado de um determinado ano lectivo à custa dos vectores de estado de anos
lectivos anteriores. !
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Estudamos a seguir sistemas dinâmicos discretos lineares do tipo

xk+1 = Axk, com xk ∈ R
n e k = 0, 1, 2, 3, . . .

onde A é uma matriz de ordem n. Este tipo de sistemas é também designado
por equação às diferenças, de 1a ordem homogénea. Note-se que (4.14) é uma
equação às diferenças de 1a ordem não homogénea.

O análogo contı́nuo de uma equação às diferenças é uma equação diferencial.
Uma equação diferencial modela sistemas fı́sicos cujos estados são observados de
forma contı́nua. No final deste capı́tulo estudaremos este tipo de equações.

4.4.1 Sistemas dinâmicos discretos
Consideremos o sistema dinâmico discreto

xk = Axk−1, k = 0, 1, 2, . . .

onde A é uma matriz real do tipo n× n.
Chamamos órbita do ponto x0 ao conjunto de pontos da sucessão {xs}, isto

é, x0,x1,x2, . . .. A órbita do ponto inicial x0 é determinada pelas potências Ak e
por x0, uma vez que

x1 = Ax0

x2 = Ax1 = A2x0
...
xk = Axk−1 = Akx0, k ≥ 1.

Suponhamos que A é diagonalizável e que existe uma base B = (u1,u2, . . . ,un)
de Rn formada por vectores próprios de A. Nesta base, o ponto inicial x0 escreve-
se como combinação linear (única) dos vectores de B, seja

x0 = c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun.

Como vimos na demonstração da Proposição 4.9, se (λi,ui) é um par próprio de
A, então (λk

i ,ui) é um par próprio de Ak. Por conseguinte, o estado do sistema
no instante k é dado por

xk = Akx0 = Ak(c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun)

= c1Aku1 + c2Aku2 + · · ·+ cnAkun

= c1λk
1u1 + c2λk

2u2 + · · ·+ cnλk
nun,

(4.15)
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onde (λi,ui) é um par próprio de A, para i = 1, . . . , n.
A expressão (4.15) permite determinar o comportamento a longo prazo do

sistema. Este comportamento é dado pelo vector x∞ definido por

x∞ = lim
k→∞

xk = lim
k→∞

[

c1λ
k
1u1 + c2λ

k
2u2 + · · ·+ cnλ

k
nun

]

. (4.16)

Apresentamos a seguir alguns exemplos de sistemas dinâmicos discretos.

Números de Fibonacci e o número de Ouro

É no mı́nimo surpreendente como, quer na Natureza quer em certas criações
artı́sticas em arquitectura e pintura, se podem encontrar os chamados números
de Fibonacci. Um exemplo é a flor do girassol que tem 233 sementes em 144
espirais, números que correspondem aos 12o e 13o termos da sucessão de Fibo-
nacci. Aconselhamos uma visita ao site “goldennumber.net” 3, ou ao site de Ron
Knott4, onde pode encontrar vários exemplos de como as sucessões de Fibonacci
aparecem na Arte e na Natureza, bem como outras curiosidades relacionadas com
o “número de ouro”.

A sucessão de números de Fibonacci foi usada pelo seu criador, Leonardo de
Pisa5 (mais tarde conhecido por Fibonacci), como um modelo matemático sim-
ples para descrever o crescimento de uma população de coelhos, nas seguintes
condições:

1) Admite-se que os coelhos não morrem;

2) Supõe-se que um casal de coelhos demora dois meses a atingir a maturidade,
altura em que se passa a reproduzir mensalmente dando origem a um novo
casal de coelhos.

Denotemos por Fk o número de casais de coelhos no mês k. A evolução da
população de coelhos pode modelar-se da seguinte forma:

• O processo inicia-se no mês k = 1 com um casal de coelhos, isto é, F1 = 1.

• No mês seguinte o número de casais é ainda igual a 1, ou seja, F2 = 1, visto
que o casal original está ainda imaturo.

3http://goldennumber.net/
4http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fibnat.html
5Leonardo de Pisa (1170 — 1250), matemático italiano considerado um dos mais talentosos

matemático da Idade Média.
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• Decorridos dois meses, tem-se F3 = 2, correspondente ao casal original e a
um casal recém-nascido.

A sucessão {Fk} obtida pelo processo anterior é designada por sucessão de Fibo-
nacci. O termo de ordem k da sucessão de Fibonacci, verifica

Fk+2 = Fk+1 + Fk com F1 = 1 e F2 = 1.

Os primeiros termos desta sucessão são

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .

A sucessão de Fibonacci pode ser escrita na forma matricial da maneira que
indicaremos a seguir. Usaremos os valores próprios e os vectores próprios da
matriz que define a sucessão para obter uma expressão explı́cita (não recursiva)
de Fk e provar que o crescimento da sucessão de Fibonacci é do tipo exponencial.

Escrevendo xk−1 =

[

Fk+1

Fk

]

, a equação Fk+2 = Fk+1 + Fk é equivalente a

[

Fk+2

Fk+1

]

=

[

1 1
1 0

] [

Fk+1

Fk

]

⇐⇒ xk =

[

1 1
1 0

]

xk−1 = Axk−1, para k = 1, 2, . . .

(4.17)

e x0 =

[

1
1

]

=

[

F2

F1

]

.

Atendendo à expressão obtida em (4.15), se a matriz A for diagonalizável (e
com valores próprios reais), tem-se

xk−1 =

[

Fk+1

Fk

]

= c1λ
k−1
1 u1 + c2λ

k−1
2 u2, (4.18)

onde (λ1,u1) e (λ2,u2) são pares próprios A, e (c1, c2) é o vector das coordenadas
de x0 na base ordenada (u1,u2).

Comecemos por calcular os valores próprios de A.

det(A− λI) =

∣
∣
∣
∣

1− λ 1
1 −λ

∣
∣
∣
∣
= λ2 − λ− 1.

As raı́zes de p(λ) = λ2 − λ− 1 são

λ1 =
1 +

√
5

2
≈ 1.618 . . . e λ2 =

1−
√
5

2
≈ −0.618 . . . .
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O valor próprio λ1 é conhecido por número de ouro sendo habitualmente desig-
nado pela letra φ.

A matriz A tem valores próprios reais e distintos, logo é diagonalizável (cf.
Corolário 4.3). Determinemos uma base de R2 constituı́da por vectores próprios
de A. Para i = 1, 2 temos

[

1− λi 1
1 −λi

]

ui =

[

0
0

]

⇐⇒
{

(1− λi)a + b= 0
a− λib= 0

⇐⇒ a = λib.

Logo, podemos tomar u1 =

[

λ1

1

]

e u2 =

[

λ2

1

]

como vectores próprios associa-

dos, respectivamente, a λ1 e λ2. As coordenadas de x0 na base ordenada (u1,u2)
são:

x0 =

[

1
1

]

= c1

[

λ1

1

]

+ c2

[

λ2

1

]

⇐⇒
{

c1λ1 + c2λ2 = 1
c1 + c2 = 1

⇐⇒ c1 = 1− c2, c2 =
λ1 − 1

λ1 − λ2
⇐⇒ c1 =

1√
5
φ, c2 = −

1√
5
λ2.

Assim, a expressão (4.18) toma a forma

xk−1 =

[

Fk+1

Fk

]

=
1√
5





(

1 +
√
5

2

)k [
1+

√
5

2
1

]

−

(

1−
√
5

2

)k [
1−

√
5

2
1

]


 .

Logo, os termos da sucessão de Fibonacci são dados por

Fk =
1√
5





(

1 +
√
5

2

)k

−

(

1−
√
5

2

)k


 , k = 1, 2, . . .. (4.19)

A fórmula (4.19) é conhecida como a fórmula de Binet para os números de Fibo-
nacci. Note que nesta fórmula temos que

(
1−

√
5

2

)k

→ 0 quando k → ∞, já que
0 < λ2 < 1. Por conseguinte, para k suficientemente grande, o valor de Fk pode
aproximar-se por 1√

5
φk, onde λ1 = φ > 1 é o maior valor próprio de A.

Matrizes de Markov

As chamadas cadeias de Markov6 aparecem naturalmente na modelação matemática
de problemas de biologia, quı́mica, economia, etc.. Trata-se de sistemas dinâmicos

6Andrey Markov (1856-1922), matemático russo.
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discretos, xk+1 = Mxk, em que a matriz M é uma matriz cujos vectores coluna
são vectores de probabilidades, isto é, vectores de componentes não negativas e
tais que a soma das componentes é igual a 1.

Por exemplo, suponha-se que o administrador de uma firma de aluguer de
viaturas, com três agências localizadas em cidades distintas, pretende estimar o
número de carros em cada agência num dado instante. Admita-se que um cliente
pode alugar uma viatura numa agência e entregá-la noutra. É claro que o admi-
nistrador da firma não pode saber de antemão qual o número exacto de viaturas
que será entregue numa dada agência, mas pode calcular a percentagem de car-
ros que se encontram numa dada agência. Designe-se por xk = (xk1, xk2, xk3) o
vector de estado do mês k, isto é, o vector em que a componente xki representa a
probabilidade de um carro da frota se encontrar na agência i (i = 1, 2, 3) no mês
k. Calculando as probabilidades de um carro que está na agência i se encontrar na
agência j no mês seguinte, o administrador da firma concluiu que xk+1 = Mxk,
onde

M =





1/2 0 1/10
1/10 7/10 1/10
2/5 3/10 4/5



 .

Este é um problema tı́pico que é modelado matematicamente por uma cadeia
de Markov com três estados (as agências). A entrada pij da matriz M = [pij ]
designa a probabilidade do sistema se encontrar no estado i quando na observação
anterior se encontrava no estado j. A matrizM é designada pormatriz de transição
da cadeia de Markov. Como cada vector coluna de M é um vector de probabili-
dade, a matriz M goza da propriedade de ter todas as entradas não negativas e da
soma das entradas de cada coluna ser constante e igual a 1. Estas matrizes são
designadas por matrizes de Markov ou matrizes estocásticas.

Seja M uma matriz de Markov. Uma cadeia de Markov associada a M é uma
sucessão de vectores de probabilidade, x0,x1,x2 . . . satisfazendo

xk+1 = Mxk, k = 0, 1, 2, . . . (4.20)

Como se disse, as matrizes de Markov caracterizam-se por terem entradas não ne-
gativas (dizendo-se matrizes não negativas) e a soma das entradas de cada coluna
ser igual a 1. Vemos a seguir que estas duas propriedades têm fortes implicações
no tipo de valores próprios destas matrizes e no comportamento a longo prazo das
cadeias de Markov.

Se A é uma matriz tal que a soma das entradas de cada linha é constante igual

211



4.4. Aplicações: Sistemas dinâmicos

a s, então o vector u = (1, 1, . . . , 1) satisfaz a igualdade

Au = su.

A igualdade anterior significa que s é um valor próprio de A e u é um vector
próprio associado. Como o determinante de uma matriz é igual ao determinante
da sua transposta, tem-se det(A − λI) = det(A − λI)T = det(AT − λI). Ou
seja, as matrizes A e AT têm os mesmos valores próprios. Por conseguinte, se
uma matriz tem a soma das entradas de cada coluna constante, esta constante é
um valor próprio da matriz.

Proposição 4.10. Se uma matriz A tem a soma das entradas de cada coluna (ou
de cada linha) constante, então esta constante é um valor próprio de A.

Em particular, λ = 1 é um valor próprio de uma matriz de Markov.

Nota 24. Apesar de uma matriz e a sua transposta terem os mesmos valores
próprios, isso não significa que pares próprios deA sejam também pares próprios
de AT . Ou seja, se v é um vector próprio de A associado ao valor próprio λ, não
significa que v é um vector próprio de AT associado ao valor próprio λ. Deixa-
mos como exercı́cio encontrar um contra-exemplo.

Dada uma cadeia de Markov definida pela matriz M , um vector de equilı́brio,
ou vector estacionário, é um vector de probabilidades q que satisfaz

Mq = q. (4.21)

Ou seja, um vector de equilı́brio é um vector próprio de M associado ao valor
próprio 1 que também é um vector de probabilidades. Saliente-se que, se xk é um
vector de equilı́brio, então xj = xk para j ≥ k, o que justifica a designação de
vector de equilı́brio.

Para uma matriz de Markov, a existência de vectores próprios associados ao
valor próprio λ = 1 que sejam vectores de probabilidades decorre da teoria ge-
ral das matrizes não negativas. A teoria das matrizes não negativas (conhecida
pela designação de Teoria de Perron-Frobenius7) está fora do âmbito deste texto.
Utilizamos no entanto alguns resultados fundamentais desta teoria, convidando o
leitor interessado a consultar obras especializadas. Para os resultados que aqui
utilizamos sugere-se a leitura de Meyer [9].

7Oskar Perron (1880 – 1975) e Ferdinand Georg Frobenius (1849 – 1917).
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Define-se raio espectral de uma matriz como sendo o máximo dos módulos
dos seus valores próprios. Isto é,

ρ(A) = max
i=1,...,n

{|λi|} ,

onde λi é um valor próprio da matriz A (de ordem n). Resume-se no quadro se-
guinte alguns resultados da Teoria de Perron-Frobenius cuja prova pode encontrar
em Meyer [9].

A Teoria de Perron-Frobenius para matrizes não negativas garante que uma
matriz de Markov admite um vector próprio u, associado ao valor próprio λ = 1,
com todas as componentes positivas. Além disso, o raio espectral de uma matriz
de Markov é exactamente 1.

No caso da matriz de Markov M ser positiva (isto é, com todas as entradas
positivas), tem-se:

i) O valor próprio λ = 1 tem multiplicidade algébrica igual a 1 e os restantes
valores próprios de M têm módulo inferior a 1.

ii) Se y é um qualquer vector de probabilidades, então

lim
k→∞

Mky = q, (4.22)

onde q é um vector de probabilidades cujas componentes são todas positi-
vas.

O facto de uma matriz de Markov M possuir um par próprio (1,u) em que o
vector próprio u = (u1, . . . , un) tem todas as componentes positivas vai implicar
que qualquer cadeia de Markov admita pelo menos um vector de equilı́brio. Com
efeito, o vector q = 1∑n

i=1 ui
u ainda é um vector próprio de M associado ao valor

próprio λ = 1, e além disso é um vector de probabilidades. Logo, q é um vector
de equilı́brio.

Proposição 4.11. Qualquer cadeia de Markov admite pelo menos um vector de
equilı́brio.

Saliente-se que o valor próprio λ = 1 de matrizes de Markov não negativas
pode ter multiplicidade geométrica superior a um, e portanto haver mais do que
um vector de equilı́brio. No entanto, quando a matriz de Markov é positiva, a
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unicidade do vector de equilı́brio está garantida, uma vez que o valor próprio
λ = 1 é um valor próprio simples. Além disso, a longo prazo o sistema tende para
o vector de equilı́brio independentemente do vector de estado inicial (pelo item
(ii) no quadro acima).

No caso da matriz de Markov M ser positiva e diagonalizável, é fácil ver que
a expressão (4.16) converge. De facto, como λ1 = 1 é um valor próprio de M
de multiplicidade algébrica 1, e os restantes valores próprios de M têm módulo
inferior a 1, a expressão (4.16) reduz-se a

x∞ = lim
k→∞

Mkx0 = lim
k→∞

[

c1λ
k
1u1 + c2λ

k
2u2 + · · ·+ cnλ

k
nun

]

= c1u1.

Como x∞ é um vector de probabilidades (de facto é o vector de equilı́brio), a
constante c1 é igual ao inverso da soma das componentes de um vector próprio
(positivo) u1 associado a λ1 = 1.

Exemplo 4.12. Suponha-se que anualmente 1.5% da população que vive na área
metropolitana de Lisboa (AML) muda-se para outras regiões do paı́s, e 9% da
população portuguesa muda-se para AML. Sabendo que no ano de 1970, 18% da
população de Portugal vivia na AML, pertende-se determinar qual a distribuição
da população portuguesa a longo prazo.

Tomando para vector de estado inicial x0 = (0.18, 0.82), correspondendo a
ter (em 1970) 18% da população na AML (e portanto 82% fora desta região), a
evolução no tempo da percentagem da população portuguesa vivendo na AML é
descrita pelo sistema xk = Mxk−1, k = 1, 2, . . . onde M é a matriz de Markov

M =

[

0.985 0.09
0.015 0.91

]

.

A matriz M corresponde aos movimentos transcritos na tabela seguinte (onde
FAML designa não residentes na AML).

De
AML FAML

AML 0.985 0.09
Para

FAML 0.015 0.91

A matriz M é positiva e tem 1 como valor próprio visto que a soma das en-
tradas de cada coluna é igual a 1 (cf. Proposição 4.10). Como a soma dos valo-
res próprios é igual ao traço da matriz (Proposição 4.3), o outro valor próprio é
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λ2 = 0.895. Uma vez que M é uma matriz positiva já sabı́amos que λ1 = 1
seria o maior valor próprio e que a sua multiplicidade algébrica seria igual a
um. São vectores próprios associados, respectivamente a λ1 e a λ2, os vecto-
res u1 = (0.09, 0.015) e u2 = (−1, 1), como pode confirmar calculando Mu1 e
Mu2.

Usando a equação (4.15), no ano k, a percentagem da população portuguesa
na AML e fora desta área é dada por

xk = c1

[

0.09
0.015

]

+ c2(0.895)
k

[

−1
1

]

, (4.23)

onde c1 e c2 são as coordenadas do vector inicial x0 = (0.18, 0.82) na base or-
denada (u1,u2). A longo prazo, a distribuição da população portuguesa tende
para

x∞ = lim
k→∞

xk = c1

[

0.09
0.015

]

,

uma vez que (0.895)k → 0 quando k → ∞. Este vector é de facto, o vec-
tor de equilı́brio. Uma vez que x∞ é um vector de probabilidades tem-se c1 =

1
0.09+0.015 = 0.105. Pode confirmar-se este resultado calculando as coordenadas
c1 e c2 de x0 na base (u1,u2).

Assim, a longo prazo temos x∞ =
1

0.105
u1 ≈ (0.86, 0.14), ou seja, a longo

prazo 86% da população portuguesa viverá na área metropolitana de Lisboa. !

Exemplo 4.13. Este exemplo baseia-se no artigo de Kurt Bryan e Tanya Leise
intitulado: ”The $250000000008 eigenvector. The linear Algebra behind Google”,
publicado em 2006 pela SIAM Review [3].

Nos finais dos anos 90 a empresa fundadora do motor de busca Google9 apre-
sentou um processo de pesquisa na net de palavras chave que listava os resultados
segundo a sua relevância. Tal não acontecia com os motores de busca existentes à
época, nos quais o utilizador era obrigado a percorrer várias páginas de listagem
de sites irrelevantes até encontrar a informação desejada.

Um dos algoritmos usados pelo Google para seriar os sites por ordem decres-
cente de importância é o denominado algoritmo PageRank.10

8O valor estimado da empresa Google quando em 2004 se tornou uma empresa pública.
9Google é um trocadilho da palavra anglo-saxónica ”googol” a qual significa 10100. O termo

reflecte o número enorme e sempre crescente de utilizadores da net.
10PageRank foi desenvolvido na Universidade de Stanford (USA) por Larry Page e posteri-

ormente por Sergey Brin como parte de um projecto de investigação. Page e Brin fundaram a
empresa Google em 1998.

215



4.4. Aplicações: Sistemas dinâmicos

Apresentamos aqui um exemplo muito simples que ilustra a importância da
álgebra linear na quantificação da relevância dos sites da net. A relevância de uma
dada página é quantificada atribuindo-lhe uma classificação (um número real não
negativo). Esta classificação depende do número de links (ligações ou citações)
que essa página faz para outras páginas, bem como do número de citações que as
outras páginas lhe fazem.

Suponha que o número de páginas (interligadas) numa rede é n > 1 e que
cada página é designada por um inteiro k. Cada link vai representar-se por uma
seta. Uma seta com origem em A e ponto final B, indica um link da página A
para a página B. Um exemplo é a rede com cinco páginas representada pelo grafo
direccionado11 da Figura 4.7.
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Figura 4.7: Uma rede com cinco páginas. Uma seta de A para B indica um link
da página A para a B.

Designemos por xk o valor da relevância (ou importância) da página k da
rede. O valor de xk é não negativo e xj > xk significa que a página j tem mais
importância que a página k. Uma forma simples de atribuir a importância a uma
dada página k seria considerar xk igual ao número de setas que entram na página
k, ou seja, o número de citações que as outras páginas da rede fazem à página k.
Por exemplo, para a rede da Figura 4.7 terı́amos x1 = 2, x2 = 4, x3 = 1, x4 = 3
e x5 = 1, significando que a página mais relevante seria a página 2 e as menos
importantes a 3 e a 5.

A caracterização anterior é insuficiente visto que uma citação proveniente de
uma página pouco importante não deve ter o mesmo valor que uma citação pro-
veniente de outra mais importante, e as autocitações não devem ser consideradas.
Uma outra forma de atribuir o valor da importância da página k seria considerar
xk igual à soma do valores das importâncias das páginas que a citam. Isso daria,
x1 = x2 + x4, x2 = x1 + x3 + x4 + x5, x3 = x1, x4 = x1 + x3 + x5 e x5 = x2.

11Um grafo consiste num conjunto de vértices e arestas. Cada aresta liga um par de vértices.
Um grafo diz-se direccionado se está atribuı́do um sentido a cada aresta.
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Há contudo uma outra caracterı́stica a levar em conta neste modelo, nomeada-
mente o facto de uma página não dever ganhar uma relevância superior só pelo
simples facto de fazer muitas citações a outras páginas. Neste sentido, o valor da
importância de uma dada página deve ser dividido pelo número de citações que
faz a outras páginas da rede, ou seja, se a página j faz um total de sj links para as
outras páginas da rede deve considerar-se que a sua relevância é xj/sj (note que
sj é o número de setas que saem do vértice j do grafo). Ou seja, uma página que
faz s citações confere a cada página citada o valor 1/s da sua importância.

Desta forma, para a rede apresentada na Figura 4.7 terı́amos a seguinte modi-
ficação nas relações obtidas anteriormente:

x1 = 1
2x2 +

1
2x4

x2 = 1
3x1 +

1
2x3 +

1
2x4 +

1
2x5

x3 = 1
3x1

x4 = 1
3x1 +

1
2x3 +

1
2x5

x5 = 1
2x2

(4.24)

As equações anteriores podem reescrever-se na forma matricial x = Mx, onde
M é a matriz de Markov

M =









0 1
2 0 1

2 0
1
3 0 1

2
1
2

1
2

1
3 0 0 0 0
1
3 0 1

2 0 1
2

0 1
2 0 0 0









e x = (x1, x2, x3, x4, x5).

Para determinar o valor das relevâncias das cinco páginas web representadas no
grafo da Figura 4.7 há que determinar o vector x que verifica as igualdades (4.24),
ou seja, um vector de equilı́brio da cadeia de Markov definida por M . Temos
assim de determinar um vector próprio associado ao valor próprio 1 de M que seja
um vector de probabilidades. O vector (15, 18, 5, 12, 9) é um vector próprio asso-
ciado ao valor próprio 1, e portanto um vector de equilı́brio é 1

59(15, 18, 5, 12, 9) ≈
(0.25, 0.31, 0.09, 0.20, 0.15). Logo, a página mais importante será a página 2,
seguida de 1, 4, 5 e 3.

Evidentemente que no caso concreto da seriação realizada pelo Google a ma-
triz M terá uma grandeza da ordem dos biliões, pelo que no tratamento compu-
tacional deste modelo assumem especial relevância os métodos numéricos para
cálculo de valores e vectores próprios de matrizes de grandes dimensões.

Convém referir que o vector de equilı́brio pode não ser único, uma vez que,
como se observa neste exemplo, a matriz que modela o funcionamento do Goo-
gle não é necessariamente positiva. Ou seja, o subespaço próprio associado ao
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valor próprio 1 pode ter dimensão superior a 1. Este caso, é tratado no artigo [3]
anteriormente referido, sendo aı́ apresentado um algoritmo que permite que o Go-
ogle produza sempre uma listagem de sites ordenados por ordem decrescente de
relevância.

Aconselha-se ao leitor interessado em aprofundar os detalhes da implementa-
ção do algoritmo PageRank e de outros motores de busca, a leitura de [7]. !

4.4.2 Equações diferenciais ordinárias
O análogo contı́nuo de um sistema dinâmico discreto são os sistemas modela-
dos por equações diferenciais, ou seja, por equações que envolvem uma função
e as suas derivadas. Nesta secção abordaremos alguns aspectos da resolução de
equações diferenciais ordinárias (EDO12) lineares, de primeira ordem. Trataremos
equações do tipo x′(t) = Ax(t)+b(t), onde A é uma matriz real (constante), x(t)
e b(t) são vectores n × 1 cujas componentes são funções reais de variável real,
e x′(t) designa a derivada de x(t), isto é, a função com valor em vectores cujas
componentes são as derivadas em ordem a t ∈ R das componentes de x(t). Eis a
expressão matricial de x e x′:

x(t) =






x1(t)
...

xn(t)




 , x′(t) =






x′
1(t)
...

x′
n(t)




 .

Em particular, iremos determinar o conjunto de todas as soluções de um sistema de
equações diferenciais (lineares) da forma x′(t) = Ax(t), em que A é uma matriz
diagonalizável. O caso em que A não é diagonalizável é tratado no Capı́tulo 8.
Para além do estudo da solução geral do sistema referido abordaremos outros
tópicos relacionados, nomeadamente a exponencial de matrizes e a redução de
uma equação diferencial de ordem n, homogénea e de coeficientes constantes, a
um sistema do tipo x′(t) = Ax(t).

Comecemos por precisar a nomenclatura usada na classificação de equações
diferenciais.

• Equação diferencial: uma equação que envolve uma função, por exemplo,
x : R→ Rn, e as suas derivadas.

• Equação diferencial ordinária (EDO): uma equação que envolve uma função
de uma única variável real t, e as suas derivadas.

12A abreviatura EDO em lı́ngua inglesa é ODE, de “ordinary differential equation”.
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• Ordem de uma EDO: ordem da derivada de maior ordem que aparece na
equação.

Alguns exemplos de equações diferenciais do tipo x′(t) = Ax(t) + b(t):

(a) x′ − 2x = 5t (onde x(t) = [x(t)],b = [5t] e A = [−2])

(b)
{

x′
1(t) = 2x1(t)− x2(t)

x′
2(t) = 4x1(t) + 10x2(t)

⇐⇒
[

x′
1

x′
2

]

=

[

2 −1
4 10

] [

x1

x2

]

⇐⇒ x′(t) = Ax(t).

Quando a matriz A é de ordem superior a 1, como no exemplo (b) anterior, a
equação x′(t) = Ax(t)+b(t) é um sistema de EDOs lineares de 1a ordem. Neste
texto usaremos indistintamente a designação EDO para uma equação diferencial
ou para um sistema de EDOs.

A equação
x′(t) = Ax(t) + b(t)

diz-se homogénea se b(t) = 0. Em geral chama-se a

x′(t) = Ax(t)

a equação homogénea associada à equação x′(t) = Ax(t) + b(t).
Uma solução da equação diferencial x′(t) = Ax(t) +b(t) é uma função dife-

renciável u que verifica a equação, ou seja, tal que u′(t) = Au(t)+b(t). Chama-
se solução geral de uma equação diferencial ao conjunto de todas as soluções da
equação.

Estamos interessados em obter o conjunto de todas as soluções da equação
diferencial x′(t) = Ax(t), onde A é uma matriz (constante) do tipo n × n. Para
tal comecemos por abordar o caso mais simples em que n = 1, ou seja, de uma
equação do tipo x′(t) = kx(t), com k uma constante real.

Exemplo 4.14. Considere-se a equação x′(t) = 3x(t). A solução geral desta
equação é o conjunto de todas as funções reais x de variável real cuja derivada
é o triplo da função. Esse conjunto solução é constituı́do por todas as funções
da forma x(t) = ce3t, onde c designa uma constante real arbitrária. Não existe
outro tipo de funções que verifiquem a equação, como pode confirmar usando o
Exercı́cio 4.3 adiante. Assim, a solução geral da equação dada, é o subespaço

{

x(t) = ce3t : c ∈ R
}

= Span{e3t} (4.25)
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do espaço linear C das funções reais de variável real, contı́nuas com derivada
contı́nua. As operações de adição e multiplicação por escalares para as quais C é
um espaço linear são as operações definidas na página 167.

O conjunto (4.25) é uma famı́lia de funções parametrizadas por c ∈ R. Na
Figura 4.8 encontram-se representados alguns elementos desta famı́lia.

!!!!

1 t−1−2

5

y

−10

−5

2e3t2e3t2e3t2e3t

e3t

e3t

e3t

e3t

e3t

e3t

e3t

e3t

Figura 4.8: A solução geral da equação x′ = 3x é x(t) = ce3t. A vermelho a
função nula, correspondente a c = 0; a verde a solução correspondente a c =
x(0) = 1; a azul a solução correspondente a c = x(0) = −1.

Obtivemos uma infinidade de soluções para a equação x′ = 3x. Porém, se
considerarmos o problema de saber quantas soluções da equação tomam um certo
valor num dado ponto, a resposta é: uma única solução. Este tipo de problema é
designado por problema de valor inicial (ou abreviadamente p.v.i.). Por exemplo,
o problema de valor inicial

{

x′ = 3x
x(0) = 1,

apenas possui a solução x(t) = e3t, já que impondo a condição inicial x(0) = 1
na solução geral da equação resulta

x(t) = ce3t ⇒ x(0) = 1⇒ c = 1.

!

Exercı́cio 4.3. Mostre que u(t) é uma solução de x′ = kx (com k uma constante
real) se e só se o produto u(t)e−kt é uma constante. $
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Sistemas de EDOs lineares, de primeira ordem, homogéneos

Vimos que no caso de uma EDO homogénea do tipo x′ = kx (com x : R → R)
o conjunto solução geral é o espaço linear gerado por ekt. A solução geral de um
sistema de EDOs homogéneo do tipo x′ = Ax é igualmente um subespaço do
espaço linear das funções x : R → Rn, contı́nuas com derivada contı́nua, com
as operações usuais de adição de funções e multiplicação de uma função por um
escalar. De facto, é fácil mostrar que:

• A soma de duas soluções de x′ = Ax ainda é uma solução desta equação.

• O produto de uma solução de x′ = Ax por um escalar ainda é uma solução
desta equação.

Refira-se que a solução (constante) nula x(t) = (0, 0, . . . , 0) é sempre solução
do sistema x′ = Ax, como não podia deixar de ser uma vez que a solução geral é
um subespaço.

Como veremos, a solução geral de x′ = Ax, em que A é uma matriz de ordem
n, é um (sub)espaço linear de dimensão n. Assim, a determinação da solução
geral passa pela obtenção de uma base deste espaço. Uma base para a solução
geral recebe a designação de conjunto fundamental de soluções, atendendo a que
qualquer solução de x′ = Ax se obtém como combinação linear dos elementos
do referido conjunto.

Para obter uma base para a solução geral, temos de saber determinar soluções
linearmente independentes da equação x′ = Ax. A Proposição 4.12 adiante, con-
sequência imediata do Teorema de existência e unicidade de soluções de proble-
mas de valor inicial, fornece-nos um teste para a independência linear de soluções
da equação x′ = Ax. Enunciamos em seguida uma versão do teorema referido
cuja prova pode ser encontrada em qualquer livro dedicado ao estudo de equações
diferenciais como, por exemplo, Braun [2].

Teorema 4.4. Existência e unicidade de soluções
Seja A uma matriz real de ordem n, x : R→ Rn uma função contı́nua e x′ a

sua derivada.
Existe uma e uma só solução do problema de valor inicial

x′ = Ax e x(t0) = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n).

Além disso, esta solução existe para todo t ∈ R.
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Deixamos como exercı́cio a demonstração da unicidade de soluções de um
problema de valor inicial.

O teorema anterior permite-nos provar que o conjunto solução geral da equação
x′ = Ax é um subespaço de dimensão n, onde n é a ordem da matriz A. No
exercı́cio a seguir sugere-se uma demonstração.

Exercı́cio 4.4. Mostre que o conjunto solução geral da equação x′ = Ax é um
subespaço de dimensão n, onde n é a ordem da matriz A.

Sugestão: Considere o conjunto B = {φ1(t), . . . ,φn(t)}, onde φj(t) é a
solução do problema de valor inicial x′ = Ax e x(0) = ej , com ej o vector
da base canónica de Rn, ej = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0). Mostre que B é linearmente
independente e que qualquer solução da equação x′ = Ax é uma combinação
linear dos elementos de B.

$

A proposição que enunciamos a seguir fornece um teste de grande utilidade
prática na verificação da independência linear de soluções de x′ = Ax. Nome-
adamente, essa proposição garante que as soluções u1(t), . . . ,uk(t) de x′ = Ax
são linearmente independentes se e só se os vectores de Rn, u1(t0), . . . ,uk(t0)
são linearmente independentes, onde t0 é um valor de t que podemos escolher da
forma mais conveniente.

Proposição 4.12. Seja B = {u1(t), . . . ,uk(t)} um conjunto de soluções de
x′ = Ax e t0 um valor fixo de t. O conjunto B é linearmente independente se e
só se {u1(t0), . . . ,uk(t0)} é linearmente independente em R.

Demonstração. Suponha-se que B é linearmente dependente. Ou seja, existem
constantes c1, . . . , ck não todas nulas, tais que c1u1(t) + · · ·+ ckuk(t) = 0. Cal-
culando esta igualdade em t = t0, tem-se

c1u1(t0) + · · ·+ ckuk(t0) = 0,

com pelo menos um dos ci’s é não nulo. Logo, {u1(t0), . . . ,uk(t0)} é linearmente
dependente.

Para a implicação recı́proca, suponha-se que existem constantes c1, . . . , ck,
não todas nulas, tais que c1u1(t0) + · · ·+ ckuk(t0) = 0. Considere-se a função

φ(t) = c1u1(t) + · · ·+ ckuk(t).

A função φ é uma solução da equação diferencial x′ = Ax já que, φ é uma
combinação linear de soluções. Além disso, φ(t0) = 0. Pelo Teorema de existência
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e unicidade de soluções de um problema de valor inicial (Teorema 4.4), o pro-
blema de valor inicial x′ = Ax com x(t0) = 0 só admite a solução nula. Logo,
φ(t) = 0 para todo o t, e portanto c1u1(t) + · · ·+ ckuk(t) = 0 com pelo menos
um dos ci’s não nulo. Ou seja, B é linearmente dependente.

Pretendemos agora determinar a solução geral de x′ = Ax em que x : R →
Rn é uma função contı́nua e A uma matriz real n × n. Para tal, comecemos por
abordar o caso em que A é a matriz diagonal A = diag(λ1,λ2, . . . ,λn). O sistema
x′ = Ax reduz-se a n equações do tipo já estudado. Nomeadamente,

x′ = Ax⇐⇒











x′
1 = λ1x1

x′
2 = λ2x2

...
x′
n = λnxn.

Como vimos anteriormente, no Exercı́cio 4.3, a solução geral de cada equação
x′
i = λixi é dada por xi(t) = cieλit onde ci é uma constante real arbitrária. Logo,

a solução geral deste sistema é

x(t) =








x1(t)
x2(t)

...
xn(t)







=








c1eλ1t

c2eλ2t
...

cneλnt.







= c1e

λ1te1 + c2e
λ2te2 + · · ·+ cne

λnten

=



eλ1te1 eλ2te2 · · · eλnten












c1
c2
...
cn







= X(t)c,

onde e1, e2, . . . , en são os vectores da base canónica de Rn. Assim, um con-
junto gerador da solução geral é

{

eλ1te1, eλ2te2, . . . , eλnten
}

. Este conjunto é
uma base para a solução geral já que, avaliando os elementos deste conjunto em
t0 = 0 se obtém a base canónica de Rn, e portanto a Proposição 4.12 garante que
{

eλ1te1, . . . , eλnten
}

é linearmente independente.
Podemos tirar as conclusões que se seguem relativas à solução geral do sistema

de EDOs x′ = Ax em que A é uma matriz diagonal do tipo n× n.

• Existem n soluções linearmente independentes da forma eλitei para x′ =
Ax.
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• A solução geral do sistema é da forma x(t) = X(t)c, onde X é uma matriz
que tem para colunas os n vectores eλitei, e c é um vector coluna constante
arbitrário. Como se verifica facilmente, os pares (λi, ei) são pares próprios
de A.

• A matriz X(t) é invertı́vel, visto que as suas colunas são linearmente inde-
pendentes. Consequentemente detX(t) &= 0 para todo o t.

• A derivada da matriz X(t) satisfaz a equação X′ = AX, onde a derivada
de uma matriz é a matriz se que obtém derivando entrada a entrada. É fácil
verificar que de facto X ′(t) = AX(t).

As conclusões anteriores, válidas para uma matriz diagonal, permanecem válidas
para qualquer matriz quadrada, como veremos a seguir.

Definição 4.9. Seja A uma matriz do tipo n × n. Chama-se matriz solução
fundamental do sistema x′ = Ax a qualquer matriz X(t) cujas colunas sejam n
soluções linearmente independentes de x′ = Ax.

Visto que a solução geral de um sistema homogéneo de n equações diferenciais
lineares de 1a ordem é um espaço linear de dimensão n, as colunas de uma matriz
solução fundamental X formam uma base para este espaço. Assim, a solução
geral de x′ = Ax é o conjunto das combinações lineares das colunas de X .

A solução geral de x′ = Ax é dada por

x(t) = X(t)c,

onde X(t) é uma matriz solução fundamental do sistema e c é um vector coluna
constante arbitrário.

Note-se que, por definição de produto de uma matriz por um vector, a expressão
X(t)c designa precisamente uma combinação linear (arbitrária) das colunas de
X .

Exercı́cio 4.5. Mostre que X(t) é uma matriz solução fundamental do sistema
x′ = Ax se e só se X ′(t) = AX(t) e det(X(0)) &= 0.

Relembre que a notação X ′(t) designa a matriz cujas entradas são as derivadas
das entradas de X(t). $

Como determinar n soluções linearmente independentes para x′ = Ax? A
proposição seguinte responde (parcialmente) a esta questão.
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Proposição 4.13. Seja A uma matriz real n × n, e u um vector constante não
nulo.

(1) A função eλtu é solução de x′ = Ax se e só se λ é valor próprio de A com
vector próprio associado u.

(2) Se x(t) = x1(t) + ix2(t) é uma solução (complexa) de x′ = Ax, então
Rex(t) = x1(t) e Imx(t) = x2(t) são duas soluções reais de x′ = Ax.

(3) Se λ = a + ib, com b &= 0, é um valor próprio (complexo) de A e u um
vector próprio associado, então Re(eλtu) e Im(eλtu) são duas soluções
reais linearmente independentes de x′ = Ax. Ou seja,

eat (cos(bt) Reu− sen(bt) Imu) e eat (sen(bt) Reu+ cos(bt) Imu) ,

são duas soluções reais linearmente independentes de x′ = Ax.

Demonstração. (1) Como (eλtu)′ = λeλtu, tem-se que z′ = Az para z(t) =
eλtu se e só se

λeλtu = A(eλtu)⇐⇒ λu = Au,

onde na equivalência anterior se aplicou o facto de eλt nunca se anular.
Ou seja, eλtu é solução de x′ = Ax se e só se u é um vector próprio de A
associado ao valor próprio λ.

(2) Dizer que x(t) = x1(t) + ix2(t) é uma solução complexa de x′ = Ax é
equivalente a

x′(t) = Ax⇐⇒ x′
1(t) + ix′

2(t) = A (x1(t) + ix2(t))

⇐⇒ x′
1(t) + ix′

2(t) = Ax1(t) + iAx2(t)

⇐⇒ x′
1(t) = Ax1(t) e x′

2(t) = Ax2(t).

Ou seja, Rex(t) = x1(t) e Imx(t) = x2(t) são duas soluções reais de
x′ = Ax.

(3) Do item (1) tem-se que eλtu é uma solução (complexa) da equação diferen-
cial, e pelo item (2) resulta que Re(eλtu) e Im(eλtu) são duas soluções reais
da respectiva equação diferencial. A independência linear destas soluções
segue do Lema 4.1 (na página 198) e da Proposição 4.12 considerando
t0 = 0.
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Calculemos a parte real e imaginária de eλtu. Para tal, relembremos que
eibt = cos(bt) + i sen(bt) (ver (A.1) no Apêndice A).

e(a+ib)t(Reu+ i Imu) = eateibt(Reu+ i Imu)

= eat(cos(bt) + i sen(bt))(Reu+ i Imu)

= eat [(cos(bt) Reu− sen(bt) Imu)

+ i (sen(bt) Reu+ cos(bt) Imu)] .

Assim, Re(eλtu) e Im(eλtu) são dadas pelas expressões no enunciado.

Podemos agora determinar a solução geral de x′ = Ax para matrizes diagona-
lizáveis A. O caso em que A não é diagonalizável é tratado no Capı́tulo 8.

Recorde-se que uma matriz A, de ordem n, é diagonalizável se e só se admite
n vectores próprios linearmente independentes. Neste caso, pela Proposição 4.13,
o sistema x′ = Ax tem n soluções reais linearmente independentes da seguinte
forma: (i) eλtu com λ um valor próprio real de A e u um vector próprio associado;
(ii) para cada par de valores próprios complexos conjugados λ e λ, existem duas
soluções reais (linearmente independentes) da forma Re(eλtu) e Im(eλtu), onde u
é um vector próprio associado a λ. A solução geral de x′ = Ax é uma combinação
linear destas n soluções linearmente independentes.

Apresentamos a seguir um exemplo da determinação da solução geral de um
sistema x′ = Ax em que A possui valores próprios reais e complexos.

Exemplo 4.15. Determine-se a solução geral do sistema x′ = Ax, em que A é a
matriz do Exemplo 4.9 (pág. 194). O sistema correspondente é







x′
1 = 2x1 + 5x2

x′
2 = −x1

x′
3 = 5x3.

A matriz A possui valores próprios 5 e 1± 2i e os espaços próprios são:

E(5) = Span {(0, 0, 1)} , E(1 + 2i) = Span {(1 + 2i,−1, 0)}

E(1− 2i) = Span {(1− 2i,−1, 0)} .
Usando a Proposição 4.13, são soluções (reais) linearmente independentes do

sistema:

e5t





0
0
1



 , Re



e(1+2i)t





1 + 2i
−1
0







 e Im



e(1+2i)t





1 + 2i
−1
0







 .
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Como e(1+2i)t = ete2it = et(cos(2t) + i sen(2t)), resulta

Re



e(1+2i)t





1 + 2i
−1
0







 = et



cos(2t)





1
−1
0



− sen(2t)





2
0
0









Im



e(1+2i)t





1 + 2i
−1
0







 = et



sen(2t)





1
−1
0



+ cos(2t)





2
0
0







 .

Conclui-se que a solução geral do sistema é o conjunto das funções

x(t) = c1e
5t





0
0
1



+ c2e
t



cos(2t)





1
−1
0



− sen(2t)





2
0
0







+

+ c3e
t



sen(2t)





1
−1
0



+ cos(2t)





2
0
0







 ,

com c1, c2 e c3 constantes reais arbitrárias.
Note-se que uma matriz solução fundamental para este sistema é

X(t) =





0 et(cos(2t)− 2 sen(2t)) et(sen(2t) + 2 cos(2t))
0 −et cos(2t) −et sen(2t)
e5t 0 0



 .

!

Exercı́cio 4.6. Para a matriz A do Exemplo 4.8 (pág. 194), mostre que uma matriz
solução fundamental para o sistema x′ = Ax é

X(t) =





−e3t 0 e5t

0 e3t 2e5t

e3t 0 e5t



 .

Calcule ainda X(t)X(0)−1.
$

Da definição de matriz solução fundamental, vê-se facilmente que não existe
uma única matriz solução fundamental. Não é difı́cil mostrar que quaisquer duas
matrizes X(t), Y (t), solução fundamental de um sistema, satisfazem uma relação
do tipo Y (t) = X(t)K onde K é uma matriz (constante) invertı́vel.
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Exercı́cio 4.7. Mostre que se X(t) e Y (t) são duas quaisquer matrizes solução
fundamental do sistema x′ = Ax, então existe uma matriz real invertı́vel K tal
que Y (t) = X(t)K.

Sugestão: Escrever as colunas de Y como combinação linear das colunas de
X e usar os factos det Y (0) &= 0 e detX(0) &= 0 para mostrar que K é invertı́vel.
$

A Proposição 4.13 diz-nos como determinar uma base do conjunto das soluções
de x′ = Ax no caso em que A é diagonalizável. Conhecida a solução geral da
equação homogénea x′ = Ax podemos determinar a solução geral da equação não
homogénea x′ = Ax + b(t) desde que se conheça uma solução desta equação.
De facto, à semelhança do que acontece para sistemas de equações lineares (não
diferenciais), tem-se:

A solução geral da equação x′(t) = Ax(t) + b(t) é a soma de uma solução
particular xp da equação com a solução geral xh da equação homogénea associ-
ada, x′(t) = Ax(t). Ou seja, a solução geral é

{x(t) : x(t) = xp(t) + xh(t)} .

Deixamos como exercı́cio a demonstração deste resultado que se reduz a um mero
decalque da demonstração apresentada para o Teorema 3.7 da página 153.

No exemplo que se segue aplicamos o resultado anterior para determinar a
solução geral de uma equação diferencial não homogénea.

Exemplo 4.16. Considere-se a seguinte EDO não homogénea x′−3x = 2t−3t2.
A função v(t) = t2 é uma solução desta equação como facilmente se verifica.

A equação homogénea associada, x′−3x = 0, tem solução geral x(t) = ce3t, com
c ∈ R. Logo, a solução geral da equação não homogénea é: {ce3t + t2 : c ∈ R}.

!

Exponencial de matrizes

Como se viu, dada uma equação diferencial, x′ = Ax, existem várias matrizes
solução fundamental dessa equação. A exponencial eAt vai ser definida como
sendo uma matriz solução fundamental particular do sistema x′ = Ax. É possı́vel
definir a matriz exponencial eAt como uma série de potências da matriz At, seme-
lhante à série de potências que define a função exponencial real. No entanto essa
via sai do âmbito deste texto, o leitor interessado poderá consultar, por exemplo,
Braun [2].
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Relembremos (Exercı́cio 4.5) que uma matriz solução fundamental do sistema
x′ = Ax é uma matriz que verifica a equação diferencial para matrizes X ′(t) =
AX(t).

Definição 4.10. Seja A uma matriz quadrada. A exponencial eAt é a matriz
solução fundamental do sistema x′ = Ax cujo valor em t = 0 é a matriz identi-
dade. Ou seja, eAt é a solução do problema de valor inicial

{

X ′ = AX
X(0) = I,

onde I designa a matriz identidade e X uma matriz da mesma ordem de A.

Nota 25. O problema de valor inicial na definição anterior é um problema de
valor inicial para matrizes. Este problema pode ser visto como um conjunto de n
problemas de valor inicial para o sistema x′ = Ax (correspondentes a problemas
de valor inicial para as colunas de X).

Tendo em conta a definição anterior e o resultado do Exercı́cio 4.7 (pág. 228),
podemos enunciar a proposição seguinte.

Proposição 4.14. Seja A uma matriz real n × n e X(t) uma qualquer matriz
solução fundamental do sistema x′ = Ax. A exponencial eAt é dada por

eAt = X(t)X(0)−1.

Demonstração. Se eAt e X(t) são duas matrizes solução fundamental do sistema
x′ = Ax, do Exercı́cio 4.7, segue que

eAt = X(t)K,

onde K é uma matriz (constante) invertı́vel. Como por definição eA0 = I , resulta

eA0 = I = X(0)K ⇐⇒ K = X(0)−1.

Por conseguinte, eAt = X(t)X(0)−1.
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Nota 26. Uma vez que eAt é solução de um problema de valor inicial, segue da
unicidade de soluções deste tipo de problemas que a matriz eAt é única. Além
disso, como eAt é uma matriz solução fundamental de x′ = Ax, é satisfeita a

igualdade
d

dt
(eAt) = AeAt (ver Exercı́cio 4.5).

Exercı́cio 4.8. a) Mostre que e(A+B)t = eAteBt se e só se A e B comutam.
b) Use o resultado anterior para mostrar que a matriz inversa de eAt é e−At.

Sugestão: Para a alı́nea a) mostre os resultados:

• Se AB = BA, então X(t) = BeAt e Y (t) = eAtB são matrizes solução
fundamental do mesmo p.v.i.. Use a unicidade de soluções de problemas de
valor inicial para mostrar que X(t) = Y (t).

• Mostre que eAteBt e et(A+B) resolvem o mesmo problema de valor inicial.

• Finalmente, mostre que se X(t) = Y (t), o que necessariamente implica
X ′(t) = Y ′(t), se tem AB = BA.

$

Exemplo 4.17. Calculemos eAt para A =

[

0 −1
1 0

]

.

No Exemplo 4.4 (pág. 182) calculámos os valores próprios e os espaços próprios
desta matriz. Os valores próprios de A são λ = ±i e E(−i) = Span{(1, i)}.
Logo, pelo item (2) da Proposição 4.13, são soluções (reais) linearmente indepen-
dentes do sistema x′ = Ax, os vectores

Re

(

e−it

[

1
i

])

e Im

(

e−it

[

1
i

])

,

ou, equivalentemente,

cos(−t)
[

1
0

]

−sen(−t)
[

0
1

]

=

[

cos t
sen t

]

, sen(−t)
[

1
0

]

+cos(−t)
[

0
1

]

=

[

− sen t
cos t

]

.

Nas igualdades anteriores aplicámos cos(−t) = cos t e sen(−t) = − sen t.
Uma matriz solução fundamental para o sistema x′ = Ax é uma matriz cujas

colunas são soluções linearmente independentes do sistema. Neste caso, uma
matriz solução fundamental X(t) é, por exemplo,

X(t) =

[

cos t − sen t
sen t cos t

]

.

230



Capı́tulo 4. Valores e vectores próprios

Como X(0) é a matriz identidade, temos eAt = X(t)X(0)−1 = X(t). Verifique
ainda que se tivéssemos considerado para X(t) a matriz que se obtém trocando as
colunas da matriz acima a expressão X(t)X(0)−1 produziria o mesmo resultado
(eAt é única). !

Exercı́cio 4.9. Considere o sistema de equações diferenciais x′ = Ax, onde A é
uma matriz diagonalizável, isto é, A = PDP−1 com D diagonal.

a) Mostre que o sistema dado é equivalente ao sistema y′ = Dy, onde y =
P−1x.

b) Use a alı́nea anterior, para mostrar a igualdade eAt = PeDtP−1.
$

Equações de ordem n e redução de ordem

Para finalizar esta secção vamos verificar que podemos obter a solução geral de
equações diferenciais ordinárias lineares homogéneas, de coeficientes constantes
e de ordem superior à primeira, resolvendo um sistema da forma x′ = Ax.

Uma equação diferencial ordinária, linear, homogénea, de coeficientes cons-
tantes, e de ordem n, é uma equação diferencial da forma

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0, (4.26)
onde (os coeficientes) ai ∈ R para i = 1, . . . , n, a função y : R → R é real de
variável real, e y(k) designa a derivada de ordem k de y.

Introduzindo novas variáveis x1 = y, x2 = y′, . . . , xn = y(n−1), a equação
(4.26) é equivalente a um sistema da forma x′ = Ax. Nomeadamente

x1 = y
x2 = y′
...
xn = y(n−1)

=⇒













x′
1 = x2

x′
2 = x3

...
x′
n = −a0x1 − a1x2 − · · ·− an−1xn.

(4.27)

A matriz A do sistema obtido é conhecida por matriz companheira da equação
(4.26) e tem a forma

A =












0 1 0 · · · · · · 0 0
0 0 1 · · · · · · 0 0
0 0 0 · · · · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 0 1
−a0 −a1 −a2 · · · −an−2 −an−1.












.
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Exercı́cio 4.10. Mostre que o polinómio caracterı́stico da matriz companheira da
equação (4.26) é p(λ) = (−1)n[λn + an−1λ(n−1) + · · ·+ a1λ+ a0].
Sugestão: Calcule det(A− λI)T usando o método de eliminação de Gauss. $

Atendendo ao último exercı́cio, o polinómio caracterı́stico da matriz com-
panheira de uma equação de ordem n pode ser obtido directamente a partir da
equação (4.26).

Após reduzir a equação (4.26) a um sistema de EDOs homogéneo de primeira
ordem, x′ = Ax, a solução geral da equação (4.26) obtém-se da solução geral
do sistema (4.27) considerando apenas a primeira componente da solução x do
sistema, visto que fizemos y = x1.

Exemplo 4.18. Determinemos a solução geral da equação diferencial de terceira
ordem, y′′′ − 6y′′ + 11y′ − 6y = 0.

Fazendo y = x1, y′ = x2 e y′′ = x3, a equação diferencial reduz-se ao sistema




x′
1

x′
2

x′
3



 =





0 1 0
0 0 1
6 −11 6









x1

x2

x3



 .

Pelo Exercı́cio 4.10, a equação caracterı́stica da matriz companheira é λ3− 6λ2 +
11λ− 6 = 0. É fácil verificar que esta equação tem raı́zes λ = 3,λ = 2 e λ = 1.
Como os valores próprios são distintos, a matriz companheira é diagonalizável.

Uma base de vectores próprios é, por exemplo, {(1, 3, 9), (1, 2, 4), (1, 1, 1)}.
Esta base é constituı́da por vectores próprios associados respectivamente a 3, 2 e
1. A solução geral do sistema é assim





x1(t)
x2(t)
x3(t)



 = c1e
3t





1
3
9



+ c2e
2t





1
2
4



+ c3e
t





1
1
1



 .

Uma vez que fizemos y = x1, a solução geral da equação diferencial de terceira
ordem é

y(t) = x1(t) = c1e
3t + c2e

2t + c3e
t,

onde c1, c2 e c3 são constantes reais arbitrárias. !
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Exercı́cios
1.Diga quais dos vectores seguintes são vec-
tores próprios da matriz

A =





1 0 0
0 2 1
2 0 3



 .

Em caso afirmativo, indique o valor próprio
correspondente.

a) (0, 2, 2) b) (0, 5, 0) c) (0, 0, 0)
d) (−1,−1, 2) e) (−2,−2, 2).

2.Verifique se λ = 3 é ou não um valor

próprio de





1 2 −3
0 3 4
−1 1 5



, e em caso afir-

mativo determine um vector próprio associ-
ado.
3. Sejam A e B matrizes de segunda ordem
tais que

• Ax é o vector que se obtém de x pro-
jectando-o sobre o eixo dos xx.

• Bx é o vector que se obtém rodando
x de 90o no sentido directo.

Indique o valor lógico das afirmações se-
guintes:

a) Os valores próprios de A são 1 e −1.
b) O vector (2, 0) e (0, 2) são vectores

próprios de A associados respectiva-
mente aos valores próprios 1 e 0.

c) λ = 1 é um valor próprio de B.

4.Considere as matrizes

A =

[

1 2
2 1

]

e B = A+ 5I.

a) Determine os valores próprios e os
espaços próprios de A e de B.

b) Compare os resultados obtidos na alı́nea
anterior e estabeleça a relação exis-
tente entre os valores próprios e os
vectores próprios de uma matriz C e
os da matriz C + kI .

5. Sem efectuar quaisquer cálculos, deter-
mine os valores próprios e dois vectores próprios
linearmente independentes para a matriz





2 2 2
2 2 2
2 2 2



 .

Caso exista, indique uma base de R3 cons-
tituı́da por vectores próprios.
6. Suponha que v é um vector próprio de

uma matriz invertı́vel M . Mostre que v também
é um vector próprio de M−1 e determine o
valor próprio de M−1 que lhe está associ-
ado.
7. Seja A uma matriz 3 × 3 com valores

próprios 0, 2 e 3.

a) Determine a caracterı́stica de A.
b) Calcule o determinante de ATA.
c) Calcule os valores próprios de (A +

I)−1.

8. Para cada uma das matrizes seguintes de-
termine os valores próprios e uma base para
cada espaço próprio.

a)
[

3 0
8 −1

]

b)
[

0 3
4 0

]

c)
[

−2 −7
1 2

]

d)





−2 0 1
−6 −2 0
19 5 −4





e)





5 0 1
1 1 0
−7 1 0
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f)







0 0 2 0
1 0 1 0
0 1 −2 0
0 0 0 1







9.Determine quais das seguintes matrizes
são diagonalizáveis. Em caso afirmativo en-
contre uma matriz P que diagonaliza a ma-
triz dada A (ou seja, tal que P−1AP é di-
agonal), indicando a respectiva matriz dia-
gonal.

a)
[

1 1
0 1

]

b)
[

1 0
0 1

]

c)





3 0 0
0 2 0
0 1 2



 d)





2 0 −2
0 3 0
0 0 3





e)





0 −1 0
1 0 0
0 0 2





10.Considere a matriz

A =





−1 −2 −2
1 2 1
−1 −1 0





a) Verifique que A é diagonalizável e
determine uma matriz diagonal D e
uma matriz P tal que A = PDP−1.

b) Use a alı́nea anterior para: (i) cal-
cular A25; (ii) encontrar os valores
próprios de A25; (iii) determinar uma
base para cada espaço próprio.

11. Para uma matriz real A do tipo n × n,
diga se são verdadeiras ou falsas as afirmações
seguintes.

a) Se existe uma base de Rn formada
por vectores próprios de A, então A
é diagonalizável.

b) A é diagonalizável se tem n vectores
próprios.

c) A é diagonalizável se e só se tem n
valores próprios contando as suas mul-
tiplicidades.

d) Se A é diagonalizável, então tem n
valores próprios distintos.

e) Se A tem n valores próprios distin-
tos, então é diagonalizável.

f) SeA é diagonalizável, então é invertı́vel.
g) Se n = 3 eA tem dois valores próprios

tal que a dimensão de cada espaço
próprio é 1, então A é diagonalizável.

h) Se A é uma matriz 5 × 5 com dois
espaços próprios de dimensões 2 e 3,
então a matriz A é diagonalizável.

12. Uma matriz L diz-se nilpotente de
ı́ndice k ≥ 1 se Lk = O e Lk−1 &= O

(onde O designa a matriz nula). Considere
uma matriz A de ordem n com um único
valor próprio µ. Mostre que

a) Se dimN(A−µI) = n, então a ma-
triz (A−µI) é uma matriz nilpotente
de ı́ndice 1.

b) Se dimN(A−µI) < n, então a ma-
triz (A−µI) é uma matriz nilpotente
de ı́ndice 1 < k ≤ n. (Use o Teo-
rema de Cayley-Hamilton).

13. Seja A uma matriz 3×3 tal que dimN(A−
3I) = 1 e

N(A− 2I) = {0} , N(A) &= {0} .

Diga quais das afirmações seguintes são
verdadeiras.

a) 2 não é valor próprio de A.
b) A não é invertı́vel.
c) Zero não é um valor próprio de A.
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d) 3 é um valor próprio de A com multi-
plicidade algébrica menor que a mul-
tiplicidade geométrica.

e) Se dimN(A) = 2, a matriz A é se-
melhante à matriz diagonal
diag(0, 0, 3).

f) A matriz A− 2I é invertı́vel.

14. Sejam u,v e w vectores não nulos de
R3 e A uma matriz 3 × 3 tal que Au =
2u, Av = 0 e Aw = w. Diga quais das
afirmações seguintes são verdadeiras.

a) B = {u,v,w} é uma base de R3.
b) A matriz A é invertı́vel.
c) A matriz A não é diagonalizável.
d) λ = 1 é um valor próprio de A.

15. Seja A = [aij]i,j=1,2 uma matriz real
tal que a11 + a22 = 0 e det(A) = 1. Diga
qual das afirmações seguintes é verdadeira:

a) Zero é um valor próprio de A.
b) O polinómio caracterı́stico de A é p(λ) =

λ2 + 1
c) A matriz A não tem valores próprios

complexos.
d) 1 e −1 são valores próprios de A.

16. Para a matriz A =





3 0 0
0
√
2 1

0 −1 0



 e f(x) =

Ax, diga quais das afirmações seguintes são
verdadeiras.

a) O eixo dos xx é um subespaço inva-
riante para f .

b) O plano yz é um subespaço invarian-
te para f .

c) O eixo dos zz é um subespaço inva-
riante para f .

d) Se u é um vector do plano yz, então
w = f(u) é o vector que se obtém

de u por rotação em torno do eixo
dos xx de π/2.

e) Se u é um vector que não pertence ao
plano yz nem ao eixo dos xx, então a
sucessão u, f(u), f2(u), . . . percor-
re uma hélice num cilindro cujo eixo
é o eixo dos xx.

17.Considere a matriz A =

[

0.97 0.05
0.03 0.95

]

cuja soma por colunas é constante, e o vec-

tor x0 =

[

0.3
0.7

]

.

a) Justifique por que razão λ = 1 é um
valor próprio de A. Sem calcular ex-
plicitamente, mostre ainda que λ =
0.92 é também um valor próprio de
A.

b) Mostre que v =

[

5
3

]

e u =

[

1
−1

]

são vectores próprios, indicando os
valores próprios correspondentes.

c) Mostre que pode escrever a sucessão
xk+1 = Axk (k = 0, 1, 2, . . .) na

forma xk+1 = c1

[

5
3

]

+c2(0.92)k
[

1
−1

]

,

onde c1 e c2 são as componentes de
x0 na base {u,v}.

d) Use os resultados das alı́neas anteri-
ores para determinar: limk→∞ xk+1.

18. Seja A =

[

a b
c d

]

uma matriz de Mar-

kov. Mostre que se λ &= 1 é um valor próprio
de A, então λ < 1. Sugestão: use o traço
de A.
19.Anualmente, numa certa população de

elefantes 2% dos elefantes ficam velhos, 3%
dos elefantes velhos morrem e não nascem
elefantes. Designe-se por N,V, e M res-
pectivamente o número de elefantes novos,

235



4.4. Aplicações: Sistemas dinâmicos

velhos e dos que morrem. Determine o vec-
tor estacionário do sistema correspondente:

xk+1 =





0.98 0 0
0.2 0.97 0
0 0.03 1



xk

com x = (N,V,M).
20.Verifique quais das matrizes seguintes

são de Markov e caso o sejam determine um
vector de equilı́brio.

a)
[

1/2 −1/2
1/2 −1/2

]

b)





1/3 1/2 1/4
1/3 0 1/2
1/3 1/2 1/4





c)





0 1/2 0
1 1/2 1/3
0 0 2/3





21. Para o problema do Exemplo 4.13 (pág. 215)
obteve-se a matriz:

M =







0 0 1 0
1/3 0 0 1/2
1/3 1/2 0 1/2
1/3 1/2 0 0






.

a) Determine o grafo direccionado cor-
respondente.

b) Determine a relevância das páginas
da rede.

22. Supondo que a população P (t) de um
certo planeta cresce à taxa (instantânea) de
5% ao ano, isto é P ′ = 0, 05P , determine
ao fim de quanto tempo duplica a população.
23.A equação diferencial y′ = 1

10y mo-
dela o crescimento de uma certa cultura de
bactérias. Se a cultura de bactérias tem 100
indivı́duos no instante t = 0 determine ao
fim de quanto tempo atinge 3000.
24. Seja T (t) a temperatura no instante t

de uma sala aquecida. A temperatura da

sala decresce a razão de 0,008 vezes a dife-
rença entre T e a temperatura exterior fixa
a 15 graus. Este problema é modelado pela
equação diferencial

T ′ = −0, 008(T − 15).

a) Faça a mudança de variável T−15 =
y e escreva a correspondente equação
diferenciável para y. Determine ainda
a respectiva solução geral.

b) Determine ao fim de quanto tempo
a temperatura da sala atinge os 18
graus, sabendo que no instante ini-
cial t = 0 a temperatura da sala era
de 25 graus.

25.Determine a solução geral dos seguin-
tes sistemas de equações diferenciais.

a)
{

y′1 = y1 + y2
y′2 = 5y1 + y2

b)
{

y′1 = 3y1 + 2y2
y′2 = y1 + y2

c)







y′1 = 3y1 − 2y2
y′2 = y1 + y2
y′3 = y2 − y3

26. Para cada um dos sistemas do problema
anterior determine a solução que satisfaz as
condições

a) y1(0) = 0 e y2(0) = 0.
b) y1(0) = 2 e y2(0) = 1.
c) y1(0) = −1, y2(0) = 1 e y3(0) = 0.

27. Para cada uma das matrizes A seguin-
tes, determine eAt.

a) A =

[

2 −2
1 0

]

. b) A =





1 2 0
0 3 0
0 0 1



.
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c) A =





2 0 0
1 3 0
0 0 1



.

28.Escreva as seguintes equações diferen-
ciais na forma de um sistema de equações
diferenciais de 1a ordem e determine a sua
solução geral.

a) y′′ − y′ − 6y = 0.
b) y′′′ − 3y′′ + 2y′ − 1y = 0.

29.Mostre que t2 é uma solução da equação
diferencial (não homogénea) y′′−y′−6y =
2 − 2t − 6t2. Use ainda a solução geral
da equação da alı́nea a) do problema ante-
rior, para determinar a solução geral desta
equação.
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Capı́tulo 5

Produto interno e ortogonalidade

O conceito de produto interno em R2 é generalizado neste capı́tulo a um espaço li-
near qualquer. Munindo um espaço linear de um produto interno, ficamos habilita-
dos a calcular distâncias entre vectores do espaço bem como a concretizar noções
fundamentais como ortogonalidade, projecção ortogonal, bases ortogonais e or-
tonormadas. Em particular, nas secções 5.3 e 5.5 são discutidos alguns tópicos
fundamentais, como sejam a decomposição ortogonal de um espaço linear em
subespaços, o Teorema da melhor aproximação e o processo de ortogonalização
de Gram-Schmidt. Na Secção 5.4 estudam-se as propriedades de ortogonalidade
dos subespaços fundamentais associados a uma matriz.

O produto interno usual em R3 é aplicado para determinar equações de rectas
e planos nesse espaço e calcular distâncias de pontos a planos. Na Secção 5.7.2
o Teorema da melhor aproximação e as propriedades de ortogonalidade dos sub-
espaços fundamentais associados a uma matriz, aplicam-se na determinação de
soluções de mı́nimos quadrados de sistemas lineares.

Finalizamos o capı́tulo tratando, na Secção 5.7.3, a aproximação de funções
reais por polinómios trigonométricos. Neste tipo de aproximação, é crucial a pro-
priedade de ortogonalidade (em relação ao produto interno usual em Cn) da base
formada pelas colunas da matriz de Fourier. Relaciona-se ainda o denominado
algoritmo da transformada de Fourier rápida com uma factorização da matriz de
Fourier.
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5.1. Produto interno num espaço linear

5.1 Produto interno num espaço linear
Muitos dos resultados de álgebra linear são de natureza geométrica, visto terem
surgido da necessidade de generalizar propriedades geométricas básicas de R2 e
R3 a espaços lineares de dimensão superior a 3. Nestes espaços são bem conheci-
dos os conceitos de comprimento e perpendicularidade. Procura-se nesta secção
generalizar estas noções, não só a Rn mas também a qualquer outro espaço li-
near. Como veremos, uma vez definido o conceito de produto interno num espaço
linear, é fácil efectuar a generalização das noções de comprimento, distância e
ortogonalidade.

Comecemos por relembrar que pontos do plano (ou seja, vectores de R2) po-
dem escrever-se usando coordenadas polares. De acordo com a Figura 5.1, dados
os vectores u = (u1, u2) e v = (v1, v2) podemos escrever

θ

β

(u1, u2)

(v1, v2)

‖v
‖

‖u‖

Figura 5.1: Coordenadas polares.

u = (u1, u2) "

{

u1 = ‖u‖ cos β
u2 = ‖u‖ sen β

v = (v1, v2) "

{

v1 = ‖v‖ cos(β + θ)
v2 = ‖v‖ sen(β + θ)

,

onde ‖u‖ designa o comprimento do vector u, e β e θ os ângulos indicados nessa
figura. Calculemos a quantidade u1v1 + u2v2:

u1v1 + u2v2 = ‖u‖‖v‖ cosβ cos(β + θ) + ‖u‖‖v‖ senβ sen(β + θ)

= ‖u‖‖v‖ [cosβ (cos β cos θ − sen β sen θ) + sen β (sen β cos θ + sen θ cos β)]

= ‖u‖‖v‖
(

cos2 β cos θ + sen2 β cos θ
)

= ‖u‖‖v‖ cos θ.

O produto interno de dois vectores u = (u1, u2) e v = (v1, v2) de R2 define-se
como

〈u,v〉 = 〈(u1, u2), (v1, v2)〉 = u1v1 + u2v2 = ‖u‖‖v‖ cos θ. (5.1)
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onde ‖u‖ e ‖v‖ designam respectivamente os comprimentos de u e de v, e θ é o
ângulo que u faz com v. A fórmula (5.1) ainda é válida em R3.

É pois natural tomar como definição de produto interno emRn uma generalização
da expressão obtida em (5.1). Isto é, para u,v ∈ Rn, podemos definir um produto
interno como

〈u,v〉 = 〈(u1, u2, . . . , un), (v1, v2, . . . , vn)〉 = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn. (5.2)

Se considerarmos u e v vectores coluna de Rn, a expressão matricial do produto
interno em (5.2) tem a forma

〈u,v〉 = uTv =
[

u1 u2 · · · un

]








v1
v2
...
vn







= u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

É fácil verificar que o produto interno definido em (5.2) goza das seguintes pro-
priedades:

i) Simetria: 〈u,v〉 = 〈v,u〉.

ii) Aditividade: 〈u,v +w〉 = 〈u,v〉+ 〈u,w〉.

iii) Homogeneidade: 〈u, kv〉 = k〈u,v〉, com k ∈ R.

iv) Positividade: 〈u,u〉 ≥ 0, com 〈u,u〉 = 0 se e só se u = 0.

Relembre-se que o comprimento do vector u = (u1, u2) ∈ R2 é dado por ‖u‖2 =
u2
1 + u2

2, ou equivalentemente, ‖u‖2 = 〈u,u〉. Assim, a propriedade iv) acima é
essencial se se pretende definir comprimento à custa de um produto interno.

Coloca-se naturalmente a questão de saber se podemos aplicar a expressão
(5.2) para definir um produto interno em Cn, de modo que a propriedade iv)
de positividade se mantenha. A resposta é negativa já que, por exemplo, para
(z1, z2) ∈ C2, a expressão 〈(z1, z2), (z1, z2)〉 = z21 +z22 não é em geral um número
real não negativo. Vamos portanto adaptar essa definição de modo a que a pro-
priedade iv) se verifique. Considerando, para (z1, z2), (w1, w2) ∈ C2, a expressão
〈(z1, z2), (w1, w2)〉 = z1w1+ z2w2, onde z designa o conjugado de z, verificamos
que 〈(z1, z2), (z1, z2)〉 = z1z1 + z2z2 = |z1|2 + |z2|2 é um número não negativo.
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Assim, para z,w ∈ Cn define-se um produto interno em Cn do seguinte modo:

〈z,w〉 = 〈(z1, z2, . . . , zn), (w1, w2, . . . , wn)〉
= z1w1 + z2w2 + · · ·+ znwn

=
[

z1 z2 · · · zn
]






w1
...
wn




 = zHw,

(5.3)

onde zH = zT é o transconjugado de z, isto é, o vector linha cujas entradas são
as conjugadas de z.

Notação:
Para z = (a1+ ib1, a2+ ib2, . . . , an+ ibn) ∈ Cn, o transconjugado do vector

z é o vector linha:

zH = zT =
[

a1 − ib1 a2 − ib2 · · · an − ibn
]

.

Resumindo:

Produto interno usual em Rn e Cn

Define-se o produto interno usual, respectivamente, em Rn e em Cn, como

〈u,v〉 = uTv =
n
∑

i=1

uivi ∈ R e 〈u,v〉 = uHv =
n
∑

i=1

uivi ∈ C, (5.4)

onde u = (u1, . . . , un) e v = (v1, . . . , vn). A norma usual de um vector u é
definida como

‖u‖2 = 〈u,u〉,

onde 〈 , 〉 é o produto interno usual.

É frequente designar-se o produto interno usual (em Rn ou Cn) por produto
interno euclidiano.

Note-se que a norma usual de um vector u = (x1+ iy1, x2+ iy2, . . . , xn+ iyn)
de Cn coincide com a norma usual do vector (x1, y1, x2, y2, . . . , xn, yn) de R2n.

Verifica-se facilmente que exceptuando a propriedade de simetria, a definição
(5.3) de produto interno usual em Cn satisfaz todas as propriedades acima enun-
ciadas para o produto interno usual em Rn. Em vez da simetria temos 〈u,v〉 =
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〈v,u〉, uma vez que para u,v ∈ Cn, se tem

〈u,v〉 = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn
〈v,u〉 = v1u1 + v2u2 + · · ·+ vnun,

onde u = (u1, . . . , un) ∈ Cn e v = (v1, . . . , vn) ∈ Cn. Refira-se ainda que
o produto interno usual em Cn se restringe ao produto interno em Rn, já que o
conjugado de um vector de Rn é o próprio vector.

Com base nas propriedades do produto interno usual em Rn e Cn, definimos
seguidamente o que se entende por produto interno num qualquer espaço linear
real ou complexo.

Definição 5.1. Seja W um espaço linear real (resp. complexo).
Um produto interno em W é uma função que aplica cada par de vectores

u, v ∈ W num escalar real (resp. complexo) 〈u, v〉, satisfazendo as propriedades:

P1. 〈u, v〉 = 〈v, u〉 (resp. 〈u, v〉 = 〈v, u〉).

P2. 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u, w〉.

P3. 〈u, kv〉 = k〈u, v〉 para k ∈ R (resp. para k ∈ C).

P4. 〈u, u〉 ≥ 0, com 〈u, u〉 = 0 se e só se u = 0.

Passamos a designar um espaço linear (real ou complexo) munido de um produto
interno por espaço euclidiano1.

Nota 27. 1. As propriedades P2 e P3 da definição anterior são equivalen-
tes a dizer que, fixado o vector u, a função f(v) = 〈u, v〉 é linear (ver
Definição 6.1, pág. 325). Dito de outra forma: o produto interno é uma
função linear na segunda variável. Se o espaço linear é real, pela proprie-
dade de simetria, resulta

〈v + w, u〉 = 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u, w〉 = 〈v, u〉+ 〈w, u〉
〈ku, v〉 = 〈v, ku〉 = k〈v, u〉 = k〈u, v〉,

1Na literatura encontram-se várias designações para um espaço linear munido de um produto
interno. São frequentes as designações de espaço euclidiano se o espaço linear é real, enquanto
que espaços lineares complexos munidos de um produto interno são chamados de espaços hermi-
tianos. A designação espaço de Hilbert é igualmente usada embora se requeira ainda que o espaço
seja completo (qualquer sucessão de Cauchy de elementos do espaço converge para um elemento
do espaço na norma induzida pelo produto interno).
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5.1. Produto interno num espaço linear

o que significa que o produto interno é também linear na primeira variável.
Assim, num espaço linear real o produto interno é uma função linear em
ambas as variáveis. Neste caso dizemos que o produto interno é uma função
bilinear ou uma forma bilinear.
Quando o espaço linear é complexo, o produto interno é apenas linear na
segunda variável (ou seja, verifica P2 e P3), enquanto que na primeira
variável se tem

〈v + w, u〉 P1
= 〈u, v + w〉 P2

= 〈u, v〉+ 〈u, w〉 P1
= 〈v, u〉+ 〈w, u〉,

〈ku, v〉 P1
= 〈v, ku〉 P3

= k〈v, u〉 = k〈u, v〉.

Por isso, num espaço linear complexo o produto interno diz-se uma forma
sesquilinear.

2. Noutros textos matemáticos é habitual definir um produto interno num espaço
linear complexo como sendo uma função linear na primeira variável (con-
trariamente ao que definimos). Neste caso a definição de produto interno
em Cn seria 〈z,w〉 = zTw em vez da nossa definição 〈z,w〉 = zTw =
zHw. A definição por nós adoptada é mais conveniente em termos práticos
pois facilita a tradução para Cn de resultados válidos em Rn (basta substi-
tuir o “T” de transposto pelo “H” de Hermite).

3. Outras notações comuns para o produto interno 〈u, v〉 são: 〈u|v〉, u|v e
u · v.

Exemplo 5.1. a) Em R2, a expressão

〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = 2x1y1 + x2y2

define um produto interno, já que são satisfeitas todas as propriedades da
definição de produto interno.

b) Em R2, a expressão

〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = 2x1y1 − x2y2

não define um produto interno, visto que a propriedade P4 da definição não
é verificada em geral. Por exemplo, 〈(0, 1), (0, 1)〉 = −1.

c) Em R2, a expressão

〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = x1y1 + x2y2 − x1y2
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não define um produto interno, uma vez que a propriedade de simetria não
se verifica:

〈(y1, y2), (x1, x2)〉 = y1x1 + y2x2 − y1x2 &= 〈(x1, x2), (y1, y2)〉.

!

Exercı́cio 5.1. Mostre que no espaço linear real das matrizes reais n × n, a ex-
pressão seguinte define um produto interno:

〈A,B〉 = tr(ABT ),

onde tr(A) designa o traço da matriz A (soma das entradas da diagonal principal).
Sugestão: Para mostrar que 〈A,B〉 = 〈B,A〉 use o facto do traço de uma matriz
ser igual ao da sua transposta.

$

Matriz de Gram

Comecemos por verificar que qualquer produto interno num espaço linear fica
completamente determinado se conhecermos os produtos internos dos vectores
de uma base do espaço. Como consequência deste resultado, qualquer produto
interno é determinado por uma matriz chamada matriz de Gram2.

Considere-se, por exemplo, um espaço linear real W de dimensão 2, munido
de um produto interno, e B = (v1, v2) uma base ordenada de W . As propriedades
de linearidade de um produto interno permitem escrever um produto interno rela-
tivamente à base B usando uma matriz. De facto, se x e y são vectores de W tais
que x = x1v1 + x2v2 e y = y1v1 + y2v2, das propriedades P2 e P3 da definição de
produto interno resulta

〈x, y〉 = 〈x1v1 + x2v2 , y1v1 + y2v2〉
= x1y1〈v1, v1〉+ x1y2〈v1, v2〉+ x2y1〈v2, v1〉+ x2y2〈v2, v2〉

=
[

x1 x2

]
[

〈v1, v1〉 〈v1, v2〉
〈v2, v1〉 〈v2, v2〉

] [

y1
y2

]

= xT
BGyB,

onde xB e yB designam os vectores das coordenadas, respectivamente, de x e de
y na base B.

2Jørgen Pedersen Gram (1850 – 1916), actuário e matemático dinamarquês.
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De modo inteiramente análogo, se W é um espaço linear real de dimensão
n munido de um produto interno, e B = (v1, . . . , vn) uma base de W , então
〈x, y〉 = xT

BGyB onde a matriz G = [gij]i,j=1,...n tem entradas gij = 〈vi, vj〉, e
xB é o vector das coordenadas de x na base B.

Das propriedades do produto interno podemos concluir:

• Da simetria, temos

〈vi, vj〉 = 〈vj, vi〉 ⇐⇒ gij = gji,

e portanto a matriz G = [gij] = [〈vi, vj〉] é simétrica (G = GT ).

• Da positividade (〈x, x〉 > 0 para todo x &= 0) a matriz G terá de verificar

xT
BGxB > 0, para todo xB &= 0. (5.5)

Uma matriz que satisfaz a desigualdade (5.5) diz-se definida positiva. Note-
se que, sendo a desigualdade (5.5) válida para qualquer vector não nulo, ela
é satisfeita em particular por qualquer vector próprio de G. Por conseguinte,
se xB é um vector próprio de G associado ao valor próprio λ, tem-se

xT
BGxB = xT

BλxB = λ‖xB‖2 > 0 =⇒ λ > 0.

Ou seja, todos os valores próprios de G são positivos. No Capı́tulo 7
estabelecem-se critérios que permitem identificar matrizes definidas positi-
vas, em particular estabelece-se que é condição necessária e suficiente para
uma matriz ser definida positiva que todos os seus valores próprios sejam
positivos.

Exercı́cio 5.2. Repita o procedimento utilizado no caso real para mostrar que
num espaço linear complexo munido de um produto interno, a matriz que define
o produto interno, relativamente a uma base B, é uma matriz G tal que:

1. G = GH , onde GH = G
T designa a matriz transposta da conjugada

(também designada por transconjugada). Quando G = GH a matriz G
diz-se hermitiana (ver Capı́tulo 7).

2. xH
BGxB > 0, para todox &= 0 (ou seja, G é definida positiva).

$
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Nota 28. A restrição de uma matriz hermitiana aos reais é uma matriz simétrica,
uma vez que se G é uma matriz real a igualdade G = GH = G

T reduz-se à
igualdadeG = GT .

Nota 29. Outras notações frequentes para a trasconjugada AH de uma matriz A
são: A† e A∗.

Matriz de Gram
Seja W um espaço linear real (resp. complexo) munido de um produto

interno e B = (v1, v2, . . . , vn) uma base ordenada de W . A matriz G =
[〈vi, vj〉]i,j=1,...,n, dos produtos internos dos vectores da base B, é designada por
matriz de Gram ou matriz da métrica, relativa à base B. A matriz G verifica:

1. G é simétrica (resp. hermitiana);

2. G é definida positiva, isto é, xT
BGxB > 0 para todox &= 0 (resp.

xH
BGxB > 0 para todox &= 0) .

Em relação à base B, o produto interno em W escreve-se na forma

〈x, y〉 = xT
BGyB

(

resp. 〈x, y〉 = xH
BGyB

)

,

onde xB e yB são, respectivamente, os vectores das coordenadas de x e de y na
base B.

Podemos assim concluir:

Num espaço linear de dimensão n, um produto interno fica completamente
determinado se forem conhecidos os produtos internos entre os vectores de uma
base do espaço, isto é, se for conhecida a respectiva matriz de Gram G.

Exemplo 5.2. 1. A matriz de Gram relativa à base canónica de Rn para o pro-
duto interno usual em Rn é a matriz identidade.

2. Se a expressão do Exemplo 5.1-b) definisse um produto interno, então na
base canónica de R2 a matriz de Gram respectiva, G = [gij], teria de ser
simétrica e definida positiva. Ora, calculando 〈ei, ej〉 = gij obtemos a
matriz: [

2 0
0 −1

]

.
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Esta matriz, apesar de ser simétrica, não é definida positiva pois tem um
valor próprio negativo. Logo, a expressão do exemplo referido não define
um produto interno.

3. Calculando a expressão do Exemplo 5.1-c) nos vectores da base canónica
de R2, obtém-se a matriz

G =

[

1 −1
0 1

]

.

A matriz G não é simétrica, pelo que a referida expressão não define um
produto interno.

!

Exercı́cio 5.3. Sejam B e B′ duas bases ordenadas de um espaço linearW munido
de um produto interno e M a matriz de mudança da base B′ para a base B. Mostre
que para quaisquer x, y ∈ W , se tem

〈x, y〉 = xH
BGyB = xH

B′SyB′ ,

com S = MHGM . $

Norma, distância e ângulo.

A propriedade P4, enunciada na definição de produto interno, permite-nos definir
uma norma e uma distância entre vectores de um qualquer espaço linear, desde
que este espaço esteja munido de um produto interno.

Definição 5.2. Num espaço linear W munido do produto interno 〈 , 〉 definimos
norma (ou comprimento) de um vector u ∈ W como sendo

‖u‖ =
√

〈u, u〉.

A distância entre os vectores u, v ∈ W é definida por

dist(u, v) = ‖u− v‖.

Em R2, munido do produto interno usual, tem-se

‖x‖ =
√

x2
1 + x2

2 =
√

〈x,x〉, com x = (x1, x2).

A norma generaliza pois o conceito de comprimento a um espaço euclidiano.
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u

v

‖u− v‖

0

Figura 5.2: Distância entre o vector u e v.

Exercı́cio 5.4. Verifique que num espaço linear W , real ou complexo, se tem

‖ku‖ = |k| ‖u‖,

para qualquer escalar k e qualquer u ∈ W . $

Exemplo 5.3. Considere os vectores x = (1, 0,−2, 1) e y = (i, 1,−2i, 0), de
R4 e C4 respectivamente. Para o produto interno usual nestes espaços lineares, a
norma destes vectores é

‖x‖ =
√
1 + 4 + 1 =

√
6,

e

‖y‖2 = yHy =
[

−i 1 2i 0
]







i
1
−2i
0






= [−i2 + 1− 4i2] = 6,

e portanto ‖y‖ =
√

yHy =
√
6. !

Dado um vector não nulo u, podemos sempre obter um vector v proporcional
a u que tenha norma unitária. Para tal, basta dividir o vector u pela sua norma:

u " v =
u

‖u‖
.

Um vector com norma igual a 1 recebe a designação de versor.

Exemplo 5.4. Considere-se R3 munido do produto interno usual e o subespaço
V = Span {(2, 5, 0), (1, 0, 2)}. Os vectores u = (2, 5, 0) e v = (1, 0, 2) formam
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5.1. Produto interno num espaço linear

um base de V . Determinemos uma base de V constituı́da por versores

u = (2, 5, 0)⇒ ‖u‖ =
√
29⇒ ũ =

1√
29

(2, 5, 0),

v = (1, 0, 2)⇒ ‖v‖ =
√
5⇒ ṽ =

1√
5
(1, 0, 2).

Assim, {ũ, ṽ} é uma base V constituı́da exclusivamente por vectores de norma
unitária. !

Exercı́cio 5.5. Mostre as igualdades seguintes.

a) Num espaço linear real:

〈x,y〉 =
1

2

(

‖x‖2 + ‖y‖2 − ‖x− y‖2
)

. (5.6)

b) Num espaço linear complexo:

〈x,y〉 =
1

4

(

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 − i
(

‖x+ iy‖2 − ‖x− iy‖2
))

. (5.7)

$

Todas as propriedades que a seguir deduzimos são válidas para qualquer espaço
linear munido de um produto interno (quer esse espaço seja real ou complexo).
Contudo, algumas das provas só serão realizadas para o caso real sendo o caso
complexo deixado como exercı́cio.

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Num espaço linear W munido de um produto interno 〈 , 〉, é válida a desi-
gualdade

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖, para todo u, v ∈ W . (5.8)

Ocorre a igualdade na expressão anterior se e só se os vectores u e v são linear-
mente dependentes.

A desigualdade (5.8) é conhecida por desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Demonstração. Se um dos vectores é o vector nulo a desigualdade é trivialmente
satisfeita. Suponhamos que v &= 0 e considere-se o escalar t = 〈v,u〉

‖v‖2 . Calculando
‖tv − u‖2, tem-se
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0 ≤ 〈tv − u, tv − u〉 P2,P3
= t〈tv − u, v〉 − 〈tv − u, u〉

P1
= t 〈v, tv − u〉 − 〈u, tv − u〉
P2,P3
= t t 〈v, v〉 − t 〈v, u〉 − t 〈u, v〉+ 〈u, u〉, (5.9)

onde na última igualdade aplicámos o facto do conjugado de um número real ser
o próprio número (por exemplo, 〈u, u〉 = 〈u, u〉).

Como o produto de um número complexo pelo seu conjugado é igual ao qua-
drado do módulo do complexo, tem-se

t t = |t|2 =
|〈v, u〉|2

‖v‖4
=

|〈u, v〉|2

‖v‖4

t 〈v, u〉 P1
=
〈v, u〉〈v, u〉
‖v‖2

=
|〈v, u〉|2

‖v‖2
=

|〈u, v〉|2

‖v‖2

t 〈u, v〉 =
〈v, u〉 〈u, v〉
‖v‖2

P1
=
〈u, v〉〈u, v〉
‖v‖2

=
|〈u, v〉|2

‖v‖2
,

onde se levou em conta que o módulo de um complexo é igual ao módulo do seu
conjugado.

Substituindo as expressões anteriores em (5.9), vem

0 ≤ ‖tv − u‖2 =
|〈u, v〉|2

‖v‖2
− 2

|〈u, v〉|2

‖v‖2
+ ‖u‖2

=
‖u‖2‖v‖2 − |〈u, v〉|2

‖v‖2
⇐⇒ ‖u‖2‖v‖2 − |〈u, v〉|2 ≥ 0. (5.10)

Usando o facto de 〈u, u〉 = ‖u‖2 e 〈v, v〉 = ‖v‖2 serem quantidades não negativas,
da desigualdade anterior obtém-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Verifica-se a igualdade em (5.10) se e só se ‖tv − u‖2 = 0, ou seja, se e só
se tv = u. Como t é um escalar, a igualdade tv = u significa que u e v são
linearmente dependentes.

Se na desigualdade de Cauchy-Schwarz3 a quantidade 〈u, v〉 for real (isto
acontece necessariamente se o espaço linear é real), para vectores não nulos u

3Augustin-Louis Cauchy (1789 – 23 May 1857), matemático francês, e um dos pioneiros da
análise matemática; Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 – 1921), matemático alemão com
inúmeras contribuições em análise complexa.
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e v, resulta
|〈u, v〉|
‖u‖‖v‖

≤ 1⇐⇒ −1 ≤
〈u, v〉
‖u‖‖v‖

≤ 1.

Se θ é um ângulo cuja medida em radianos varia de 0 a π, então cos θ toma valores
entre −1 e 1 (uma única vez). Podemos assim definir ângulo entre dois vectores
da forma que se segue.

Definição 5.3. Sendo u e v vectores de um espaço linear real munido de um
produto interno 〈 , 〉, definimos ângulo entre u e v como sendo o único ângulo
0 ≤ θ ≤ π que satisfaz a igualdade

cos θ =
〈u, v〉
‖u‖‖v‖

.

Exemplo 5.5. Considere em R4 o produto interno usual. O ângulo entre os vec-
tores u = (

√
2, 0, 0, 1) e v = (0, 1, 0,

√
3) é dado por:

‖u‖ =
√
2 + 1 =

√
3, ‖v‖ =

√
1 + 3 = 2, e 〈u,v〉 =

√
3.

Logo,

cos θ =

√
3

2
√
3
=

1

2
=⇒ θ =

π

3
.

!

Uma das consequências importantes da desigualdade de Cauchy-Schwarz é a
chamada desigualdade triangular da norma.

Desigualdade Triangular

Se u e v são vectores de um espaço euclidiano, então

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.

Demonstração. Calcule-se ‖u+ v‖2 usando as propriedades da definição de pro-
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duto interno num espaço linear real (o caso complexo é deixado como exercı́cio).

‖u+ v‖2 = 〈u+ v, u+ v〉 P2
= 〈u+ v, u〉+ 〈u+ v, v〉

P1
= 〈u, u+ v〉+ 〈v, u+ v〉
P1,P2
= 〈u, u〉+ 2〈v, u〉+ 〈v, v〉

= ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2〈u, v〉
≤ ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2 |〈u, v〉| (Propriedade do módulo)
≤ ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2‖u‖‖v‖. (Des. Cauchy-Schwarz)

Ou seja,
‖u+ v‖2 ≤ (‖u‖+ ‖v‖)2 .

Como as quantidades na desigualdade anterior são todas não negativas, extraindo
a raiz quadrada resulta a desigualdade pretendida.

Exercı́cio 5.6. Faça a demonstração da desigualdade triangular para o caso do
espaço linear ser complexo. Para tal necessita de usar alguns resultados sobre
números complexos enunciados no Exercı́cio A.1 (pág. 510). $

Vectores ortogonais

Em R2 dois vectores são ortogonais (ou perpendiculares) se o ângulo entre eles é
recto. Ou seja, se o produto interno usual 〈u, v〉 = ‖u‖‖v‖ cos θ é igual a zero. É
portanto natural generalizar esta noção a um espaço linear qualquer, do seguinte
modo:

Definição 5.4. Dois vectores u e v de um espaço euclidiano dizem-se ortogonais
ou perpendiculares), se 〈u, v〉 = 0.

Quando u e v são vectores ortogonais escrevemos u ⊥ v.

Sendo u e v dois vectores ortogonais, tem-se ‖u − v‖ = ‖u + v‖ (ver Fi-
gura 5.3). De facto, se u e v são dois vectores ortogonais, então

‖u− v‖2 = 〈u− v, u− v〉 = 〈u, u〉 − 〈u, v〉 − 〈u, v〉+ 〈v, v〉
= ‖u‖2 + ‖v‖2,

e

‖u+ v‖2 = 〈u+ v, u+ v〉 = 〈u, u〉+ 〈u, v〉+ 〈u, v〉+ 〈v, v〉
= ‖u‖2 + ‖v‖2.
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u

u

vv −v−v

‖u− v‖
‖u− v‖

‖u− (−v)‖
‖u− (−v)‖

Figura 5.3: Vectores u e v respectivamente ortogonais e não ortogonais.

Acabámos de mostrar que o Teorema de Pitágoras é válido em qualquer espaço
linear munido de um produto interno.

Teorema 5.1. Teorema de Pitágoras
Se u e v são vectores ortogonais de um espaço euclidiano, então

‖u− v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

Além disso, também se verifica ‖u− v‖2 = ‖u+ v‖2.

u

v

‖u−
v‖

Figura 5.4: Teorema de Pitágoras num espaço euclidiano.

Exercı́cio 5.7. a) Mostre que num espaço linear real a relação de ortogona-
lidade u ⊥ v é equivalente a ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

b) Mostre, através de um exemplo, que num espaço linear complexo é falsa
uma das implicações da equivalência da alı́nea anterior.

$

Exercı́cio 5.8. Mostre que se u é ortogonal aos vectores v e w, então o vector u é
ortogonal a qualquer combinação linear de v e w. Isto é,

u ⊥ v e u ⊥ w =⇒ u ⊥ (αv + βw), com α, β escalares.

$
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Projecção ortogonal de um vector sobre outro

Em R2, a projecção ortogonal do vector u sobre o vector v é um vector p com a
direcção de v e tal que u−p é ortogonal a v. Assim, o vector projecção ortogonal
de u sobre v é um múltiplo de v, isto é, p = kv. Observe a Figura 5.5.

u

vp

u
−

p

Figura 5.5: O vector p é a projecção ortogonal de u sobre v. O vector u − p é
ortogonal a v.

Num espaço linear real ou complexo, definimos projecção ortogonal de um
vector u sobre o vector não nulo v como sendo um vector p = kv (k escalar do
espaço), tal que (u − p) ⊥ v. Usando a relação de ortogonalidade (u − p) ⊥ v,
podemos determinar o escalar k, e consequentemente o vector p. Ou seja, para
v &= 0,

0 = 〈v, u− p〉 = 〈v, u− kv〉 = 〈v, u〉 − k〈v, v〉

= 〈v, u〉 − k‖v‖2 ⇐⇒ k =
〈v, u〉
‖v‖2

.

Logo, p = kv =
〈v, u〉
‖v‖2

v. Passamos a designar o vector p por projv u.

Definição 5.5. Num espaço linear W munido de um produto interno 〈 , 〉 a
projecção ortogonal do vector u ∈ W sobre o vector não nulo v ∈ W , é de-
finida por

projv u =
〈v, u〉
‖v‖2

v. (5.11)

Nota 30. Num espaço linear complexo não é indiferente usar 〈v, u〉 ou 〈u, v〉 na
definição (5.11), de projecção ortogonal. Se tivéssemos definido (como acontece
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5.1. Produto interno num espaço linear

em alguns textos), o produto interno como sendo linear na primeira variável, na
Definição 5.5 apareceria 〈u, v〉 em vez de 〈v, u〉.

Exemplo 5.6. Consideremos C2 munido do produto interno usual, e determine-
mos a projecção ortogonal do vector x = (2i, 1) sobre y = (i, 0). Como

〈(i, 0) , (2i, 1)〉 = −2i2 = 2 e ‖(i, 0)‖2 = −i2 = 1,

tem-se
projy x =

〈(i, 0) , (2i, 1)〉
‖(i, 0)‖2

(i, 0) = 2(i, 0).

!

Exemplo 5.7. Usemos a expressão (5.11) para confirmar que (u− projv u〉) ⊥ v.

〈v , u− projv u〉 = 〈v , u−
〈v, u〉
‖v‖2

v〉

= 〈v, u〉 −
〈v, u〉
‖v‖2
︸ ︷︷ ︸

escalar

‖v‖2

= 〈v, u〉 − 〈v, u〉 = 0.

!

Exercı́cio 5.9. Considere o subespaço S = Span{v1, v2, . . . , vn} de um espaço
linear W tal que 〈vi, vj〉 = 0 para todo i &= j e i, j = 1, . . . , n. Seja x ∈ W .

a) Justifique que o vector w = projv1 x+ projv2 x+ · · ·+ projvn x pertence a
S.

b) Sendo w o vector da alı́nea anterior, mostre que o vector x− w é ortogonal
a w.

$

Consideremos Rn e Cn munidos do produto interno usual, e sejam x e y vec-
tores destes espaços. Calculemos projy x usando a expressão matricial do produto
interno. Nos cálculos que apresentamos a seguir identificamos matrizes 1×1 com
escalares.
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a) Para x e y &= 0 pertencentes a Rn, tem-se

projy x =
〈y,x〉
‖y‖2

y =
yTx

‖y‖2
︸ ︷︷ ︸

escalar

y = y
yTx

‖y‖2
=

1

‖y‖2
(yyT )
︸ ︷︷ ︸

n×n

x,

onde na última igualdade se aplicou a associatividade do produto de matri-
zes. Assim, a projecção ortogonal de um vector sobre outro pode obter-se
por multiplicação por uma matriz. Isto é,

projy x = Pyx, onde Py é a matriz, de ordem n, Py =
1

‖y‖2
yyT .

b) Para x e y &= 0 pertencentes a Cn, tem-se

projy x =
〈y,x〉
‖y‖2

y =
yHx

‖y‖2
︸ ︷︷ ︸

escalar

y = y
yHx

‖y‖2
=

1

‖y‖2
(yyH)
︸ ︷︷ ︸

n×n

x.

Portanto,

projy x = Pyx, onde Py é a matriz de ordem n, Py =
1

‖y‖2
yyH .

Do Exemplo 5.7 sabemos que (x − projy x) é ortogonal a y. Logo, para o
produto interno usual em Rn (ou Cn), tem-se que

x− projy x = x− Pyx = (I − Py)x,

é um vector ortogonal a y.
A discussão anterior pode resumir-se da seguinte forma:

Se Rn (resp. Cn) está munido do produto interno usual, a projecção ortogonal
do vector x sobre y &= 0 é dada por

projy x = Pyx,

onde Py é a seguinte matriz n× n:

Py =
1

‖y‖2
yyT (resp. Py =

1

‖y‖2
yyH). (5.12)

O vector (I − Py)x é ortogonal a y.
A matriz Py é designada por matriz de projecção ortogonal (sobre y).
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5.2 Bases ortogonais
As bases ortogonais permitem uma simplificação computacional considerável.
Como veremos adiante, dada uma base ortogonal de um espaço linear, qualquer
vector do espaço é igual à soma das projecções ortogonais do vector sobre os vec-
tores da base. Trata-se de uma generalização de um facto bem conhecido em R2

e R3 onde as coordenadas de um vector relativas à base canónica (que é uma base
ortonormada) se obtêm das projecções ortogonais do vector sobre vectores com
direcções dos eixos coordenados.

Definição 5.6. Conjuntos ortogonais e ortonormados
Um subconjunto U = {u1, u2, . . . , uk} de um espaço euclidiano diz-se um

conjunto ortogonal, se todos os vectores de U são ortogonais dois a dois. Isto é,

〈ui, uj〉 = 0, para todo i &= j e i, j = 1, . . . , k.

O conjunto U diz-se ortonormado se é ortogonal e todos os seus vectores têm
norma igual a 1. Ou seja,

〈ui, uj〉 = 0 e ‖ui‖ = 1, para todo i &= j e i, j = 1, . . . , k.

Um conjunto ortogonal (resp. ortonormado) que seja uma base diz-se uma
base ortogonal (resp. base ortonormada).

Exemplo 5.8. Considere-se R2 munido do produto interno usual.

a) A base {(1, 2), (−2, 1)} de R2 é uma base ortogonal mas não é ortonor-
mada.

b) A base { 1√
5
(1, 2), 1√

5
(−2, 1)} é uma base ortonormada de R2.

!

Como vimos, a partir de um qualquer vector não nulo podemos obter um vec-
tor de norma unitária. Assim, dado um conjunto ortogonal que não contenha o
vector nulo podemos sempre obter um conjunto ortonormado, bastando para tal
multiplicar cada vector do conjunto pelo inverso da respectiva norma. Passamos
a designar este procedimento por normalização.

U ortogonal Ũ ortonormado
normalização−−−−−−→

U = {u1, . . . , uk} Ũ =
{

u1
‖u1‖ , . . . ,

uk

‖uk‖

}

.

(5.13)
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É óbvio que os conjuntos U e Ũ geram o mesmo espaço linear.

A proposição que se segue garante-nos a independência linear de um conjunto
ortogonal.

Proposição 5.1. Qualquer conjunto ortogonal, que não contenha o vector nulo,
é linearmente independente.

Demonstração. Seja U = {u1, . . . , uk} um conjunto ortogonal (isto é, tal que
〈ui, uj〉 = 0 para todo i, j = 1, . . . , k e i &= j) que não contém o vector zero.

Verifiquemos que a única solução da equação α1u1 + · · ·+ αkuk = 0 é α1 =
· · · = αk = 0. Seja ui um qualquer vector de U . São válidas as igualdades

0 = 〈ui,α1u1 + · · ·+ αkuk〉 = α1〈ui, u1〉+ · · ·+ αi〈ui, ui〉+ · · ·+ αk〈ui, uk〉
= αi〈ui, ui〉 (os vectores ui são ortogonais dois a dois)
= αi‖ui‖2 ⇐⇒ αi = 0 (já que ui &= 0).

Logo, como i é qualquer, obtém-se α1 = · · · = αk = 0.

ConsideremosRn munido do produto interno usual e o subconjuntoU = {u1, . . . ,uk} ⊂
Rn. Seja A a matriz que cujas colunas são os vectores u1, . . . ,uk. Isto é,

A =



u1 u2 · · · uk



 .

As linhas de AT são os vectores uT
1 ,u

T
2 , . . . ,u

T
k . O produto ATA é a matriz

(simétrica) de ordem k, dada por

ATA =








uT
1

uT
2
...
uT
k










u1 u2 · · · uk





=








uT
1 u1 uT

1 u2 · · · uT
1 uk

uT
2 u1 uT

2 u2 · · · uT
2 uk

... ... . . . ...
uT
ku1 uT

ku2 · · · uT
kuk







=








‖u1‖2 〈u1,u2〉 · · · 〈u1,uk〉
〈u1,u2〉 ‖u2‖2 · · · 〈u2,uk〉

... ... . . . ...
〈u1,uk〉 〈u2,uk〉 · · · ‖uk‖2







.

Podemos concluir:
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Proposição 5.2. Seja A uma matriz real.

1. As colunas de A formam um conjunto ortogonal (em relação ao produto
interno usual em Rn) se e só se a matriz ATA é diagonal.

2. As colunas de A formam um conjunto ortonormado se e só se a matriz
ATA é igual à matriz identidade (isto é, ATA = I).

Exercı́cio 5.10. Considere o produto interno usual em Cn, e A uma matriz com-
plexa. Mostre que:

• As colunas de A formam um conjunto ortogonal se e só se a matriz AHA é
diagonal.

• As colunas de A formam um conjunto ortonormado se e só se a matriz AHA
é igual à matriz identidade (isto é, AHA = I)4.

$

O Teorema 5.2 a seguir estabelece que as coordenadas de um vector relativas
a uma base ortogonal podem exprimir-se em termos das projecções ortogonais do
vector sobre os vectores da base.
Teorema 5.2. Seja B = (u1, u2, . . . , un) uma base (ordenada) ortogonal de um
espaço linear W .

O vector das coordenadas de x ∈ W na base B, xB = (c1, c2, . . . , cn), tem
componentes

ci =
〈ui, x〉
‖ui‖2

.

Em particular,
x = proju1

x+ · · ·+ projun
x.

Se B é uma base ortonormada, então ci = 〈ui, x〉.

Demonstração. Sendo B uma base de W , o vector x escreve-se de forma única
como combinação linear dos vectores da base. Seja x = c1u1 + · · ·+ cnun, onde
os ci são as coordenadas de x na base B. Logo,

〈ui, x〉 = 〈ui, c1u1 + · · ·+ cnun〉 = c1〈ui, u1〉+ · · ·+ cn〈ui, un〉
= ci〈ui, ui〉 (a base é ortogonal e portanto 〈ui, uj〉 = 0 para i &= j).

4Uma matriz real A que verifica ATA = I diz-se uma matriz ortogonal, enquanto que se A
for complexa e verifica AHA = I , diz-se que A é uma matriz unitária. No Capı́tulo 7 estudam-se
propriedades destas matrizes.
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Os vectores ui são não nulos uma vez que são vectores de uma base, por conse-
guinte

ci =
〈ui, x〉
〈ui, ui〉

=
〈ui, x〉
‖ui‖2

.

Da definição de projecção ortogonal de um vector sobre outro (ver (5.11))
tem-se ciui = projui

x, e portanto x = proju1
x+ · · ·+ projun

x.
No caso da base ser ortonormada, todos os vectores ui satisfazem ‖ui‖ = 1,

pelo que a afirmação final segue da expressão obtida para os ci’s.

5.3 Complemento ortogonal de um subespaço
Dois subespaços U e V de um espaço linear W dizem-se subespaços complemen-
tares se qualquer vector w de W se escreve na forma w = u + v, com u ∈ U
e v ∈ V , e, além disso, a intersecção dos subespaços é U ∩ V = {0}. Ou seja,
U e V são subespaços complementares em W se W = U + V e U ∩ V = {0}.
Quando isto acontece escrevemos W = U ⊕ V , que se lê “W é a soma directa de
U com V ”.

Subespaços complementares num dado espaço linear W gozam da proprie-
dade da soma das suas dimensões ser igual à dimensão de W . De facto, usando a
Proposição 3.10 na página 141, a dimensão do subespaço U + V , é dada por

dim(U + V ) = dimU + dim V − dim(U ∩ V ), (5.14)

e portanto se U e V são subespaços complementares em W , tem-se dim(U∩V ) =
0, pelo que dimW = dimU + dimV .

Em R2 são exemplos de subespaços complementares duas quaisquer rectas
distintas concorrentes na origem. Em R3, qualquer plano que contenha a origem
é um subespaço complementar de uma recta que passa pela origem e não esteja
contida no plano.

Estamos interessados em estudar subespaços de um espaço euclidiano que
para além de serem complementares sejam ortogonais entre si, no sentido em
que qualquer vector de um subespaço é ortogonal a qualquer vector do outro
subespaço. Quando isto acontece, um subespaço diz-se o complemento ortogo-
nal do outro subespaço.
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5.3. Complemento ortogonal de um subespaço

Definição 5.7. Seja W um espaço linear munido de um produto interno 〈 , 〉 e S
um subespaço de W .

O complemento ortogonal de S é o conjunto de todos os vectores de W que
são ortogonais a qualquer vector de S. Designamos o complemento ortogonal
do subespaço S por S⊥. Ou seja,

S⊥ = {x ∈ W : 〈u, x〉 = 0, ∀u ∈ S} .

Vamos verificar que a definição apresentada significa que S e S⊥ são subespaços
complementares em W . Comecemos por mostrar que S⊥ é um subespaço.

Proposição 5.3. O complemento ortogonal S⊥ do subespaço S é um subespaço.

Demonstração. Para mostrar que S⊥ é um subespaço, basta mostrar que é fechado
para a adição e para a multiplicação por escalares. Como,

x ∈ S⊥ ⇐⇒ 〈u, x〉 = 0 para todo u ∈ S

y ∈ S⊥ ⇐⇒ 〈u, y〉 = 0 para todo u ∈ S,

resulta que

〈u, x〉+ 〈u, y〉 = 0⇐⇒ 〈u, x+ y〉 = 0 para todo u ∈ S

k〈u, x〉 = 0⇐⇒ 〈u, kx〉 = 0 para todo u ∈ S e k escalar.

As equivalências anteriores dizem que os vectores x + y e kx pertencem a S⊥,
para quaisquer x, y ∈ S e k escalar. Ou seja, S⊥ é subespaço.

Mostremos agora que um subespaço S e o seu complemento ortogonal S⊥ se
intersectam apenas no vector zero.

Proposição 5.4. Seja S um subespaço e S⊥ o seu complemento ortogonal.
Verifica-se:

S ∩ S⊥ = {0}.

Demonstração. Sendo S e S⊥ subespaços, o zero pertence a ambos os conjuntos,
isto é, 0 ∈ S ∩ S⊥. Tome-se x ∈ S ∩ S⊥.

Como todos os vectores de S⊥ são ortogonais a qualquer vector de S, temos
que x é ortogonal a si próprio, ou seja,

0 = 〈x, x〉 = ‖x‖2 ⇐⇒ x = 0, (propriedade P4 da Definição 5.1).
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Exemplo 5.9. Verifiquemos se são ou não complementos ortogonais os seguintes
conjuntos de R3 (munido do produto interno usual).

a) U = Span {(1, 2, 0), (1, 0, 1)} e V = Span {(1, 0, 0)}. O subespaço V
não é o complemento ortogonal de U já que 〈(1, 0, 0), (1, 0, 1)〉 = 1. Ou
seja, há vectores de U que não são ortogonais a vectores de V .

b) U = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y − z = 2} e V = Span {(1, 1,−1)} não são
complementos ortogonais, visto que U não é um subespaço (U é um plano
que não contém a origem).

c) U = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y − z = 0} e V = Span {(1, 1,−1)}.
Os conjuntosU e V são subespaços e uma base para U é {(−1, 1, 0), (1, 0, 1)}.
Como 〈(−1, 1, 0), (1, 1,−1)〉 = 0 e 〈(1, 0, 1), (1, 1,−1)〉 = 0, tem-se que
U = V ⊥. Note-se que dados dois subespaços com bases B e B′, para mos-
trar que os subespaços são ortogonais basta provar que cada vector da base
B é ortogonal a todos os vectores da base B′ (ver Exercı́cio 5.8).

!

Teorema da decomposição ortogonal

Já mostrámos que o complemento ortogonal S⊥ do subespaço S é um subespaço e
que S⊥ ∩ S = {0}. Para mostrar que S e S⊥ são subespaços complementares em
W falta mostrar que qualquer vector de W se escreve como a soma de um vector
de S com um vector de S⊥. Este é o conteúdo do Teorema da decomposição
ortogonal. Antes de enunciarmos esse teorema mostremos o lema seguinte.

Lema 5.1. Seja {u1, . . . , uk} uma base ortogonal do subespaço S de W , e x um
vector de W . O vector

xS = projS x = proju1
x+ · · ·+projuk

x =
〈u1, x〉
‖u1‖2

u1+ · · ·+
〈uk, x〉
‖uk‖2

uk (5.15)

pertence a S, e o vector

x− xS = x− projS x

= x−
(

〈u1,x〉
‖u1‖2 u1 + · · ·+ 〈uk,x〉

‖uk‖2
uk

) (5.16)

é ortogonal a S.

263



5.3. Complemento ortogonal de um subespaço

Demonstração. O vector xS pertence obviamente ao subespaço S, uma vez que é
a soma dos vectores projui

x, que são vectores de S. Vejamos agora que x − xS

é ortogonal a S. Para tal, basta verificar que x− xS é ortogonal a qualquer vector
de uma base de S. Assim,

〈ui, x− xS〉 = 〈ui, x−
〈u1, x〉
‖u1‖2

u1 − · · ·−
〈uk, x〉
‖uk‖2

uk〉

= 〈ui, x〉 −
〈u1, x〉
‖u1‖2

〈ui, u1〉 − · · ·−
〈uk, x〉
‖uk‖2

〈ui, uk〉

= 〈ui, x〉 −
〈ui, x〉
‖ui‖2

〈ui, ui〉 (já que a base é ortogonal)

= 〈ui, x〉 −
〈ui, x〉
‖ui‖2

‖ui‖2 = 0.

Logo, x− xS é ortogonal a S, isto é, x− xS pertence a S⊥.

Teorema 5.3. Teorema da decomposição ortogonal
Seja W um espaço euclidiano e S um subespaço de W . Qualquer vector

x ∈ W escreve-se de forma única como a soma de um vector xS de S com um
vector xS⊥ do complemento ortogonal de S. Isto é,

x = xS + xS⊥ com xS ∈ S e xS⊥ ∈ S⊥.

Define-se a projecção ortogonal de x sobre S como projS x = xS , e a projecção
ortogonal de x sobre o subespaço S⊥ como projS⊥ x = xS⊥ .

A demonstração deste teorema será realizada supondo que o subespaço S ad-
mite uma base ortogonal. A existência de uma base ortogonal é assegurada pelo
processo de ortogonalização de Gram-Schmidt que será descrito na Secção 5.5.

Demonstração. Suponha-se que S admite uma base ortogonal e seja x um qual-
quer vector de W . O vector xS = projS x definido no Lema 5.1 pertence a
S, e o vector x − xS pertence a S⊥. Logo, qualquer vector x de W é igual a
x = xS+(x−xS) = xS+xS⊥ . Falta mostrar que esta decomposição é única. Para
tal, considere-se x = xS+xS⊥ e x = x̃S+ x̃S⊥ com xS , x̃S ∈ S e xS⊥, x̃S⊥ ∈ S⊥.
Subtraindo estas duas expressões de x, tem-se

0 = (xS − x̃S) + (xS⊥ − x̃S⊥). (5.17)
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Os vectores (xS − x̃S) e (xS⊥ − x̃S⊥) pertencem, respectivamente, a S e a S⊥, já
que S e S⊥ são subespaços. Mas a igualdade (5.17) diz que os vectores (xS− x̃S)
e (xS⊥ − x̃S⊥) são simétricos, logo pertencem ambos a S ∩ S⊥. Isto significa que
(xS − x̃S) = 0 = (xS⊥ − x̃S⊥), já que S ∩ S⊥ = {0} (cf. Proposição 5.4).

Na Figura 5.6 ilustramos o Teorema da decomposição ortogonal.

xS

xS⊥

u1

u2 S

S⊥

0

Figura 5.6: Teorema da decomposição ortogonal, onde {u1, u2} é uma base orto-
gonal de S.

As proposições 5.3, 5.4, e o Teorema da decomposição ortogonal permitem
concluir que dado um subespaço S de um espaço euclidiano W , se tem W =
S ⊕ S⊥. Consequentemente,

dimW = dim(S + S⊥) = dimS + dimS⊥ − dim(S ∩ S⊥) = dimS + dimS⊥.

Nota 31. 1. A projecção ortogonal sobre um subespaço S, de um espaço eu-
clidiano W , pode ser vista como uma função (ou operador) PS = projS :
W → S tal que

PS(x) =

{

x se x ∈ S
0 se x ∈ S⊥.

Consequentemente

P 2
S(x) = PS(PS(x)) = PS(x) para todo x ∈ W.

Um operador P que satisfaça a condição P 2 = P diz-se idempotente, ou
operador de projecção.
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5.3. Complemento ortogonal de um subespaço

Exemplo 5.10. 1) Consideremos um plano em R3 que contém a origem. Este
subespaço é definido por uma equação do tipo ax + by + cz = 0, em que
a, b e c não são simultaneamente nulos.
Qualquer vector (x, y, z) deste plano é ortogonal ao vector (a, b, c), visto
que

〈(a, b, c), (x, y, z)〉 = ax+ by + cz = 0.

Uma vez que o plano é um subespaço de R3 de dimensão dois, o seu com-
plemento ortogonal é um subespaço de R3 de dimensão um. Logo, a recta
que passa pela origem e tem a direcção do vector (a, b, c) é o complemento
ortogonal ao plano.

2) Considere-se R2 munido do produto interno usual, e S a recta de equação
y = x. Esta recta passa pela origem e tem a direcção do vector (1, 1).
Assim, {1, 1)} é uma base de S. O complemento ortogonal S⊥ é o conjunto
de todos os vectores (x, y) ∈ R2 ortogonais a (1, 1), isto é

〈(x, y), (1, 1)〉 = x+ y = 0⇐⇒ x = −y.

Logo

S⊥ =
{

(x, y) ∈ R2 : x = −y
}

= {(−y, y) : y ∈ R} = Span {(−1, 1)} .

Por conseguinte, S⊥ é a recta perpendicular à recta S que passa pela origem.
!

A expressão (5.15), da projecção ortogonal sobre um subespaço S, pressupõe
o conhecimento de uma base ortogonal de S. No caso particular em que a di-
mensão do subespaço S de W é igual a dimS = dimW −1, podemos usar o teo-
rema da decomposição ortogonal para determinar projS x sem termos de determi-
nar uma base ortogonal de S. Neste caso, como a dimensão de S⊥ é dimS⊥ = 1,
do Teorema da decomposição ortogonal resulta

projS x = x− projS⊥ x = x− projv x,

onde v é um qualquer vector não nulo de S⊥.

Num espaço linear de dimensão n, chama-se hiperplano a um subespaço de
dimensão (n− 1).
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Vejamos agora como se traduz a projecção ortogonal sobre hiperplanos de
Rn para o produto interno usual. Relembremos que, para este produto interno, a
projecção ortogonal de um vector x ∈ Rn sobre o vector não nulo u ∈ Rn tem a
expressão matricial Pux, onde Pu é definida em (5.12).

Considere-se o subespaço de Rn gerado pelo vector não nulo u e designe-se
por u⊥ o seu complemento ortogonal (usamos a notação u⊥ em vez da notação
habitual (Span{u})⊥). O subespaço u⊥ é um hiperplano uma vez que dimu⊥ =
n− 1. Para qualquer x ∈ Rn, o Teorema da decomposição ortogonal garante que

x = proju x+ proju⊥ x = Pux+ Pu⊥x⇐⇒ (I − Pu)x = Pu⊥x,

significando que a projecção ortogonal sobre o complemento ortogonal ao subespaço
gerado por u é obtida multiplicando pela matriz (I − Pu).

Verifiquemos agora algumas propriedades das matrizes Pu e (I − Pu):

• Como Pu = 1
‖u‖2uu

T , as matrizes Pu e (I − Pu) são matrizes simétricas.

• P 2
u = Pu e (I − Pu)2 = (I − Pu), uma vez que

P 2
u = Pu

(
1

‖u‖2
uuT

)

=
1

‖u‖4
uuTu
︸︷︷︸

‖u‖2
uT =

1

‖u‖2
uuT = Pu.

(I − Pu)
2 = (I − Pu)(I − Pu) = I − Pu − Pu + P 2

u = I − Pu.

Exemplo 5.11. Determinar proju x e proju⊥ x para os seguintes vectores

x =





1
0
2



 , e u =





3
−1
2



 .

Assim, usando a definição temos

proju x =
〈u,x〉
‖u‖2

u =
3 + 4

9 + 1 + 4





3
−1
2



 =
1

2





3
−1
2



 .

Podemos confirmar este resultado usando a matriz Pu.

proju x = Pux =
1

‖u‖2
uuTx =

1

14





9 −3 6
−3 1 −2
6 −2 4



x =
1

2





3
−1
2



 .
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A projecção ortogonal de x sobre o complemento ortogonal ao espaço gerado por
u é

proju⊥ x = x−proju x =





1
0
2



−
1

2





3
−1
2



 =
1

2





−1
1
2



 = x−Pux = (I −Pu)x.

Note-se que neste caso u⊥ é um plano perpendicular à recta definida por u. Se
para determinar a projecção ortogonal sobre este plano tivéssemos usado a ex-
pressão (5.15) necessitarı́amos de determinar previamente uma base ortogonal do
plano. Sugerimos que confirme o resultado obtido calculando a projecção ortogo-
nal sobre o plano dessa forma. !

Teorema da Melhor Aproximação

O Teorema da melhor aproximação está na base de vários resultados usados nas a-
plicações, com destaque para o problema de mı́nimos quadrados que abordaremos
neste capı́tulo. Esse teorema afirma que dado um subespaço S de W e um vector
x ∈ W , o vector de S mais próximo de x é projS x = xS . Ou seja, que a distância
de x a qualquer outro vector u de S é maior ou igual à distância de x a projS x:

dist(x, xS) ≤ dist(x, u) qualquer que seja u ∈ S.

Usando a definição de distância entre dois vectores (ver Definição 5.2), a desi-
gualdade anterior é equivalente a

‖x− xS‖ ≤ ‖x− u‖ para qualquer u ∈ S.

Teorema 5.4. Teorema da melhor aproximação
Seja W um espaço linear munido de um produto interno, S um subespaço de

W e x um vector de W . Então,

‖x− xS‖ ≤ ‖x− u‖ para qualquer u ∈ S,

onde xS = projS x é a projecção ortogonal de x sobre S.

Demonstração. Pelo Teorema da decomposição ortogonal podemos escrever x =
xS+xS⊥ . Seja u um qualquer vector de S. Uma vez que os vectores x−xS = xS⊥

e xS − u ∈ S são ortogonais, pelo Teorema de Pitágoras (pág. 254), temos

‖x− u‖2 = ‖ x− xS
︸ ︷︷ ︸

∈S⊥

+ xS − u
︸ ︷︷ ︸

∈S

‖2 = ‖x− xS‖2 + ‖xS − u‖2.

268



Capı́tulo 5. Produto interno e ortogonalidade

Da igualdade anterior obtém-se

‖x− u‖2 ≥ ‖x− xS‖2,

equivalente à desigualdade do enunciado.

O Teorema da melhor aproximação permite determinar a distância de vectores
de um espaço linear W a um subespaço S de W . A distância de x ∈ W a um
subespaço S, é a menor das distâncias de x aos vectores de S. Ou seja, a distância
dist (x, S), de x ao subespaço S, é

dist (x, S) = min
u∈S

dist (x, u) = min
u∈S

‖x− u‖ = ‖x− xS‖ = ‖ projS⊥ x‖.

Distância a um subespaço

Seja W um espaço linear, S um subespaço de W e x um vector de W . A
distância de x a S é:

dist (x, S) = ‖ projS⊥ x‖.

5.4 Ortogonalidade dos quatro subespaços funda-
mentais

Nesta secção analisamos as relações de ortogonalidade entre os quatro subespaços
fundamentais deRn associados a uma matriz real A. Relembremos (ver Secção 3.2,
pág. 114) que estes subespaços são: o núcleo de A; o espaço das linhas de A; o
espaço das colunas de A; e o núcleo de AT .

Consideremos Rn munido do produto interno usual 〈x,y〉 = xTy. Se A é
uma matriz real p× n,

A =








l1
l2
...
lp







=



c1 c2 · · · cn



 ,

então:

• As linhas l1, l2, . . . , lp de A são vectores de Rn.

• As colunas c1, c2, . . . , cn de A são vectores de Rp.

269



5.4. Ortogonalidade dos quatro subespaços fundamentais

Como estamos a considerar o produto interno usual em Rn, a multiplicação da
matriz A por um vector x ∈ Rn é igual a

Ax =








l1
l2
...
lp










x



 =








〈l1,x〉
〈l2,x〉

...
〈lp,x〉







.

Logo, o conjunto dos vectores x ∈ Rn que são ortogonais a todas as linhas de A é
o conjunto de todos os vectores x que verificam Ax = 0, ou seja, o núcleo de A.

Se x verifica 〈x, li〉 = 0 para i = 1, . . . , p, então x é ortogonal a qualquer
combinação linear das linhas li, uma vez que

〈x , α1l1 + . . .+ αplp〉 = α1〈x , l1〉+ · · ·+ αp〈x , lp〉 = 0.

Assim, qualquer vector do espaço das linhas de A é ortogonal ao núcleo de A, isto
é,

(EL(A))⊥ = N(A).

Como a relação anterior é válida para qualquer matriz, em particular é satisfeita
pela matriz transposta AT . Ou seja,

(

EL(AT )
)⊥

= N(AT ). Logo,

(EC(A))⊥ = N(AT ).

Resumindo:

(EL(A))⊥ = N(A) e (EC(A))⊥ = N(AT ) (5.18)

Os espaços EL(A) e N(A) de uma matriz real p × n são subespaços de Rn,
enquanto que EC(A) e N(AT ) são subespaços de Rp. Por conseguinte, de (5.18),
resulta

Rn = EL(A)⊕N(A) e Rp = EC(A)⊕N(AT ).

Do Teorema da dimensão (Teorema 3.6, pág. 144), tem-se que dimEC(A) =
dimEL(A) = car(A) = k enquanto que a dimensão do núcleo de uma matriz é a
diferença entre o número de colunas da matriz e a sua caracterı́stica. Na Figura 5.7
ilustramos estes factos usando um diagrama apresentado por Strang em [11].

A expressão (5.15) para a projecção ortogonal de um vector sobre um subespaço,
pressupõe o conhecimento de uma base ortogonal do subespaço. Os resultados do
próximo exercı́cio permitem calcular a projecção ortogonal sobre um subespaço
de Rn sem determinar uma base ortogonal desse subespaço.
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Rn Rp

EC(A)

N(A)

EL(A)

dim = k

dim = k

dim = n− k

dim = p− k

N(AT )

Figura 5.7: Ortogonalidade dos quatro subespaços fundamentais para uma matriz
real A do tipo p× n, de caracterı́stica k.

Exercı́cio 5.11. Considere uma matriz real A do tipo p × n tal que ATA é in-
vertı́vel, e a matriz quadrada P = A(ATA)−1AT . Mostre que:

(a) Pb = b se b ∈ EC(A).

(b) Pb = 0 se b ∈ (EC(A))⊥.

(c) P 2 = P .

(d) Justifique que as propriedades das alı́neas (a)-(c) equivalem a afirmar que a
matriz P fornece a projecção ortogonal sobre o espaço das colunas de A.

(e) Verifique que se A tem uma única coluna não nula a, então proja x = Px
para qualquer x ∈ Rp.

(f) Use a matriz P para determinar a projecção ortogonal de (1, 2, 0) sobre
S = Span{(1, 1, 1), (−2, 0, 1)}.

$

Nota 32. O exercı́cio anterior mostra que a matriz P dá a projecção ortogonal
sobre o espaço das colunas de A (desde que ATA seja invertı́vel). Assim, pode
calcular-se a projecção ortogonal sobre um subespaço deRn (munido do produto
interno usual) tomando para A a matriz que tenha por colunas uma base (não
necessariamente ortogonal) do subespaço linear em questão.

No Teorema 5.8, pág. 301, estabelecem-se condições para invertibilidade da
matriz ATA.
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Exercı́cio 5.12. Considere o produto interno usual em Cn, S um subespaço de
Cn e B = (u1, . . . ,uk) uma base ortonormada de S. Mostre que a projecção
ortogonal sobre S é dada por

projS x = QQHx para todo x ∈ Cn, (5.19)

onde Q é a matriz que tem por colunas os vectores da base B (pela mesma ordem).
Sugestão: Use o Exercı́cio 5.11 com as adaptações convenientes ao caso de ma-
trizes complexas (substitua nesse exercı́cio o sı́mbolo ‘T’ por ‘H’). $

5.5 Ortogonalização de Gram-Schmidt e decompo-
sição QR

Como se observa na expressão (5.15), a projecção ortogonal sobre um subespaço
S tem uma expressão simples, desde que se conheça uma base ortogonal de S.
A questão que naturalmente se coloca é a da existência de uma base ortogonal
para qualquer subespaço. A resposta a esta questão é fornecida pelo denominado
processo de ortogonalização de Gram-Schmidt5 o qual permite obter uma base
ortogonal a partir de uma base dada. Par tal considere-se um conjunto de vecto-
res linearmente independentes V = {v1, v2, . . . , vk} de um espaço euclidiano. O
processo de ortogonalização de Gram-Schmidt constrói a partir de V , de forma re-
cursiva, um conjunto ortogonal U = {u1, u2, . . . , uk}. Os passos deste algoritmo
são detalhados a seguir.

Passo 1: Tome-se para u1 um dos vectores de V :

u1 = v1.

Passo 2: Considere-se outro vector v2 de V , e construa-se a projecção ortogonal de v2
sobre u1. Do Exemplo 5.7, sabemos que o vector v2−proju1

v2 é ortogonal
a u1 (observe a ilustração na Figura 5.5 da página 255). Tome-se para u2 o
vector v2 − proju1

v2, isto é,

u2 = v2 − proju1
v2 = v2 −

〈u1, v2〉
‖u1‖2

u1.

5Este processo recebeu os nomes dos matemáticos Jørgen Pedersen Gram (1850 – 1916) e
Erhard Schmidt (1876 – 1959), embora possa ser encontrado em trabalhos anteriores de Laplace e
Cauchy.
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Passo 3: Considere-se o subespaço S gerado por {u1, u2}. Este subespaço tem di-
mensão igual a dois já que os vectores u1, u2 são ortogonais, e portanto
linearmente independentes (cf. Proposição 5.1, pág. 259). Além disso,
como u2 é combinação linear de u1 = v1 e de v2, tem-se Span{u1, u2} ⊆
Span{v1, v2}. Como, por hipótese, {v1, v2} é linearmente independente,
tem-se S = Span{u1, u2} = Span{v1, v2}.

Considere-se v3 um outro vector de V . O Lema 5.1 garante que o vector
v3 − projS v3 é um vector ortogonal a u1 e u2. Tome-se para u3 este vector

u3 = v3 − projS v3 = v3 − proju1
v3 − proju2

v3,

onde na segunda igualdade se aplicou o facto de {u1, u2} ser uma base
ortogonal de S.

Passo i+1: Repetir o passo anterior considerando para S o subespaço gerado pelos vec-
tores ui construı́dos nos passos anteriores, considerar um vector vi+1 ∈ V
ainda não utilizado, e tomar para ui+1 = vi+1 − projS vi+1. Repetir este
processo até esgotar os vectores de V .

Acabámos de ilustrar o denominado processo de ortogonalização de Gram-Schmidt.

Teorema 5.5. Ortogonalização de Gram-Schmidt
Seja V = {v1, v2, . . . , vk}, com k > 1, um conjunto linearmente inde-

pendente de um espaço linear munido de um produto interno. O conjunto
U = {u1, u2, . . . , uk}, formado pelos vectores

u1 = v1

u2 = v2 −
〈u1, v2〉
‖u1‖2

u1

u3 = v3 −
〈u1, v3〉
‖u1‖2

u1 −
〈u2, v3〉
‖u2‖2

u2

...
uk = vk − proju1

vk − proju2
vk − · · ·− projuk−1

vk,

é ortogonal.
Os conjuntos U e V geram o mesmo espaço.
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Demonstração. Para mostrar que o conjunto U é ortogonal vamos usar indução
sobre o número j de vectores de U . Para j = 2, como o vector v2 − proju1

v2 é
ortogonal a u1 (ver Exemplo 5.7), os vectores u1 e u2 são ortogonais.

Suponha-se que o conjunto {u1, . . . , up} é ortogonal (hipótese de indução).
Mostremos que o conjunto {u1, . . . , up, up+1} também é ortogonal. Calculando
〈ui, up+1〉, para qualquer i = 1, . . . , p, tem-se

〈ui, up+1〉 =

〈

ui, vp+1 −
p
∑

j=1

〈uj, vp+1〉
‖uj‖2

uj

〉

= 〈ui, vp+1〉 −
p
∑

j=1

〈uj, vp+1〉
‖uj‖2

〈ui, uj〉

= 〈ui, vp+1〉 −
〈ui, vp+1〉
‖ui‖2

〈ui, ui〉

= 〈ui, vp+1〉 − 〈ui, vp+1〉 = 0,

onde na terceira igualdade aplicámos a hipótese de indução. Logo, U é ortogonal.
Falta mostrar que U e V geram o mesmo espaço. Os vectores de U , cons-

truı́dos a partir dos vectores de V , são da forma

ui = vi − proju1
vi − proju2

vi − · · ·− projui−1
vi,

isto é, os ui’s são combinações lineares dos vectores de V , e portanto SpanU ⊆
SpanV . O conjunto U é ortogonal, e portanto U é linearmente independente pela
Proposição 5.1 (pág. 259). Como as dimensões de SpanU e SpanV são iguais e
SpanU ⊆ SpanV , tem-se necessariamente SpanU = SpanV .

Exercı́cio 5.13. Determinemos uma base ortogonal para o subespaço

S = Span {(1, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1)} .

É fácil verificar que os vectores v1 = (1, 1, 0),v2 = (0, 1, 0) e v3 = (0, 1, 1) for-
mam uma base para S. Esta base não é ortogonal já que, por exemplo, 〈v1,v2〉 =
1.

Apliquemos o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt para obter uma
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base {u1,u2,u3} de S que seja ortogonal.

u1 = v1 = (1, 1, 0)

u2 = v2 − proju1
v2 = (0, 1, 0)−

1

2
(1, 1, 0) =

1

2
(−1, 1, 0)

u3 = v3 − proju1
v3 − proju2

v3

= (0, 1, 1)−
1

2
(1, 1, 0)−

1/2

1/2

(
−1
2
,
1

2
, 0

)

= (0, 0, 1).

$

Decomposição QR

A factorização de uma matriz A na forma A = QR, onde Q é uma matriz cu-
jas colunas formam um conjunto ortonormado e R é uma matriz triangular su-
perior invertı́vel, é conhecida como decomposição QR de A. Esta factorização
tem variadas aplicações numéricas, nomeadamente no que respeita a algoritmos
para determinação de valores próprios de matrizes de grandes dimensões, sendo
também frequentemente utilizada na resolução de problemas de mı́nimos quadra-
dos (ver Secção 5.7.2, pág. 295). A decomposição QR surge naturalmente como
consequência do processo de ortogonalização de Gram-Schmidt.

Considere-se uma matriz A cujos vectores coluna c1, c2, . . . , cn são linear-
mente independentes

A =



c1 c2 · · · cn



 .

Podemos aplicar o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt ao conjunto
V = {c1, c2, . . . , cn} e obter um conjunto ortogonal U . Se a este conjunto apli-
carmos a normalização referida em (5.13), obtemos um conjunto ortonormado de
vectores:

V = {c1, . . . , cn}
Gram-Schmidt−−−−−−−→ U

Normalização−−−−−−→ {q1, . . . ,qn}.
↓ ↓

Ortogonal Ortonormado

O conjunto V , o conjuntoU e o conjunto {q1, . . . ,qn} geram o mesmo subespaço.
Assim, cada vector ci ∈ V pode escrever-se como combinação linear dos vectores
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q1, . . . ,qn. Como o conjunto formado pelos qi’s é uma base ortonormada para o
subespaço gerado por V , do Teorema 5.2 resulta

ci = projq1
c1 + · · ·+ projqn

cn.

Equivalentemente,

c1 = 〈q1, c1〉q1 + 〈q2, c1〉q2 + · · ·+ 〈qn, c1〉qn

c2 = 〈q1, c2, 〉q1 + 〈q2, c2〉q2 + · · ·+ 〈qn, c2〉qn

...
cn = 〈q1, cn〉q1 + 〈q2, cn〉q2 + · · ·+ 〈qn, cn〉qn.

Suponha-se que os vectores de U = {u1, . . . ,un} respeitam a ordem pela qual
foram construı́dos através do processo de ortogonalização de Gram-Schmidt. Ou
seja, suponha-se que cada vector qi =

ui

‖ui‖ é ortogonal a cada um dos vectores
c1, c2, . . . , ci−1 para 1 < i ≤ n. Como 〈cj ,qi〉 = 0 para j = 1, . . . , i − 1, as
igualdades anteriores reduzem-se a

c1 = 〈q1, c1〉q1

c2 = 〈q1, c2〉q1 + 〈q2, c2〉q2

...
cn = 〈q1, cn〉q1 + 〈q2, cn〉q2 + · · ·+ 〈qn, cn〉qn.

Exprimindo estas igualdades na forma matricial, e relembrando que a coluna j do
produto QR de duas matrizes é a matriz Q multiplicada pela coluna j de R (reveja
as definições 1.12 e 1.11, pág. 34), tem-se



c1 c2 · · · cn





︸ ︷︷ ︸

A

=



q1 q2 · · · qn





︸ ︷︷ ︸

Q








〈q1, c1〉 〈q1, c2〉 · · · 〈q1, cn〉
0 〈q2, c2〉 · · · 〈q2, cn〉
... ... . . . ...
0 0 · · · 〈qn, cn〉








︸ ︷︷ ︸

R

.

Cada vector qi é o vector ui normalizado, onde ui é obtido pelo processo de orto-
gonalização de Gram-Schmidt à custa de {c1, . . . , ci−1}. Assim,

qi =

{
c1

‖c1‖ para i = 1
1
µi

(

ci −
∑i−1

j=1
〈uj ,ci〉
‖uj‖2 uj

)

para 1 < i ≤ n,
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com µi =
∥
∥
∥ci −

∑i−1
j=1

〈uj ,ci〉
‖uj‖2

uj

∥
∥
∥. Ou seja, para i > 1 podemos escrever

ci = µiqi +
i−1
∑

j=1

〈uj , ci〉
‖uj‖2

uj .

Logo, as entradas da diagonal principal da matriz R são dadas por

〈q1, c1〉 = 〈
c1

‖c1‖
, c1〉 = ‖c1‖,

〈qi, ci〉 = µi〈qi,qi〉+
i−1
∑

j=1

〈uj , ci〉
‖uj‖2

〈qi,uj〉

= µi‖qi‖2 = µi,

onde na penúltima igualdade aplicámos o facto de cada vector ui (e portanto qi)
ser ortogonal aos vectores u1, . . . ,ui−1. Ou seja, as entradas da diagonal principal
da matriz R são positivas. Enunciamos no teorema seguinte o que acabamos de
provar.

Teorema 5.6. Decomposição QR
Se A é uma matriz do tipo p× n cujas colunas formam um conjunto linear-

mente independente, então existem matrizes Q e R tais que

A = QR,

sendo

(i) Q uma matriz cujas colunas formam um conjunto ortonormado, ou seja,
QTQ = I no caso de A ser real, e QHQ = I no caso de A ser complexa.

(ii) R uma matriz triangular superior cujas entradas na diagonal principal são
todas positivas.

Além disso, a factorização A = QR é única.

Demonstração. Consideramos o caso em que A é uma matriz real deixando o
caso complexo como exercı́cio. Falta mostrar que a factorização A = QR é
única. Comecemos por notar que se provarmos que a matriz R na factorização
A = QR é única, segue de imediato que a matriz Q é única, uma vez que sendo
R invertı́vel, se tem

Q1R = Q2R⇐⇒ Q1 = Q2.
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Provemos agora que a matriz R é única. Suponha-se que existem matrizes R1 e
R2 triangulares superiores com todas as entradas da diagonal principal positivas,
e matrizes Q1 e Q2 cujas colunas formam conjuntos ortonormados, tais que A =
Q1R1 = Q2R2. Como o conjunto das colunas de Q1 e Q2 é ortonormado (isto é,
QT

1Q1 = I = QT
2Q2), e as matrizes R1 e R2 são invertı́veis, verifica-se

RT
1Q

T
1Q1R1 = ATA = RT

2Q
T
2Q2R2 ⇐⇒ RT

1R1 = RT
2R2 ⇒ R1R

−1
2 = (RT

1 )
−1RT

2 .

O produto de matrizes triangulares superiores (resp. inferiores) é uma matriz tri-
angular superior (resp. inferior), a inversa de uma matriz triangular superior (resp.
inferior) é uma matriz triangular superior (resp. inferior), e a transposta de uma
matriz triangular superior é uma matriz triangular inferior. Assim, da igualdade
anterior, obtemos

R1R
−1
2

︸ ︷︷ ︸

triangular superior

= (RT
1 )

−1RT
2

︸ ︷︷ ︸

triangular inferior

=⇒ R1R
−1
2 é diagonal.

Qualquer matriz triangular superior invertı́vel R pode escrever-se como o produto
de uma matriz diagonal cujas entradas na diagonal são as entradas da diagonal
principal de R por uma matriz triangular superior com 1’s na diagonal principal,
ou seja,

R1 = D1U1 e R2 = D2U2,

com D1 e D2 matrizes diagonais invertı́veis, e U1 e U2 matrizes triangulares supe-
riores com 1’s na diagonal principal. Logo, para a matriz diagonal R1R

−1
2 = D,

tem-se

R1R
−1
2 = D ⇐⇒ D1U1U

−1
2 D−1

2 = D =⇒ U1U
−1
2 = D−1

1 DD2.

Como a matriz U1U
−1
2 é triangular superior com 1’s na diagonal, e D−1

1 DD2 é
uma matriz diagonal, a igualdade U1U

−1
2 = D−1

1 DD2 implica U1U
−1
2 = I , isto é,

U1U
−1
2 = I ⇐⇒ U1 = U2.

Além disso, se U1 = U2, então RT
1R1 = ATA = RT

2R2 é equivalente a UT
1 D

2
1U1 =

UT
1 D

2
2U1. Como U1 é invertı́vel, resulta desta igualdade que D2

1 = D2
2. Como as

entradas na diagonal principal de D1 e de D2 são positivas por hipótese, e D1 e
D2 são matrizes diagonais, a igualdade D2

1 = D2
2 é equivalente a D1 = D2. Logo,

R1 = R2.
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Exemplo 5.12. Considere-se a seguinte matriz

A =





1 0
2 1
0 1



 .

As colunas c1 e c2 de A são linearmente independentes, uma vez que a matriz A
tem caracterı́stica 2. Apliquemos o processo de Gram-Schmidt ao conjunto dos
vectores coluna de A, e normalizemos os vectores obtidos.

u1 = c1 = (1, 2, 0) " q1 =
u1

‖u1‖
=

1√
5
(1, 2, 0)

u2 = c2 −
〈u1, c2〉
‖u1‖2

u1 =
1

5
(−2, 1, 5) " q2 =

u2

‖u2‖
=

1√
30

(−2, 1, 5).

Como 〈q1, c1〉 = 5√
5
, 〈q1, c2〉 = 2√

5
e 〈q2, c2〉 = 6√

30
, a factorização A = QR é

Q =
1√
5





1 −2/
√
6

2 1/
√
6

0 5/
√
6



 , R =
1√
5

[

5 2
0
√
6

]

.

!

5.6 Determinantes, produto vectorial e produtomisto
em R3

Nesta secção fazemos uma interpretação geométrica do determinante de uma ma-
triz 3× 3, e aproveitamos para introduzir alguns conceitos usados com frequência
em Cálculo, como seja o produto vectorial e o produto misto.

O produto vectorial de dois vectores deR3 será definido como sendo um vector
de R3 que goza da propriedade de ser ortogonal ao plano gerado pelos vectores
dados (quando esses vectores gerarem um plano).
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Definição 5.8. Produto vectorial
Sejam x,y ∈ R3 com x = (x1, x2, x3) e y = (y1, y2, y3). Definimos produto

vectorial, ou produto externo, de x por y, como sendo o seguinte vector de R3:

x× y = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1)

=

(∣
∣
∣
∣

x2 x3

y2 y3

∣
∣
∣
∣
,−
∣
∣
∣
∣

x1 x3

y1 y3

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

x1 x2

y1 y2

∣
∣
∣
∣

)

=

∣
∣
∣
∣

x2 x3

y2 y3

∣
∣
∣
∣
e1 −

∣
∣
∣
∣

x1 x3

y1 y3

∣
∣
∣
∣
e2 +

∣
∣
∣
∣

x1 x2

y1 y2

∣
∣
∣
∣
e3, (5.20)

onde e1, e2 e e3 designam os três vectores da base canónica de R3.

Por analogia com o desenvolvimento de Laplace para o cálculo do determi-
nante ao longo da primeira linha, é frequente escrever a igualdade (5.20) na forma:

x× y =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

e1 e2 e3
x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (5.21)

A expressão (5.21) formalmente não tem sentido (não faz sentido calcular um
determinante de uma matriz cujas entradas da primeira linha são vectores e as
outras entradas números) mas funciona como uma mnemónica para a expressão
que define o produto vectorial.

Relembrando que o determinante de uma matriz muda de sinal quando se tro-
cam duas linhas da matriz, quer usando (5.21) ou (5.20), temos: x×y = −(y×x).
Ou seja, o produto vectorial é anticomutativo.

Definição 5.9. Produto misto
Sendo x,y, z ∈ R3 com x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) e z = (z1, z2, z3),

define-se produto misto, ou produto triplo, de x,y e z (por esta ordem) por:

x · (y × z) = 〈x , y × z〉
= x1(y2z3 − y3z2) + x2(y3z1 − y1z3) + x3(y1z2 − y2z1).

Como consequência imediata do desenvolvimento de Laplace (ao longo da pri-
meira linha) para o cálculo de um determinante, e da definição de produto vecto-
rial, o produto misto de três vectores é exactamente igual ao determinante de uma
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matriz cujas linhas são os vectores x,y e z. Isto é,

x · (y× z) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 x2 x3

y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (5.22)

Das propriedades do determinante de uma matriz, resultam imediatas as seguintes
propriedades do produto misto:

x · (y × z) = y · (z× x) = z · (x× y)

= −y · (x× z) = −x · (z× y) = −z · (y× x).

Uma propriedade importante do produto vectorial é a seguinte:

O vector x×y é ortogonal a x e a y. Se x e y são linearmente independentes,
o vector x× y é perpendicular ao plano gerado por x e y.

Para mostrar a afirmação anterior, basta notar que 〈x ,x × y〉 = x · (x × y)
corresponde ao determinante de uma matriz com duas linhas iguais, portanto igual
a zero. Da mesma forma 〈y ,x× y〉 = 0.

Exercı́cio 5.14. Use as propriedades do determinante de uma matriz para mostrar:

a) (y +w)× x = (y × x) + (w × x).
b) k(x× y) = (kx)× y = x× (ky), com k escalar.
c) x× x = 0.

$

Usemos as propriedades do Exercı́cio 5.14 para mostrar a igualdade

x× y = (x− projy x)× y. (5.23)

Da definição de projecção ortogonal, projy x =
〈y,x〉
‖y‖2

y, e das propriedades a)-

c) do exercı́cio anterior, tem-se

(x− projy x)× y
a), b)
= x× y − (projy x)× y

b)
= x× y −

〈y,x〉
‖y‖2

(y× y)

c)
= x× y.
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Exercı́cio 5.15. Mostre que para os vectores e1, e2 e e3 da base canónica de R3

se tem:
e1 × e2 = e3, e2 × e3 = e1, e3 × e1 = e2.

$

Exercı́cio 5.16. Mostre as propriedades seguintes e conclua que o produto vecto-
rial não é associativo.

a) x× (y × z) = 〈x , z〉y− 〈x ,y〉z.
b) (x× y)× z = 〈x , z〉y− 〈y , z〉x.

$

Para além das propriedades que enunciámos nos exercı́cios anteriores, referi-
mos em seguida uma propriedade essencial na interpretação geométrica do pro-
duto vectorial.

Proposição 5.5. Para quaisquer x,y ∈ R3 verifica-se a identidade de Lagrange:

‖x× y‖2 = ‖x‖2‖y‖2 − (〈x , y〉)2 .

Além disso, a igualdade anterior é equivalente a

‖x× y‖2 = ‖x‖2‖y‖2 sen2 θ,

onde θ é o ângulo entre x e y.

Demonstração. Para mostrar a identidade de Lagrange6 basta calcular ‖x×y‖2 e
‖x‖2‖y‖2 − (〈x , y〉)2. Para tal, considere-se x = (x1, x2, x3) e y = (y1, y2, y3).

‖x× y‖2 = (x2y3 − x3y2)
2 + (x3y1 − x1y3)

2 + (x1y2 − x2y1)
2

e

‖x‖2‖y‖2− (〈x , y〉)2 = (x2
1 + x2

2 + x2
3)(y

2
1 + y22 + y23)− (x1y1 + x2y2 + x3y3)

2.

Desenvolvendo os membros direitos das duas expressões anteriores e comparando
os resultados, confirma-se a igualdade dessas expressões.

6Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), matemático francês.
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Da identidade de Lagrange e da definição de ângulo entre os vectores x e y,
resulta

‖x‖2‖y‖2 − (〈x , y〉)2 = ‖x‖2‖y‖2 − ‖x‖2‖y‖2 cos2 θ = ‖x‖2‖y‖2(1− cos2 θ)

= ‖x‖2‖y‖2 sen2 θ.

Nota 33. A igualdade ‖x × y‖2 = ‖x‖2‖y‖2 sen2 θ diz-nos que se x e y são
vectores não nulos, o vector x×y é nulo se e só se θ = 0 ou θ = π. Ou seja, para
x &= 0 e y &= 0, o vector x × y = 0 se e só se x e y têm a mesma direcção (isto
é, se e só se x e y são colineares).

Exercı́cio 5.17. Mostre que o determinante de uma matriz A cujas linhas são os
vectores u,v e u×v, por esta ordem, é sempre positivo, nomeadamente det(A) =
‖u × v‖2. Deduza ainda que se as linhas de A são os vectores u,v e −(u × v),
por esta ordem, então det(A) é negativo.
Sugestão: Use a expressão (5.22). $

Vimos que u × v é ortogonal ao plano gerado por u e v, e que o seu compri-
mento é dado pela identidade de Lagrange. No caso de u e v serem linearmente
independentes, os três vectores u,v e u× v são linearmente independentes e po-
demos usar estes vectores para definir um referencial em R3. O sentido de u× v

depende da orientação desse referencial.
A chamada regra da mão direita7 é um processo prático para decidir a orien-

tação positiva de um referencial em R3. Um terno ordenado (u,v,w) de vectores
linearmente independentes de R3 diz-se um triedro directo , ou uma base positiva
de R3, se está de acordo com a regra da mão direita, isto é, se se pode dispor os de-
dos indicador e médio da mão direita por forma a que apontem, respectivamente,
no sentido de u e de v, então o dedo polegar apontará no sentido de w.

Considerando os vectores da base canónica de R3, são exemplos de triedros
directos:

(e1, e2, e3) , (e2, e3, e1) , (e3, e1, e2) .

É fácil verificar que uma base ordenada (ei, ej , ek), formada por vectores da base
canónica de R3, é um triedro directo se e só se o determinante da matriz cujas
colunas são os vectores ei, ej , ek, por esta ordem, tiver o valor 1. Fixada uma

7A regra da mão direita foi introduzida pelo engenheiro electrónico e fı́sico inglês, Sir John
Ambrose Fleming (1849 – 1945).
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base ordenada B = (ei, ej, ek) qualquer outra base ordenada (u,v,w) de R3 está
relacionada com a base B através da matriz de mudança de base M . É natural
considerar-se que uma base ordenada (u,v,w) é positiva se detM > 0, e que é
negativa se detM < 0.

Definição 5.10. Triedro directo
Uma base ordenada (u,v,w) de R3, diz-se um triedro directo ou uma base

positiva, se o determinante da matriz cujas colunas (ou linhas) são os vectores
u,v,w, por esta ordem, é positivo.

Se u e v são vectores linearmente independentes de R3, o vector u × v é
ortogonal a u e a v, pelo que B = (u,v,u × v) é uma base de R3. Seja A a
matriz cujas colunas são os vectores u,v e u × v, por esta ordem. Da expressão
(5.22), tem-se que detA = ‖u×v‖2, e portanto (u,v,u×v) é uma base positiva.

Interpretação geométrica do determinante de matrizes 3× 3

Nesta secção relacionamos os conceitos de produto vectorial e produto misto com
os conceitos de área e volume da geometria elementar.

Considere-se um paralelogramo definido por dois vectores x,y ∈ R3, como
se indica na Figura 5.8.

x

y

h = ‖y‖ sen θ

θ

Figura 5.8: Paralelogramo definido por dois vectores x e y fazendo um ângulo θ
entre si.

Tomando como base do paralelogramo o lado definido por x, a altura h do
paralelogramo é igual à norma do vector (y − projx y). Como exercı́cio pode
verificar que

h = ‖y − projx y‖ = ‖y‖ sen θ,

onde θ é o ângulo entre x e y.
A área A do paralelogramo é igual ao comprimento da base vezes a altura.

Isto é,
A = ‖x‖h.
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Logo,
A = ‖x‖‖y‖ sen θ. (5.24)

Usando a identidade de Lagrange (Proposição 5.5), concluimos que a norma do
produto vectorial de x por y é igual à área do paralelogramo definido por x e y.
Note-se que o ângulo θ varia entre 0 e π, e portanto sen θ > 0.

Exercı́cio 5.18. Mostre que o valor dado pela fórmula (5.24) não depende da
aresta que se escolhe para base do paralelogramo. $

A área A de um paralelogramo definido por dois vectores não nulos x e y de
R3 é igual à norma do produto vectorial de x por y:

A = ‖x× y‖.

A área de um paralelogramo definido por dois vectores x = (x1, x2, 0) e y =
(y1, y2, 0), do plano xy, de R3 é

A = ‖x× y‖ = ‖(0, 0, x1y2 − x2y1)‖ =
√

(x1y2 − x2y1)2 = |x1y2 − x2y1|

=

∣
∣
∣
∣
det

([

x1 x2

y1 y2

])∣
∣
∣
∣
.

Exercı́cio 5.19. Determine a área do triângulo cujos vértices são V1 = (1,−1, 2),
V2 = (0, 4, 3) e V3 = (1, 0, 1).

$

Consideremos agora o paralelipı́pedo definido pelos vectores x,y e z (Fi-
gura 5.9).

x

y

z

x× y

h = ‖ projx×y z‖

Figura 5.9: Paralelipı́pedo definido pelos vectores x,y e z.
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O volume deste paralelipı́pedo é igual à área da base vezes a altura h. Tomando
como base o paralelogramo definido por x e y, a área da base é igual a ‖x× y‖,
enquanto que a altura é igual à norma da projecção ortogonal de z sobre x× y (o
vector x × y é ortogonal ao plano gerado por x e y). Assim, o volume V é dado
por:

V = ‖x× y‖h = ‖x× y‖‖ projx×y z‖

= ‖x× y‖
∥
∥
∥
∥

〈x× y , z〉
‖x× y‖2

(x× y)

∥
∥
∥
∥

= ‖x× y‖
|〈x× y , z〉|
‖x× y‖2

‖x× y‖ (ver Exercı́cio 5.4)

= |〈x× y , z〉| = |z · (x× y)| .

Deixamos como exercı́cio verificar que o volume de um paralelipı́pedo é sempre
dado pela expressão acima, independentemente de qual das faces se considera
como base.

Conclui-se que o volume de um paralelipı́pedo gerado por três vectores linear-
mente independentes x,y e z de R3, é igual ao módulo do determinante da matriz
cujas linhas são os vectores x,y e z. Ou seja,

V = |z · (x× y)| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

det





x

y
z





∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Na igualdade anterior usou-se o facto do produto misto de três vectores ser igual
ao determinante da matriz 3× 3 cujas linhas são esses vectores. Resumindo:

• A área do paralelogramo definido pelos vectores x = (x1, x2) e y =
(y1, y2) é

A =

∣
∣
∣
∣
det

[

x1 x2

y1 y2

]∣
∣
∣
∣
.

• O volume do paralelipı́pedo definido pelos vectores x = (x1, x2, x3),y =
(y1, y2, y3) e z = (z1, z2, z3) é

V =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

det





x1 x2 x3

y1 y2 y3
z1 z2 z3





∣
∣
∣
∣
∣
∣

.
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Para terminar esta secção refira-se que as noções de paralelipı́pedo e de volume
em R3 podem ser generalizadas a Rn. Um paralelipı́pedo em R3 definido pelos
vectores linearmente independentes x,y e z é o conjunto de todas as combinações
lineares destes três vectores com coeficientes variando no intervalo [0, 1]. Define-
se um paralelipı́pedo em Rn, gerado pelos vectores linearmente independentes
u1, . . . ,un, como sendo o conjunto:

{α1u1 + · · ·+ αnun : 0 ≤ α1 ≤ 1, . . . , 0 ≤ αn ≤ 1} .

A noção de volume de um paralelipı́pedo é generalizada de forma óbvia sob a
designação de medida. A medida M de um paralelipı́pedo de Rn é o módulo
do determinante da matriz cujas linhas (ou colunas) são n vectores u1, . . . ,un,
geradores do paralelipı́pedo. Isto é,

M =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

det








u1

u2
...
un








∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

5.7 Aplicações
Nesta secção abordamos as seguintes aplicações de conceitos estudados neste ca-
pı́tulo: (i) equações de rectas e planos em R3; (ii) mı́nimos quadrados; (iii) trans-
formada de Fourier discreta. No cerne destas aplicações estão várias propriedades,
anteriormente estudadas, de um espaço linear munido de um produto interno.

5.7.1 Equações de rectas e planos em R3

Comecemos por relembrar que no Capı́tulo 1 estabelecemos uma correspondência
biunı́voca entre pontos e vectores do espaço tridimensional. Esta correspondência
associa a um ponto P do espaço o vector de posição p =

−→
OP , isto é, o vector apli-

cado na origem O. As coordenadas do ponto P são as coordenadas do respectivo
vector de posição p.

No Capı́tulo 3, vimos que em R3 uma recta que passe pela origem, ou um
plano que contenha a origem, são subespaços de dimensão, respectivamente, 1 e
2. Isto quer dizer que uma recta que passa pela origem é gerada por um vector
u (não nulo), que determina a direcção da recta, enquanto que um plano que
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passe pela origem é gerado por dois vectores u e v linearmente independentes. O
conjunto gerado por um vector é o conjunto {tu : t ∈ R}, de todos os múltiplos
do vector, enquanto o conjunto gerado por dois vectores u e v é o conjunto de
todas as combinações lineares desses vectores, ou seja {tu + sv : t, s ∈ R}.
Assim, uma recta que passa pela origem e tem a direcção do vector u é o conjunto

{

x ∈ R3 : x = tu, t ∈ R
}

,

e um plano que contém a origem e os vectores (não colineares) u e v é o conjunto

{

x ∈ R3 : x = tu+ sv, t, s ∈ R
}

.

As rectas que não passam pela origem (resp. os planos que não contêm a
origem) não são subespaços de R3, no entanto estas rectas (resp. estes planos)
podem ser obtidos por translação de uma recta paralela (resp. um plano paralelo)
que passa pela origem. De facto, uma recta que passa por um ponto P0 e tem
a direcção do vector u é o conjunto dos pontos X tais que os vectores

−−→
P0X é

colinear com u, isto é,
−−→
P0X = tu, com t ∈ R. Como

−−→
P0X =

−−→
OX−

−−→
OP0 = x−p0

(ver Capı́tulo 1, pág. 28), tem-se que a recta que passa por P0 é o conjunto

{x ∈ R3 : x = p0 + tu, t ∈ R} = p0 + Span{u}.

Ou seja, a recta que passa por P0 e tem a direcção de u é a translação da recta
Span{u} pelo vector p0.

De igual modo, um plano que contém o pontoP0 pode ser obtido por translação
de um plano paralelo que passa na origem, gerado pelos vectores (linearmente in-
dependentes) u e v. Ou seja, um plano que contém P0 e é paralelo ao plano gerado
pelos vectores u e v é o conjunto de pontos

{x ∈ R3 : x = p0 + tu+ sv, t, s ∈ R} = p0 + Span{u,v}.

Na Figura 5.10 ilustram-se as translações de rectas e planos por um vector p0.
As equações x = p0 + tu e x = p0 + tu+ sv que definem, respectivamente,

uma recta e um plano que passam por P0, são designadas por equações vectoriais.
Quando nestas equações se explicitam as coordenadas dos vectores envolvidos,
essas equações recebem a designação de equações paramétricas.
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P0

0
u

X P0

0

uv

X

Figura 5.10: Plano e recta que passam por P0 como translações de um plano e de
uma recta que passam pela origem.

• As equações paramétricas de uma recta em R3 que passa por P0 =
(x0, y0, z0) e tem a direcção do vector não nulo u = (u1, u2, u3) são:

x = p0 + tu⇐⇒







x = x0 + tu1

y = y0 + tu2

z = z0 + tu3

t ∈ R.

• As equações paramétricas de um plano em R3 que passa por P0 =
(x0, y0, z0) e é paralelo ao plano gerado pelos vectores linearmente inde-
pendentes u = (u1, u2, u3) e v = (v1, v2, v3) são:

x = p0 + tu+ sv⇐⇒







x = x0 + tu1 + sv1
y = y0 + tu2 + sv2
z = z0 + tu3 + sv3

t, s ∈ R.

Exemplo 5.13. 1. As equações paramétricas de uma recta, com a direcção do
vector u = (−1, 1, 2) e que passa pelo ponto P0 = (1,−2, 3), são

x = 1− t, y = −2 + t, z = 3 + 2t, t ∈ R.

2. As equações paramétricas de um plano que passa pelo pontoP0 = (1,−2, 3)
e é paralelo ao plano gerado pelos vectores u = (1, 1, 0) e v = (2, 0, 1), são

x = 1 + t+ 2s, y = −2 + t, z = 3 + s, t, s ∈ R.

!
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É frequente pretender-se determinar uma equação de um plano conhecendo um
ponto P0 = (x0, y0, z0) do plano e uma direcção normal n = (a, b, c) &= (0, 0, 0)
(observe a Figura 5.11). Dizer que o vector n é normal ao plano significa que

P0

n

X

Figura 5.11: O vector n é normal ao plano que passa por P0.

qualquer vector do plano é ortogonal a n. A condição do vector genérico
−−→
P0X do

plano ser ortogonal a n é traduzida pela equação

〈
−−→
P0X, n〉 = 0⇐⇒ 〈x− p0, n〉 = 0.

Em coordenadas, a equação anterior reduz-se a

〈(x− x0, y − y0, z − z0) , (a, b, c)〉 = 0⇐⇒ a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

⇐⇒ ax+ by + cz = d,

onde d = ax0 + by0 + cz0.

Uma equação cartesiana de um plano que passa por P0 = (x0, y0, z0) e é
perpendicular a n = (a, b, c) é

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0,

ou, equivalentemente,

ax+ by + cz = d, com d = ax0 + by0 + cz0.

Exemplo 5.14. No Exemplo 5.13 determinámos equações paramétricas de um
plano passando pelo ponto P0 = (1,−2, 3) e contendo os vectores u = (1, 1, 0) e
v = (2, 0, 1). As equações paramétricas obtidas foram: x = 1+t+2s, y = −2+t
e z = 3 + s.
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Eliminando os parâmetros s, t nestas equações (isto é, determinando uma
equação que não envolva t e s) podemos determinar uma equação cartesiana do
plano. Assim, substituindo os valores t = y + 2 e s = z − 3 na igualdade para x,
obtemos para equação do plano

x = 1 + y + 2 + 2z − 6⇐⇒ x− y − 2z = −3.

Esta equação diz-nos que o vector n = (1,−1,−2) é perpendicular ao plano. Uma
vez que são conhecidos dois vectores u e v geradores do plano, podemos confir-
mar que n é normal ao plano calculando o vector u× v o qual é necessariamente
um múltiplo do vector n. Calculando este vector obtemos u × v = (1,−1,−2).

!

Sabemos que três pontos não colineares, P0, P1 e P2, definem um plano. Para
determinar uma equação do plano definido por esses pontos, note-se que os três
pontos definem dois vectores (linearmente independentes) do plano, por exemplo,
u =

−−→
P0P1 e v =

−−→
P0P2 (veja Figura 5.12). Assim, podemos obter equações

paramétricas e cartesianas, para o plano, respectivamente das seguintes equações:

• x = p0 + tu+ sv = p0 + t(p1 − p0) + s(p2 − p0).

• 〈x− p0 , u× v〉 = 0.

P0P1

P2

u× v

u v

Figura 5.12: o vector n = u× v é normal ao plano que passa por P0.

Exemplo 5.15. Determinar uma equação cartesiana do plano Π definido pelos
pontos P0 = (1,−2, 3), P1 = (0, 3, 0) e P2 = (−1, 0, 1).

Os vectores u = p1−p0 = (−1, 5,−3) e v = p2−p0 = (−2, 2,−2) definem
o plano. O vector u× v = (−4, 4, 8) é ortogonal a Π. Logo, sendo X = (x, y, z)
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um ponto genérico de Π, uma equação cartesiana é

〈x− p0 , u× v〉 = 0⇐⇒ 〈(x− 1, y + 2, z − 3) , (−4, 4, 8)〉 = 0

⇐⇒ −4x+ 4y + 8z = 12.

A equação obtida é equivalente à equação do plano do Exemplo 5.14 (os três
pontos P0, P1 e P2 pertencem a esse plano). !

Vejamos agora como obter equações cartesianas da recta que passa por P0 =
(x0, y0, z0) e possui a direcção do vector u. Esta recta é a translação de uma recta
paralela que passa na origem, ou seja, é a soma p0 + Span{u} = p0 + S. O
complemento ortogonal do subespaço S é um plano, gerado por dois vectores
(linearmente independentes) v,w, e portanto a recta é o conjunto de pontos X =

(x, y, z) tais que
−−→
P0X é ortogonal a v e a w. Assim, a recta é o conjunto de pontos

X que satisfazem as equações:
{

〈
−−→
P0X , v〉 = 〈(x− x0, y − y0, z − z0),v〉 = 0

〈
−−→
P0X , w〉 = 〈(x− x0, y − y0, z − z0),w〉 = 0.

Calculando os produtos internos nas expressões anteriores, temos

Uma recta que passa por P0 = (x0, y0, z0) e é perpendicular aos vectores
v = (v1, v2, v3) e w = (w1, w2, w3) tem equações cartesianas:

{

v1(x− x0) + v2(y − y0) + v3(z − z0) = 0
w1(x− x0) + w2(y − y0) + w3(z − z0) = 0.

Estas equações reescrevem-se na forma
{

v1x+ v2y + v3z = d1
w1x+ w2y + w3z = d2.

Exemplo 5.16. Determinemos equações cartesianas da recta que passa por P0 =

(1,−2, 3) e por P1 = (2,−3, 1). Esta recta tem a direcção do vector u =
−−→
P0P1 =

(1,−1,−2), ou seja, a recta é o conjunto de pontos p0 + Span{u} = p0 + S. O
complemento ortogonal S⊥ é o conjunto dos vectores (a, b, c) ortogonais a u, isto
é,

〈(a, b, c) , (1,−1,−2)〉 = 0⇐⇒ a− b− 2c = 0⇐⇒ a = b+ 2c.

Assim,

S⊥ = {(b+ 2c, b, c) : b, c ∈ R} = Span {(1, 1, 0), (2, 0, 1)} .
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Logo, tomando v = (1, 1, 0) e w = (2, 0, 1) obtemos para equações cartesianas
da recta: {

〈x− p0,v〉 = 0
〈x− p0,w〉 = 0

⇐⇒
{

x+ y = −1
2x+ z = 5.

No Exemplo 5.13 determinámos equações paramétricas da recta que passa pelo
ponto P0 e tem a direcção do vector u. Eliminando o parâmetro t nessas equações
(x = 1− t, y = −2 + t e z = 3 + 2t) obtêm-se equações cartesianas para a recta,
equivalentes às equações acima. !

Vimos que uma recta de R3 é o conjunto de pontos p0 + Span{u} (u &= 0),
enquanto que um plano é o conjunto p0 + Span{u,v}, onde u e v são linear-
mente independentes. Ou seja, uma recta é a soma de p0 com um subespaço S de
dimensão 1, e um plano é a soma de p0 com um subespaço S de dimensão 2.

No caso da recta p0 + S, a dimensão de S⊥ é dois, e portanto número de
equações cartesianas necessárias para definir a recta é igual a 2 (estas equações
descrevem o conjunto de vectores X tais que

−−→
P0X é ortogonal a cada vector de

uma base de S⊥). No caso de um plano p0 + S, a dimensão de S⊥ é 1, e portanto
o número de equações (cartesianas) que define o plano é 1.

Estas noções podem ser generalizadas a espaços lineares de dimensão superior
a 3 da seguinte forma:

Definição 5.11. Chama-se plano de dimensão k, ou plano-k de Rn, a qualquer
subconjunto U de Rn da forma p0+S, onde p0 ∈ Rn e S é um subespaço de Rn

de dimensão k. Diz-se que U é obtido de S por translação segundo o vector p0.
O subespaço S é designado por subespaço director, ou subespaço das direcções,
de U , e p0 é designado por vector de translação.

Um plano-1 é habitualmente designado por recta, um plano-2 por plano, e
um plano-(n− 1) de Rn por hiperplano.

Da discussão efectuada para o caso de rectas e planos de R3, podemos facil-
mente concluir que um plano-k de Rn, U = p0 + S, é definido por um sistema
de n− k equações lineares da forma 〈x− p0,vi〉 = 0, onde {v1,v2, . . . ,vn−k} é
uma base para o complemento ortogonal S⊥ do subespaço S.

Distância de um ponto a um plano de R3

Consideremos em R3 um plano P que passa por P0, e um ponto Q não per-
tencente (em geral) ao plano. Pretende-se calcular a distância de Q ao plano P .
Geometricamente, esta distância é a medida do segmento de recta de extremos Q
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e R, onde R é o ponto do plano que se obtém projectando ortogonalmente Q sobre
P (observe a Figura 5.13).

Se P = p0+S, onde S é um subespaço de dimensão dois de R3, a distância de
Q ao plano P é a distância D de

−−→
P0Q ao vector de S que lhe está mais próximo,

ou seja, a distância de
−−→
P0Q ao vector projS

−−→
P0Q. Usando a Definição 5.2 e o

Teorema da decomposição ortogonal, tem-se

D = dist
(−−→
P0Q, projS

−−→
P0Q
)

= ‖
−−→
P0Q− projS

−−→
P0Q‖ = ‖ projS⊥

−−→
P0Q‖.

Como a dimensão de S⊥ é igual a 1, a projecção projS⊥

−−→
P0Q reduz-se à projecção

de
−−→
P0Q sobre um vector n perpendicular ao plano. Isto é, a distância de Q ao

plano P = p0 + S é dada por

D = ‖ projn
−−→
P0Q‖.

P0

Q

R

O

n

D = ‖ projn
−−→
P0Q‖

Figura 5.13: Sendo n um vector normal ao plano, D designa a distância de Q ao
plano.

Suponha-se que é conhecida uma equação cartesiana a(x− x0) + b(y− y0) +
c(z − z0) = 0 de um plano que passa pelo ponto P0 = (x0, y0, z0), e que se
pretende determinar a distância do ponto Q = (x1, y1, z1) a este plano. Da
equação cartesiana do plano sabemos que n = (a, b, c) é normal ao plano. Por
conveniência de cálculo, consideremos a normal unitária n̂ =

1√
a2 + b2 + c2

n.

A distância do ponto Q = (x1, y1, z1) ao plano é a norma da projecção orto-
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gonal do vector
−−→
P0Q sobre n̂. Ou seja, a distância D pretendida é

D = ‖ projn̂
−−→
P0Q‖ = ‖〈n̂ , q− p0〉n̂‖ = |〈n̂ , q− p0〉| ‖n̂‖

= |〈n̂ , q− p0〉| =
1√

a2 + b2 + c2
|〈(a, b, c) , (x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0)〉|

=
|a(x1 − x0) + b(y1 − y0) + c(z1 − z0)|√

a2 + b2 + c2
.

Exemplo 5.17. Considere-se o plano p0+Span{u,v}, com p0 = (1,−2, 3), u =
(−1, 5,−3) e v = (2, 2,−2). Determinemos a distância do ponto Q = (1, 0, 1)
a este plano. Esta distância D é igual à norma da projecção ortogonal do vector−−→
P0Q = q − p0 = (0, 2,−2) sobre um vector n ortogonal ao plano. Podemos
tomar para n o vector u× v = (−4,−8,−12). Assim,

D = ‖ proj(−4,−8,−12)(0, 2,−2)‖ =
∥
∥
∥
∥

〈(−4,−8,−12) , (0, 2,−2)〉
‖(−4,−8,−12)‖2

(−4,−8,−12)
∥
∥
∥
∥

=
|− 16 + 24|

‖(−4,−8,−12)‖
=

8√
224

=

√

2

7
.

Como exercı́cio, confirme o resultado obtido calculando a distância D da seguinte
forma: (i) determine uma recta r que passe por Q e seja perpendicular ao plano;
(ii) determine o ponto R de intersecção da recta r com o plano; (iii) determine o
comprimento do segmento de recta de extremos Q e R. !

5.7.2 Mı́nimos quadrados
É frequentemente necessário determinar uma curva “bem ajustada” a um conjunto
de dados obtidos experimentalmente. Por exemplo, suponha que como resultado
de uma certa experiência se obteve a seguinte tabela de dados:

x1 x2 · · · xn

y1 y2 · · · yn
(5.25)

Os dados (xi, yi) podem representar-se por pontos do plano. Pretende-se encon-
trar uma curva y = f(x) que “melhor aproxima” os dados (pontos) obtidos. Na
Figura 5.14 indicam-se algumas possibilidades.

Comecemos por analisar o caso em que se pretende determinar uma recta de
equação y = ax+ b que se ajuste bem aos dados da Tabela (5.25). Em Estatı́stica,
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(a) (b) (c)

y = a+ bx y = a+ bx + cx2 y = a + bx+ cx2 + dx3

Figura 5.14: Ajuste de curvas a um conjunto de pontos

este problema é conhecido sob a designação de regressão linear. Se os pontos
(xi, yi) forem colineares, os coeficientes a e b de y = a+ bx satisfazem o sistema
de equações lineares:













y1 = a + bx1

y2 = a + bx2
...

yn = a + bxn

⇐⇒ y = Ax, (5.26)

com

y =








y1
y2
...
yn







, x =

[

a
b

]

, e A =








1 x1

1 x2
... ...
1 xn







.

Se os pontos (xi, yi) não são colineares (como no caso da Figura 5.14-(a)), o
sistema (5.26) é impossı́vel. Quando o sistema Ax = y é impossı́vel, podemos
procurar um vector x̂ de modo que a distância de Ax̂ a y seja a menor possı́vel. A
distância que aqui consideramos é a distância definida pelo produto interno usual
em Rn (ver Definição 5.2). Pretendemos pois encontrar um vector x̂ tal que Ax̂
seja uma (boa) aproximação do vector y.

Definição 5.12. Seja A uma matriz n × p e y um vector (fixo) de Rn. Uma
solução de mı́nimos quadrados do sistema Ax = y é um vector x̂ de Rp tal que

‖y− Ax̂‖ ≤ ‖y −Ax‖, (5.27)

para todo o x de Rp.
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Geometricamente, determinar uma solução de mı́nimos quadrados x̂ = (â, b̂) do
sistema (5.26) é obter a recta y = â + b̂x que melhor aproxima os dados (ver
Figura 5.14-(a)).

A designação “mı́nimos quadrados” (ou “least-squares” em inglês) está rela-
cionada com o facto de ‖y − Ax‖2 ser uma soma de quadrados e de se pretender
minimizar esta quantidade (ou, equivalentemente, minimizar ‖y −Ax‖).

Para encontrar uma solução de mı́nimos quadrados do sistema Ax = y ire-
mos aplicar alguns dos resultados de capı́tulos anteriores. Relembremos alguns
resultados básicos essenciais:

(i) Dado um vector x, a expressão Ax é uma combinação linear das colunas
de A, ou equivalentemente Ax pertence ao espaço das colunas de A. Isto é,
Ax ∈ EC(A).

(ii) A inequação (5.27) significa que Ax̂ está mais próximo de y que qual-
quer outro vector do espaço das colunas de A. Pelo Teorema da melhor
aproximação (Teorema 5.4, pág. 268), o vector de EC(A) mais próximo de
y é a projecção ortogonal de y sobre EC(A). Assim,

Ax̂ = projEC(A) y. (5.28)

EC(A)

0

Ax

Ax

Ax̂

y

Figura 5.15: O vector Ax̂ está mais próximo de y do que qualquer outro vector
Ax ∈ EC(A).

Nota 34. A equação (5.28) é sempre possı́vel visto que Ax̂ e projEC(A) y perten-
cem ao espaço das colunas de A.

O Teorema da decomposição ortogonal (pág. 264) diz-nos que qualquer vector
de um espaço linear pode escrever-se (de forma única) como a soma da projecção
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ortogonal desse vector sobre um subespaço com a projecção ortogonal sobre o seu
complemento ortogonal. Assim,

y = projEC(A) y+proj(EC(A))⊥ y =⇒ y−projEC(A) y
(5.28)
= y−Ax̂ ∈ EC(A)⊥.

Logo, o vector (y − Ax̂) é um vector do complemento ortogonal do espaço das
colunas de A. Como o complemento ortogonal do espaço das colunas de uma
matriz é o núcleo da sua transposta (relembre a igualdade (5.18)), temos:

(y −Ax̂) ∈ (EC(A))⊥ ⇐⇒ (y − Ax̂) ∈ N(AT )⇐⇒ AT (y −Ax̂) = 0

⇐⇒ ATy −ATAx̂ = 0⇐⇒ ATAx̂ = ATy.
(5.29)

Podemos pois concluir que uma solução de mı́nimos quadrados x̂ satisfaz a se-
guinte equação.

Equação Normal

ATAx = ATy. (5.30)

A equação (5.30) é designada por equação normal para o sistema Ax = y.

Acabámos de mostrar que uma solução de mı́nimos quadrados do sistema
Ax = y satisfaz a equação normal. O resultado recı́proco é igualmente válido. De
facto, se x̂ é solução da equação normal, tem-se ATAx̂ = ATy. Da equivalência
(5.29), resulta que (y− Ax̂) ∈ (EC(A))⊥. Logo, da unicidade da decomposição
ortogonal, temos que Ax̂ é necessariamente a projecção ortogonal de y sobre
EC(A). Ou seja, que x̂ é uma solução de mı́nimos quadrados. No teorema se-
guinte enunciamos o que acabámos de provar.

Teorema 5.7. O conjunto das soluções de mı́nimos quadrados do sistema Ax =
y coincide com o conjunto (não vazio) das soluções da equação normal ATAx =
ATy.

Exemplo 5.18. Suponhamos que se fizeram as seguintes observações:

x 1 2 3
y 1 2 2

Estas observações correspondem a três pontos no plano, representados na Fi-
gura 5.16. Vemos claramente que não existe nenhuma recta y = a+ bx que passe
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x

y

y = â+ b̂x

1

1

2

2 3

Figura 5.16: Melhor aproximação de mı́nimos quadrados do Exemplo 5.18.

por estes três pontos. Esta afirmação é equivalente a dizer que é impossı́vel o
sistema: 



1 1
1 2
1 3



x =





1
2
2



⇐⇒ Ax = y. (5.31)

Pretende-se determinar a recta y = â+ b̂x que melhor se ajusta aos pontos obser-
vados. Isto é, pretende-se determinar um vector x̂ ∈ R2 que seja uma solução de
mı́nimos quadrados de Ax = y.

Usando o Teorema 5.7, a equação normal é

ATAx = ATy⇐⇒
[

3 6
6 14

] [

a
b

]

=

[

5
11

]

.

Como a matriz ATA é invertı́vel, o sistema de equações normais tem solução
única dada por x̂ = (ATA)−1ATy. Ou seja,

x̂ =





7
3 −1

−1 1
2









5

11



 =





2
3

1
2



 .

Consequentemente, a recta de mı́nimos quadrados y = â+ b̂x é

y =
2

3
+

1

2
x.

!

Sendo x̂ uma solução de mı́nimos quadrados do sistema Ax = y, o vector Ax̂
é uma aproximação de y. Esta aproximação é a melhor aproximação, no sentido
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em que o erro de mı́nimos quadrados, ‖y − Ax̂‖, é o menor possı́vel. O vector
d = y − Ax̂ é denominado por vector dos desvios, e portanto o erro de mı́nimos
quadrados é a norma do vector dos desvios.

Para o Exemplo 5.18 calculemos o vector dos desvios, bem como o respectivo
erro de mı́nimos quadrados. Recorde-se que a solução de mı́nimos quadrados
obtida é x̂ = (2/3, 1/2) e que y = (1, 2, 2). Logo, o vector dos desvios é

d = y −Ax̂ =





1
2
2



−









7
6

5
3

13
6









=









−1
6

1
3

−1
6









.

O erro de mı́nimos quadrados é ‖d‖ =

√
6

6
. Na Figura 5.17 encontram-se repre-

sentados os desvios, d1, d2 e d3, ou seja as componentes do vector d = (d1, d2, d3).

x

y

y = â+ b̂x

d1

d2

d3
1

1

2

2 3

Figura 5.17: Desvios para o Exemplo 5.18.

No Exemplo 5.18 o problema de mı́nimos quadrados possui solução única, o
que nem sempre se verifica. Coloca-se naturalmente a questão de saber em que
condições um sistema Ax = y admite uma única solução de mı́nimos quadrados.
A equação normal é um sistema de equações lineares cuja matriz dos coeficientes
ATA é quadrada, portanto a unicidade de solução de mı́nimos quadrados é equiva-
lente à existência de inversa da matriz ATA. O resultado que se segue fornece um
critério para a unicidade da solução de mı́nimos quadrados em termos da matriz
A.
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Teorema 5.8. A matriz ATA é invertı́vel se e só se as colunas de A são linear-
mente independentes. Neste caso, o sistema Ax = y tem solução de mı́nimos
quadrados única, dada por

x̂ = (ATA)−1ATy.

Demonstração. Quando a matriz ATA é invertı́vel, da equação normal segue que
a solução de mı́nimos quadrados é dada pela expressão do enunciado. Falta pois
mostrar que a matriz ATA é invertı́vel se e só se as colunas de A são linearmente
independentes. A prova deste resultado será realizada em dois passos: (i) mostrar
que o núcleo de A é igual ao núcleo de ATA; (ii) usar (i) para provar o resultado.

(i)Mostrar que N(A) = N(ATA).
Se x pertence a N(A), isto é Ax = 0, o vector x pertence ao núcleo de ATA,

já que
Ax = 0 =⇒ ATAx = 0.

Logo, N(A) ⊂ N(ATA).
Para a implicação recı́proca, suponha-se agora que x ∈ N(ATA), isto é,

ATAx = 0. Multiplicando esta igualdade por xT , obtém-se

ATAx = 0 =⇒ xTATAx = 0.

Porém,

xTATAx = 0⇐⇒ (Ax)T (Ax) = 0⇐⇒ ‖Ax‖2 = 0⇐⇒ Ax = 0⇐⇒ x ∈ N(A).

Logo, N(ATA) ⊂ N(A). Conclui-se portanto que N(A) = N(ATA).

(ii) Relembre que é condição necessária e suficiente para que uma matriz A tenha
colunas linearmente independentes, que a única solução do sistema homogéneo
Ax = 0 seja a solução nula (ver Proposição 3.14, pág. 152). Assim, a matriz A
tem colunas linearmente independentes se e só se N(A) = {0}. Como N(A) =
N(ATA), as colunas de ATA são linearmente independentes se e só se as colunas
de A são linearmente independentes.

Além disso, como a matriz ATA é quadrada, a independência linear das suas
colunas é equivalente a dizer que ATA é invertı́vel. A matriz ATA é a matriz dos
coeficientes do sistema de equações normais, logo a equação normal tem solução
única se e só se a matriz ATA é invertı́vel.
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Nota 35. No caso deA ser uma matriz quadrada invertı́vel, a solução de mı́nimos
quadrados do sistema Ax = y reduz-se a x̂ = A−1(AT )−1ATy = A−1y (usando
o Teorema 5.8). Neste caso, o sistema Ax = y é possı́vel e a solução de mı́nimos
quadrados coincide com a solução do sistema Ax = y.

A técnica descrita para ajustar uma recta a um conjunto de dados generaliza-
se facilmente quando a curva é definida por um polinómio (como nos casos (b)
e (c) da Figura 5.14). Por exemplo, suponhamos que se pretende determinar o
polinómio y = a0 + a1x+ · · ·+ akxk que melhor se ajusta aos dados da seguinte
tabela:

x x1 x2 · · · xn

y y1 y2 · · · yn

Substituindo em y = a0+a1x+ · · ·+akxk os n valores de x e de y tabelados,
obtemos n equações lineares:











a0 + a1x1 + · · ·+ akxk
1 = y1

a0 + a1x2 + · · ·+ akxk
2 = y2

· · · · · · · · ·
a0 + a1xn + · · ·+ akxk

n = yn

⇐⇒ Ax = y, com x =








a0
a1
...
ak







.

Resolvendo como anteriormente a equação normal ATAx = ATy, determinamos
os coeficientes ai do polinómio de mı́nimos quadrados.

Exemplo 5.19. Nos primeiros 5 meses do ano, as vendas (em milhares de euros)
de uma certa empresa foram: 2, 2.2, 2.6, 3.2 e 4. Marcámos estes dados no gráfico
que apresentamos na Figura 5.18. A representação gráfica destes dados sugere que
as vendas podem ser bem aproximadas por um polinómio de grau 2.

Assim, pretende-se determinar a parábola y(x) = a0+a1x+a2x2 que melhor
se ajusta aos dados, com a finalidade de usarmos esta função para estimar qual
o volume de vendas que a empresa irá realizar no último mês do ano (isto é,
determinar o valor de y(12)).

Vamos portanto determinar a aproximação de mı́nimos quadrados do sistema














a0 + a1 + a2 = 2
a0 + 2a1 + 4a2 = 2.2
a0 + 3a1 + 9a2 = 2.6
a0 + 4a1 + 16a2 = 3.2
a0 + 5a1 + 25a2 = 4

⇐⇒









1 1 1
1 2 4
1 3 9
1 4 16
1 5 25









x = y,
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M
ilh

ar
es

de
Eu

ro
s

Meses do ano

Figura 5.18: Dados do Exemplo 5.19.

com x =
[

a0 a1 a2
]T e y =

[

2 2.2 2.6 3.2 4
]T . A equação normal é

ATAx = ATy ⇐⇒





5 15 55
15 55 225
55 225 979



x =





14
47

185.4



 .

A solução de mı́nimos quadrados do sistema Ax = y é

x̂ = (ATA)−1ATy =





2
−0.1
0.1



 .

O polinómio procurado é portanto y(x) = 2− 0.1x+ 0.1x2. Assim, prevê-se que
as vendas da empresa no último mês do ano sejam de y(12) = 15.2 mil euros.

!

Factorização QR e mı́nimos quadrados

A decomposição QR de uma matriz é um recurso computacional frequente-
mente utilizado na resolução de problemas de mı́nimos quadrados. Esta decomposição
apresenta vantagens computacionais, em particular nos casos em que o cálculo de
ATA ou da sua inversa não são aconselháveis, por exemplo devido a propagação
de erros de arredondamento. Fazemos por isso uma referência breve à forma como
a decomposição QR é utilizada na resolução da equação normal. Relembremos
o Teorema 5.6 que diz que uma matriz real A com colunas linearmente indepen-
dentes admite uma factorização (única) na forma A = QR, onde Q é uma matriz
que verifica QTQ = I e R é uma matriz triangular superior invertı́vel.
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Considere-se uma matriz A com colunas linearmente independentes, e o pro-
blema de mı́nimos quadrados modelado pelo sistema linear Ax = y. Como as co-
lunas de A são linearmente independentes, a equação normal ATAx = ATy tem
solução única e a matriz A admite uma factorização QR. Aplicando a factorização
A = QR à matriz ATA, temos

ATA = (QR)T (QR) = RT QTQ
︸ ︷︷ ︸

I

R = RTR.

Como a matriz RT é não singular (já que R é não singular), a equação normal
pode reescrever-se na forma:

ATAx = ATy ⇐⇒ RTRx = RTQTy⇐⇒ Rx = QTy.

A equação normal reduz-se portanto ao sistema Rx = QTy, cuja matriz dos
coeficientes é uma matriz triangular superior. Logo, a solução deste sistema pode
obter-se facilmente por substituição regressiva.

5.7.3 Transformada de Fourier discreta
Os métodos matemáticos adequados ao tratamento de sinais (por exemplo, sinais
de audio ou imagem) fazem parte da Análise de Fourier8. Nesta secção abordamos
o assunto de uma forma sumária, e sob o ponto de vista da álgebra linear.

Supõe-se que o sinal é representado por uma função real de que se conhece
apenas um conjunto finito de valores. Pretende-se reconstruir o sinal (contı́nuo)
através da sua amostra discreta. Para o efeito iremos aproximar a função que re-
presenta o sinal por um polinómio trigonométrico, isto é uma combinação linear
de senos e cosenos, sendo os coeficientes desta combinação linear as incógnitas a
determinar. Tal processo conduz-nos à resolução de um sistema linear cuja matriz
dos coeficientes é conhecida por matriz de Fourier. A resolução deste sistema
recebe a designação de transformada de Fourier discreta (DFT9) da amostra do
sinal em causa. Como se verá, as colunas da matriz de Fourier (de ordem n) for-
mam uma base ortogonal de Cn. Esta propriedade de ortogonalidade é essencial
em todos os modelos matemáticos dedicados ao processamento de sinal.

Nesta secção fazemos uma breve introdução ao assunto e finalizamos com uma
referência ao algoritmo conhecido por transformada de Fourier rápida (FFT10).

8Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830), matemático e fı́sico francês.
9DFT é a abreviatura de “Discrete Fourier Transform”.

10FFT é a abreviatura de “Fast Fourier Transform”.
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Este algorimo permite determinar a transformada de Fourier discreta com grande
economia computacional. Mostramos ainda que a FFT se deduz facilmente de
uma determinada factorização da matriz de Fourier.

Como se disse anteriormente, um sinal é representado por uma função real de
variável real f , definida num intervalo [a, b]. Por conveniência de cálculo, con-
sideramos [a, b] = [0, 2π]. Para além disso, consideramos que a amostragem do
sinal é realizada em perı́odos de tempo igualmente espaçados no intervalo refe-
rido, isto é, a amostra é realizada nos instantes xk = k

2π

n
, onde k = 0, . . . , (n−1).

Ou seja, os dados da amostra são constituı́dos pelos n valores

f(0), f

(
2π

n

)

, f

(
4π

n

)

, . . . , f

(
2(n− 1)π

n

)

.

Na prática, o valor de n é bastante grande, pelo que o vector observado,

f = (f(x0), f(x1), . . . , f(xn−1)),

pode ter dimensões consideráveis.
Pretende-se aproximar f por uma função p tal que p e f coincidam nos pontos

da amostra, ou seja, p(xk) = f(xk), para k = 0, 1, . . . , (n − 1). Uma função p
que verifica esta propriedade diz-se uma função interpoladora de f .

As funções interpoladoras que se consideram habitualmente são combinações
lineares de senos e cosenos, sendo conhecidas pela designação de polinómios
trigonométricos. Para simplificar os cálculos consideramos que a função inter-
poladora p é uma combinação linear de exponenciais complexas (relembre que
eikx = cos(kx) + i sen(kx)), isto é,

p(x) = c0 + c1e
ix + c2e

2ix + · · ·+ cn−1e
(n−1)ix, (5.32)

onde c0, . . . , cn−1 são n coeficientes a determinar. Estes coeficientes são deno-
minados por coeficientes de Fourier. A designação “polinómio trigonométrico”
para p, está relacionada com o facto da expressão (5.32) resultar da substituição
de z por eix = z no polinómio p(z) = c0 + c1z + c2z2 + · · ·+ cn−1z(n−1). Num
polinómio trigonométrico p(x) =

∑n−1
k=0 cke

ikx, designam-se por frequências os
inteiros k em eikx.

A função p(x) é uma função real com valores complexos, e a função f que se
pretende aproximar toma valores reais. Por isso, uma vez determinado p, tomamos
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como aproximação de f a parte real de p, ou seja, consideramos a aproximação
f(x) ≈ Re(p(x)).

Dada a amostra f = (f(x0), f(x1), . . . , f(xn−1)), com xk = 2πk
n , determinar

a sua Transformada de Fourier discreta equivale a determinar os coeficientes de
Fourier c0, c1, . . . , cn−1 que satisfazem as igualdades

f(x0) = p(x0), f(x1) = p(x1), . . . , f(xn−1) = p(xn−1) com xk =
2πk

n
.

(5.33)
Atendendo à expressão de p em (5.32), tem-se

p(xk) = p

(
2πk

n

)

= c0 + c1e
i 2πk

n + c2e
i 4πk

n + · · ·+ cn−1e
i 2π(n−1)k

n

= c0 + c1ξ
k
n + c2ξ

2k
n + · · ·+ cn−1ξ

(n−1)k
n com ξn = ei

2π
n .

(5.34)

O número complexo ξn é uma raiz (ı́ndice n) da unidade. De facto, ξnn =
e2πi = cos(2π) + i sen(2π) = 1. As raı́zes ı́ndice n de um número complexo z
estão localizadas numa circunferência de centro na origem e raio n

√

|z|, e dividem
esta circunferência em n partes iguais. Assim, existem n raı́zes distintas n

√
z,

dadas pela expressão (ver (A.4)).

n
√

|z|e
i(θ+2kπ)

n , para k = 0, . . . , (n− 1),

onde θ é o argumento de z. Logo, quando z = 1 tem-se |z| = 1 e θ = 0, e portanto
os n números complexos distintos que representam n

√
1 são

ξkn = e
2kπi
n , k = 0, 1, . . . , (n− 1).

Usando a expressão (5.34), as condições (5.33) são equivalentes ao seguinte
sistema linear, nas incógnitas c0, c1, . . . , cn−1,

f(x0) = f(0) = c0 + c1 + c2 + · · ·+ cn−1

f(x1) = f

(
2π

n

)

= c0 + c1ξn + c2ξ2n + · · ·+ cn−1ξn−1
n

f(x2) = f

(
4π

n

)

= c0 + c1ξ2n + c2ξ4n + · · ·+ cn−1ξ
2(n−1)
n

...

f(xn−1) = f

(
2(n− 1)π

n

)

= c0 + c1ξn−1
n + c2ξ

2(n−1)
n + · · ·+ cn−1ξ

(n−1)2
n .
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O sistema anterior pode escrever-se na forma matricial f = Fnc, onde c é o vector
dos coeficientes de Fourier e Fn é a designada matriz de Fourier de ordem n. Os
vectores coluna da matriz de Fourier, de ordem n, são:

Fn =



w0 w1 · · · wn−1



 , (5.35)

com

w0 =








1
1
...
1







, w1 =








1
ξn
...

ξn−1
n







, . . . , wn−1 =








1
ξn−1
n
...

ξ(n−1)2
n







.

Note-se que os vectores coluna wk da matriz de Fourier Fn têm a seguinte
forma:

wk = (1, ξkn, ξ
2k
n , . . . , ξ(n−1)k

n ), com ξn = e
2πi
n .

Por exemplo, a matriz de Fourier de ordem 4 é

F4 =







1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i






, (5.36)

uma vez que as colunas de F4 são wk = (1, e
kπi
2 , ekπi, e

3kπi
2 ), para k = 0, 1, 2, 3.

O sistema linear f = Fnc diz-nos que o vector da amostra f é uma combinação
linear das colunas de Fn sendo os coeficientes desta combinação linear as compo-
nentes de c. Ou seja, o vector da amostra f é uma combinação linear dos vectores
do conjunto S = {w0,w1, . . . ,wn−1}. Assim, se provarmos que S é um conjunto
ortogonal, o Teorema 5.2 (pág. 260) fornece-nos a expressão dos coeficientes de
Fourier. Nomeadamente,

ck =
〈wk, f〉
‖wk‖2

, (5.37)

onde 〈 , 〉 designa o produto interno usual em Cn.
Mostremos agora que o conjunto dos vectores coluna, {w0,w1, . . . ,wn−1},

da matriz de Fourier Fn é um conjunto ortogonal.
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Proposição 5.6. As colunas da matriz de Fourier de ordem n formam um
conjunto ortogonal para o produto interno usual em Cn. Isto é, o conjunto
S = {w0,w1, . . . ,wn−1}, com

wk = (1, ξkn, ξ
2k
n , . . . , ξ(n−1)k

n ) e ξn = e
2πi
n ,

é ortogonal. Além disso, ‖wk‖2 = n para k = 0, 1, . . . , (n− 1).

Demonstração. Qualquer polinómio de grau n ≥ 1 pode ser factorizado em ter-
mos das suas raı́zes. Como as raı́zes (distintas) do polinómio zn − 1 são ξkn, com
k = 0, 1, . . . , n− 1, tem-se

zn − 1 = (z − 1)(z − ξn)(z − ξ2n) · · · (z − ξn−1
n ).

Além disso, é válida a igualdade

zn − 1 = (z − 1)(1 + z + z2 + · · ·+ zn−1),

como pode facilmente verificar desenvolvendo o membro direito da equação an-
terior. Comparando as duas últimas igualdades, obtemos

1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 = (z − ξn)(z − ξ2n) · · · (z − ξn−1
n ). (5.38)

Substituindo z por ξkn em (5.38), tem-se

1 + ξkn + ξ2kn + · · ·+ ξ(n−1)k
n =







n, se k = 0

0, se 0 < k < n,
(5.39)

uma vez que ξ0n = 1, e para z = ξkn, com 0 < k < n, o membro direito de (5.38) é
sempre nulo. Calculemos agora 〈wk , wl〉.

〈wk , wl〉 = wH
k wl = wT

kwl

=
[

1 ξkn ξ2kn · · · ξ(n−1)k
n

]










1
ξln
ξ2ln
...

ξ(n−1)l
n










= 1 + ξ−k
n ξln + ξ−2k

n ξ2ln + · · ·+ ξ−(n−1)k
n ξ(n−1)l

n (visto que ξsn = ξ−s
n )

=
n−1
∑

j=0

ξ−jk
n ξjln =

n−1
∑

j=0

ξj(l−k)
n =







n, se k = l

0, se k &= l,
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onde na última igualdade aplicámos (5.39).

A proposição anterior diz-nos que S é um conjunto ortogonal que não é orto-
normado. Porém, como todos os vectores de S têm norma igual a

√
n, resulta da

equação (5.37) que os coeficientes de Fourier são

ck =
〈wk, f〉
‖wk‖2

=
〈wk, f〉

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1. (5.40)

Exemplo 5.20. Consideremos a amostra da função f(x) = 2πx−x2 em 4 pontos,
e calculemos o respectivo polinómio interpolador de Fourier. O vector f corres-
pondente à amostra é

f = (f0, f1, f2, f3) = (f(0), f(π/2), f(π), f(3π/2)) = (0, 3π2/4, π2, 3π2/4).

Os vectores coluna wk da matriz de Fourier F4 são dados por (5.36). Calculando
os coeficientes de Fourier obtemos os seguintes valores (arredondados para 4 casas
decimais)

c0 = 〈w0, f〉 = 6.1685 c2 = 〈w2, f〉 = −1.2337
c1 = 〈w1, f〉 = −2.4674 c3 = 〈w3, f〉 = −2.4674.

Assim, o polinómio interpolador (com valores complexos) é

p(x) = 6.1685− 2.4674eix − 1.2337e2ix − 2.4674e3ix.

Consequentemente, a parte real de p é dada por

Re(p(x)) = 6.1685− 2.4674 cosx− 1.2337 cos(2x)− 2.4674 cos(3x).

Na Figura 5.19 é ilustrado o gráfico de f , os pontos de amostragem, e a parte real
do polinómio interpolador. !

Nos gráficos da Figura 5.19 observa-se que embora a aproximação Re(p(x))
coincida com a função f nos pontos de amostragem, fora desses pontos Re(p(x))
toma valores bastante diferentes dos da função f , ou seja, Re(p(x)) não é uma
boa aproximação de f . É no entanto possı́vel obter uma aproximação melhor
de f substituindo no polinómio trigonométrico p as exponenciais complexas de
frequências mais elevadas por exponenciais de frequências mais baixas tomando
os mesmos valores nos pontos da amostra. As observações que se seguem justifi-
cam a razão de ser desta substituição.
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1 2 3 4 5 6

2

4

6
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1 2 3 4 5 6

2

4

6

8

10

Figura 5.19: O gráfico de f(x) = 2πx − x2 está representado a vermelho, e o
gráfico da parte real do polinómio interpolador da amostra de f em 4 pontos a cor
azul.

Considerem-se as exponenciais e3ix = cos(3x) + i sen(3x) e e−ix = cosx −
i sen x, e uma amostra em 4 pontos xk = 2πk

n . Como se observa na Figura 5.20, os
gráficos de Re(e3ix) = cos(3x) e Re(e−ix) = cosx são bem diferentes no inter-
valo [0, 2π] embora coincidam nos pontos xk. A parte real (ou a parte imaginária)
da exponencial ei3x tem uma frequência de oscilação maior que a exponencial
e−ix. É portanto natural que a exponencial e−ix seja mais conveniente em termos
de aproximação que e3ix. Este fenómeno é designado por distorção (“aliasing”
em inglês).

1 2 3 4 5 6

!1.0

!0.5

0.5

1.0

1 2 3 4 5 6

!1.0

!0.5

0.5

1.0

Figura 5.20: A parte real (à esquerda) e a parte imaginária (à direita) de e3ix

representada a cor azul, e a cor vermelha as respectivas partes real e imaginária de
e−ix. Nos pontos da amostra os valores de e3ix e de e−ix coincidem.

Note-se ainda que as raı́zes de zn − 1 ocorrerem em pares de conjugados. Por
exemplo, para as raı́zes quartas da unidade ξk4 = e

ikπ
2 , temos

ξ04 = 1, ξ14 = e
iπ
2 = i, ξ24 = eiπ = −1 = ξ24 , ξ34 = e−

iπ
2 = −i = ξ14 .
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Na Figura 5.21 ilustramos este facto para as raı́zes quartas e cúbicas da unidade.

ξ04 = 1 ξ03 = 1

ξ13

ξ23 = ξ
1
3

ξ14

ξ24 = ξ
2
4

ξ34 = ξ
1
4

Figura 5.21: As raı́zes quartas e cúbicas da unidade.

Assim, podemos substituir em p(x) = c0+eix+ · · ·+cn−1ei(n−1)x metade das
exponenciais por exponenciais de frequências mais baixas, sem alterar os valores
de p nos pontos da amostra.

Podemos pois considerar uma versão alternativa ao polinómio p, que envolva
frequências mais baixas. Nomeadamente, conforme o número de pontos n de
amostragem é par ou ı́mpar, toma-se para polinómio interpolador:

p̂(x) = c−me
−imx + · · ·+ c−1e

−ix + c0 + c1e
ix + · · ·+ cme

imx se n = 2m+ 1

ou

p̂(x) = c−me
−imx+ · · ·+ c−1e

−ix+ c0+ c1e
ix+ · · ·+ cm−1e

i(m−1)x se n = 2m.

Em ambos os casos os coeficientes de Fourier de ı́ndices negativos são iguais
aos coeficientes de Fourier dos seus “alternativos” de frequências mais elevadas,
isto é,

c−k = cn−k =
〈wn−k, f〉
‖wn−k‖

=
〈w−k, f〉
‖w−k‖

,

uma vez que ξ−k
n = ξn−k

n , e portanto wn−k = w−k.

Exemplo 5.21. No Exemplo 5.20 determinámos o polinómio interpolador p(x)
para a função f(x) = 2πx − x2 para 4 pontos de amostragem. Determinemos
agora o polinómio p̂(x).

p̂(x) = c−2e
−2ix + c−1e

−ix + c0 + c1e
ix.
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Os coeficientes de Fourier, calculados no exemplo referido, são os seguintes:

c0 = 6.1685 c2 = c−2 = −1.2337
c1 = −2.4674 c−1 = c3 = −2.4674.

Logo,

p̂(x) = −1.2337e−2ix − 2.4674e−ix + 6.1685− 2.4674eix. (5.41)

A parte real deste polinómio é

Re(p̂(x)) = 6.1685− 4.9348 cosx− 1.2337 cos(2x).

Na Figura 5.22 encontra-se representada a função f e as partes reais dos po-
linómios interpoladores p(x) e p̂(x), respectivamente a azul e a verde. Podemos
verificar que Re(p̂(x)) aproxima melhor a função f do que Re(p(x)). !

1 2 3 4 5 6

2

4

6

8

10

Figura 5.22: O gráfico de f(x) = 2πx−x2 está representado a cor vermelha, e nas
cores azul e verde, respectivamente, os gráficos das partes reais dos polinómios
interpoladores p(x) e p̂(x).

Observamos a seguir algumas propriedades interessantes da representação de
Fourier p̂(x) da função real f .

• Como a função f é real e os vectores w−k verificam w−k = wk, os coefici-
entes de Fourier satisfazem a igualdade c−k = ck, já que

〈w−k, f〉 = 〈wk, f〉 = wT
k f = wT

k f = 〈wk, f〉,

e portanto

c−k =
〈w−k, f〉
‖w−k‖2

=
〈wk, f〉
‖wk‖2

= ck.
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• As parcelas de p̂(x) da forma c−ke−ikx+ckeikx são reais. De facto, tomando
ck = ak + ibk, tem-se

c−ke
−ikx + cke

ikx = cke
−ikx + cke

ikx = ckeikx + cke
ikx

= 2Re
(

cke
ikx
)

= 2Re ((ak + ibk)(cos(kx) + i sen(kx)))

= 2 (ak cos(kx)− bk sen(kx)) ,

onde aplicámos a igualdade z + z = 2Re z, válida para qualquer número
complexo z.
Assim, se o número de pontos n da amostra for ı́mpar, o polinómio inter-
polador p̂ é um polinómio real, e no caso em que m = 2n somente o termo
c−me−imx pode produzir um número complexo não real, conforme pode ve-
rificar através do polinómio (5.41).

Transformada de Fourier rápida (FFT)

Como vimos, a determinação da transformada de Fourier discreta consiste em
resolver (em ordem a c) o sistema linear f = Fnc. A matriz de Fourier Fn é
invertı́vel e a sua inversa é F−1

n =
1

n
F n. Assim, a transformada de Fourier discreta

pode obter-se multiplicando o vector de amostragem f por uma matriz de ordem n,
isto é, c = (1/n)F nf . Esta abordagem para o cálculo dos coeficientes de Fourier
é apenas satisfatória quando n é relativamente pequeno. Para grandes amostras,
como é o caso do processamento de imagens de vı́deo ou imagens de vários meios
de diagnóstico médico, esta via não é conveniente já que requer n2 multiplicações
(F n tem n2 entradas).

Em 1965, J. Cooley e J. Tukey11 introduziram um algoritmo que reduz para
n
2 log2 n o número de multiplicações necessárias para o cálculo da Transformada
de Fourier discreta. Este algoritmo é conhecido pela designação de Transformada
de Fourier rápida12 (FFT).

Quando n é par, o algoritmo FFT pode descrever-se usando uma factorização
da matriz de Fourier de ordem n envolvendo matrizes de Fourier de ordem n/2.
Não pretendemos aqui descrever completamente este algoritmo mas apenas ilus-
trar os seus passos essenciais. O leitor interessado em aprofundar este assunto
pode consultar, por exemplo, Olver & Shakiban [10].

11James Cooley, matemático americano nascido em 1926, e John Wilder Tukey (1915 – 2000)
estatı́stico americano.

12A Transformada de Fourier rápida é o nome genérico atribuı́do a uma classe de algoritmos
que inclui o algoritmo de Cooley e Tukey.
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Comecemos por observar que quando n é par, o conjunto das raı́zes n-ésimas
da unidade contém o conjunto das raı́zes (n/2)-ésimas da unidade. Por exemplo,
{1, i,−1,−i} são as raı́zes quartas da unidade e {1,−1} o conjunto das raı́zes
quadradas da unidade. Este facto é essencial para entender a factorização de Fn

em termos da matriz Fn/2 que passamos a enunciar.

Factorização da matriz de Fourier

Se n = 2r, a matriz de Fourier de ordem n pode escrever-se na forma

Fn =

[

I Dn
2

I −Dn
2

] [

Fn
2

0

0 Fn
2

]

Pn, (5.42)

onde I é a matriz identidade, 0 a matriz nula, Dn
2
= diag

(

1, ξn, ξ
2
n, . . . , ξ

n/2−1
n

)

,
com ξkn = e

2kπi
n , e Pn a seguinte matriz de permutação:

Pn












x0

x1

x2
...

xn−2

xn−1












=
















x0

x2
...

xn−2

x1

x3
...

xn−1
















.

A matriz Dn/2 tem na diagonal principal metade das raı́zes n-ésimas da uni-
dade, e o produto Pnx é o vector cujas primeiras n

2 componentes são as compo-
nentes de x com ı́ndices pares e as últimas n

2 componentes são as componentes
com ı́ndices ı́mpares.

Por exemplo, vejamos qual é a factorização da matriz de Fourier F4. As ma-
trizes de Fourier F4 e F2 são

F4 =







1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i







e F2 =

[

1 1
1 −1

]

. (5.43)

A matriz diagonal D2 tem na diagonal principal as primeiras duas raı́zes quar-
tas da unidade (começando em 1 e percorrendo a circunferência unitária no sen-
tido anti-horário), isto é, D2 = diag(1, i). Além disso, uma vez que para x4 =
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(x0, x1, x2, x3) se tem P4x4 = (x0, x2, x1, x3), a matriz de permutação P4 é a ma-
triz que se obtém da identidade de quarta ordem trocando a segunda linha com a
terceira linha. Isto é,

P4 =







1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1






.

Usando estas matrizes, é fácil verificar a validade da factorização (5.42) para F4.
Nomeadamente,

F4 =

[

I D2

I −D2

] [

F2 0
0 F2

]

P4 =

[

F2 D2F2

F2 −D2F2

]

P4.

Ilustremos agora, através de um exemplo, como se utiliza a factorização (5.42)
para implementar o algoritmo FFT. Consideremos, por exemplo, a determinação
de F8x8.

Para x8 =















x0

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7















, tem-se P8x8 =















x0

x2

x4

x6

x1

x3

x5

x7















=

[

x
(0)
4

x
(1)
4

]

.

Assim,

F8x8 =

[

F4 D4F4

F4 −D4F4

]
[

x
(0)
4

x
(1)
4

]

=

[

F4x
(0)
4 +D4F4x

(1)
4

F4x
(0)
4 −D4F4x

(1)
4

]

.

A matriz F4 pode ainda ser factorizada na forma (5.42), obtendo-se:

P4x
(0)
4 =







x0

x4

x2

x6






=

[

x
(0)
2

x
(1)
2

]

e P4x
(1)
4 =







x1

x5

x3

x7






=

[

x
(2)
2

x
(3)
2

]

. (5.44)

Logo,

F4x
(0)
4 =

[

F2 D2F2

F2 −D2F2

]
[

x
(0)
2

x
(1)
2

]

=

[

F2x
(0)
2 +D2F2x

(1)
2

F2x
(0)
2 −D2F2x

(1)
2

]
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e

F4x
(1)
4 =

[

F2 D2F2

F2 −D2F2

]
[

x
(2)
2

x
(3)
2

]

=

[

F2x
(2)
2 +D2F2x

(3)
2

F2x
(2)
2 −D2F2x

(3)
2

]

.

Como F2 tem a forma F2 =

[

1 1
1 −1

]

, é agora trivial calcular os vectores F2x
(i)
2

para i = 0, 1, 2, 3. O algoritmo FFT para calcular F8x8 começa por determinar
os vectores F2x

(i)
2 para i = 0, 1, 2, 3, a partir destes calcula F4x

(0)
4 e F4x

(1)
4 , e

finalmente F8x8, conforme está representado no diagrama seguinte.

F2x
(0)
2

((########
F2x

(1)
2

))$$$$$$$$

F2x
(2)
2

((########
F2x

(3)
2

))$$$$$$$$

F4x
(0)
4

**%%%%%%%%%%%%%%%%%% F4x
(1)
4

++&&&&&&&&&&&&&&&&&&

F8x8

É evidente que para iniciar o algoritmo é necessário conhecer os vectores x(0)
2 ,x(1)

2 ,x(2)
2

e x
(3)
2 , ou seja, obter o agrupamento correcto das componentes de x8 separando

em cada grupo as componentes nas posições pares das componentes nas posições
ı́mpares. Por exemplo, no caso apresentado de n = 8, efectuaram-se os agrupa-
mentos

(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

(0, 2, 4, 6) (1, 3, 5, 7)

(0, 4) (2, 6) (1, 5) (3, 7).

Este processo de separação em par/ı́mpar, necessário para se iniciar o algoritmo,
é por vezes designado por “baralhar perfeito”. O agrupamento dos ı́ndices das
componentes de x tem uma interpretação simples se for usada a representação
binária dos ı́ndices das componentes de x. Deixa-se como exercı́cio verificar qual
é a interpretação correspondente ao agrupamento par/ı́mpar efectuado para o vec-
tor x8. Para tal, escreva os elementos do conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} na base 2
e proceda aos agrupamentos anteriormente efectuados. Compare a disposição dos
dı́gitos na representação binária final com a disposição inicial.

Para finalizar, ilustramos agora os diversos passos do algoritmo FFT no cálculo
dos coeficientes de Fourier para uma amostragem em quatro pontos. Isto é, pre-
tendemos calcular c = 1

4F 4f , onde f = (f0, f1, f2, f3) e fk = f(xk) = f(2πkn ).
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Em primeiro lugar, faz-se a reordenação correcta das componentes do vector da
amostra f . Neste caso, como a amostra apenas foi realizada em 4 pontos, obtém-se
f̃ = (f0, f2, f1, f3). O algoritmo decorre em dois passos, que passamos a descre-
ver no pseudocódigo seguinte (onde o sı́mbolo “←” significa uma atribuição).

Passo 1: (Cálculo de F 2f)

Dados: f̃ = (f0, f2, f1, f3)
f ←− P4f̃ = (f0, f1, f2, f3)

D ←− D1 =

[

1 0
0 1

]

f (0) ←− (f0, f1)
f (1) ←− (f2, f3)
Calcular:
D f (1) = (f2, f3)

F 2f =

[

f (0) +D f (1)

f (0) −D f (1)

]

= (f0 + f2, f1 + f3, f0 − f2, f1 − f3)

Passo 2: (Cálculo de F 4f)

f ←− P4F 2f = (f0 + f2, f0 − f2, f1 + f3, f1 − f3)

D ←− D2 =

[

1 0
0 −i

]

f (0) ←− (f0 + f2, f0 − f2)
f (1) ←− (f1 + f3, f1 − f3)
Calcular:
D f (1) = (f1 + f3,−if1 + if3)

F 4f =

[

f (0) +D f (1)

f (0) −D f (1)

]

=







f0 + f2 + f1 + f3
f0 − f2 − if1 + if3
f0 + f2 − f1 − f3
f0 − f2 + if1 − if3






.

Usando a expressão de F4 dada em (5.43) confirma-se que o vector obtido é de
facto F 4f , sendo o vector dos coeficientes de Fourier:

c =
1

4
F 4f =

1

4







1 1 1 1
1 −i −1 i
1 −1 1 −1
1 i −1 −i













f0
f1
f2
f3






=

1

4







f0 + f2 + f1 + f3
f0 − f2 − if1 + if3
f0 + f2 − f1 − f3
f0 − f2 + if1 − if3






.
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Para uma amostra em n = 2r pontos, o número de multiplicações efectua-
das por este algoritmo é estimado do seguinte modo. O algoritmo tem r passos
e em cada passo realizam-se (no máximo) n/2 multiplicações (correspondentes
à multiplicação pela matriz diagonal D). Logo, para n = 2r efectuam-se 2r−1

multiplicações. Assim, o número total de multiplicações é r2r−1 (uma vez o algo-
ritmo tem r passos). Como n = 2r (ou seja, r = log2 n) e 2r−1 = n/2, o número
total de multiplicações é (no máximo) r2r−1 = n

2 (log2 n).
Comparando as n2 multiplicações necessárias para efectuar o produto 1

nF nf

com o número de multiplicações usando o algoritmo FFT, nota-se uma economia
de operações considerável. Por exemplo, para n = 29 = 512, temos n2 = 262144
e n

2 log2 n = 2304.
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Exercı́cios
Sempre que não se especifique o produto in-
terno, considere o produto interno usual.
1. Para u = (4, 1, 4, 5), v = (1, 2, 0, 2),

calcule as expressões:

a) ||u+v|| b ‖u‖+‖v‖ c) −3‖u‖+
‖3v‖

d) 1
‖v‖v e)

∥
∥
∥

1
‖v‖v
∥
∥
∥ f) &(u,v).

2.Verifique a desigualdade de Cauchy-Schwarz
para os seguintes vectores:

a) u = (−3, 1, 0) e v = (2,−1, 3)
b) u = (−4, 2, 1, 6,−1) e

v = (8,−4,−2, 2, 1).

3.Diga para que valores de k os vectores
seguintes são ortogonais:

a) u = (2, 1, 3),v = (k, 1, 2)
b) u = (2, 1, 3, 4),v = (k,−1, 2k, 1).

4.Determine todos os vectores u de R2 tais
que o ângulo que u faz com o vector (1, 2)
é de π

3
radianos e ‖u‖ = 1.

5. Para u,v ∈ Rn mostre a igualdade

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2‖u‖2 + 2‖v‖2.

Interprete geometricamente esta igualdade
para vectores de R2.
6.Mostre que se u e v são vectores ortogo-
nais tais que ‖u‖ = 1 e ‖v‖ = 2, então a
distância de u a v é d(u,v) =

√

‖u‖2 + ‖v‖2 =√
5. Interprete geometricamente este resul-

tado para vectores de R2.
7. Sejam x = ( 1√

2
, −1√

2
) e y =

(
2√
k
, 2√

k

)

.
Diga para que valores de k &= 0 o conjunto
{x,y} é um conjunto ortonormado.

8.Calcule:

a) proj(1,2,3)(3, 0, 1).
b) proj(1,2,3)(−π,−2π,−3π).
c) proj(1,2,3)(−2000, 1000, 0).

9.Considere a matriz:

A =





1 2 −1 2
3 5 0 4
1 1 2 0



 .

a) Sem efectuar quaisquer cálculos, jus-
tifique se são verdadeiras ou falsas as
seguintes afirmações:

i) dimEL(A) + dimN(AT ) =
4.

ii) dimEC(A) + dimN(AT ) =
4.

b) Determine uma base para o comple-
mento ortogonal do núcleo de A.

c) Determine uma base para o comple-
mento ortogonal do núcleo de AT .

10.Decida quais das expressões seguintes
definem um produto interno. Em caso nega-
tivo indique quais dos axiomas da definição
do produto interno não são satisfeitos.

a) 〈(u1, u2), (v1, v2)〉 = 4u1v1+u2v1+
u1v2 + 4u2v2, em R2.

b) 〈(u1, u2, u3), (v1, v2, v3)〉 = u1v1 −
u2v2 + u3v3, em R3.

c) 〈(u1, u2, u3), (v1, v2, v3)〉 = u21v
2
1 +

u22v
2
2 + u23v

2
3 , em R3.

d) 〈(u1, u2, u3), (v1, v2, v3)〉 = u1v1 +
u3v3, em R3.

11.Encontre uma base para o complemento
ortogonal de U .
a)U = Span {(1, 1,−1), (1, 2, 3), (2, 1,−6)}.
b) U = Span {(1, 2, 3, 4), (2, 4, 6, 8)}.
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12. Seja U o plano de R3 definido pela equação
x−2y+z = 0. Encontre uma equação para
U⊥.
13.Determine a distância de (2, 0, 1) ao plano
x−2y−z = 0, bem como o vector do plano
mais próximo de (2, 0, 1).
14.Determine uma equação para:

a) A recta que passa pelos pontos (2, 2, 0)
e (1, 2, 1).

b) O plano que passa por (1, 1,−1), (0, 1, 0)
e (0, 0, 1).

15. Seja U a recta de R3 definida pelas equações
paramétricas x = 2t, y = −t, z = 4t (t ∈
R). Determine uma equação para U⊥.
16.Considere o subespaço S de R3 gerado

pelos vectores u1 = (0, 1, 0) eu2 = (45 , 0,−
3
5 ) .

Exprima w = (1, 2, 3) na forma w =
w1 +w2, em que w1 ∈ S e w2 ∈ S⊥.
17.Considere em C2 o produto interno usual
e u = (i, i) e v = (1 + 2i, 1 − 2i).

a) Diga se u e v são ou não ortogonais.
b) Determine projv(u+ v).

18.Considere o subespaço de R3:

S =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x− y + z = 0
}

.

Para o produto interno usual, uma base or-
togonal para S é:

a) {(−1/2, 1/2, 1)}
b) {(1, 1,−2) , (−1, 1, 0)}
c) {(1, 1, 0)}
d) {(1, 1, 0) , (−1/2, 1/2, 1)}.

19. Considere R2 munido do produto in-

terno 〈x , y〉 = xT Ay onde A =

[

1 0
0 2

]

e x,y ∈ R2. Diga qual das afirmações se-
guintes é verdadeira:

a) Os vectores (1, 1) e (−1, 1) formam
uma base ortogonal para R2.

b) Os vectores (1, −1
2 ) e (1, 1) formam

uma base ortogonal para R2.
c) Os vectores (1, −1

2 ) e (1, 1) formam
uma base ortonormada para R2.

d) Os vectores (1, 1) e (−1, 1) formam
uma base ortonormada para R2.

20.Determine uma base ortonormada para
U = Span {(1, 0,−1, 0), (−1, 2, 0, 1),
(2, 0, 2, 1), (2, 2, 1, 1)} .

21.Utilize o processo de Gram-Schmidt e a
normalização para obter uma base ortonor-
mada a partir da base: {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}.
22. Seja S o subespaço de R2 dado pela

equação y = 2x. Determine S⊥ e a distância
do vector (1,−1) aos subespaços S e S⊥.
23. Seja M2×2(R) o espaço linear real das

matrizes reais 2 × 2, e U o subespaço das
matrizes anti-simétricas (isto é, que satisfa-
zem a igualdade A = −AT ). Em M2×2(R)
considere o produto interno

〈A,B〉 = tr(ABT ), (5.45)

onde tr designa o traço de uma matriz.
a) Mostre que 〈·, ·〉 definido em (5.45)

é um produto interno.
b) Determine a dimensão de U e de U⊥.
c) Determine bases ortonormadas para

U e para U⊥.
d) Determine as projecções ortogonais

de A =

[

1 1
−1 2

]

sobre U e sobre

U⊥.
e) Qual a matriz anti-simétrica mais próxima

de A =

[

1 1
−1 2

]

?

f) Determine a distância de A =

[

1 1
−1 2

]

a U .
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24.Considere

U = Span {(1, 0,−1, 0), (−1, 2, 0, 1)} .

Use o Exercı́cio 5.11 para determinar a projecção
ortogonal de (2, 1, 0, 1) sobre U .
25.Diga se existe algum valor de k ∈ R

para o qual o conjunto das colunas das ma-
trizes seguintes é ortonormado.

a)
[

1 k
k 2

]

b)
[

1 −k
k 1

]

c)
[

2 −k
k 2

]

.

26. Mostre que qualquer matriz real 2× 2
de determinante igual a 1, e cujas colunas
formam um conjunto ortonormado, se es-

creve na forma
[

cos θ − sen θ
sen θ cos θ

]

.

27.Considere u = (1, 0,−1, 2). Use a ma-
triz Pu, definida por (5.12), para determi-
nar a distância de v = (1, 0, 1, 1) ao hiper-
plano u⊥ (isto é o complemento ortogonal
ao espaço gerado por u). Indique ainda o
vector de u⊥ mais próximo de v.
28.Considere o plano-3 de R4 definido por
p0+S onde p0 = (1,−1, 0, 1) e S o espaço
gerado pelos vectores (0, 1, 1, 0), (1, 0, 1, 0)
e (0, 0, 0, 1). Determine a distância de (2, 0, 1, 0)
a este plano-3.
29.Considere um paralelipı́pedo com ares-
tas u = (1, 1, 0), v = (0, 1, 1) e w =
(1, 0, 1).

a) Determine a área do paralelogramo
com arestas u e v.

b) Determine a altura do paralelipı́pedo
considerando para base o paralelogramo
da alı́nea anterior.

c) Determine o volume do paralelipı́pedo
usando a noção de determinante de

uma matriz. Use ainda os resultados
das alı́neas anteriores para confirmar
o resultado obtido.

30.Considere o tetraedro definido pelos vec-
tores u = (1, 1, 0), v = (0, 1, 1) e w =
(1, 0, 1). Determine o volume do tetraedro.

31. Seja A =





4 1
3 −1
4 1



, b =





10
2
2



, u =

[

−2
3

]

e v =

[

−1
1

]

. Calcule Au e Av

bem como a distância destes vectores a b.
Diga se u pode ou não ser uma solução de
mı́nimos quadrados do sistema Ax = b.
32.Determine todas as soluções de mı́nimos
quadrados do sistema Ax = b, sendo

A =







1 1 0
1 1 0
1 0 1
1 0 1






, b =







3
1
2
4






.

33.Determine todas as soluções de mı́nimos
quadrados do sistema:

{

2a+ b = 1
2a+ b = 2.

34. Indique o valor lógico das afirmações
seguintes:

a) Uma solução de mı́nimos quadrados
para Ax = b é um vector x∗ tal que
‖b − Ax‖ ≤ ‖b − Ax∗‖ para todo
x ∈ Rn.

b) Se as colunas de A são linearmente
independentes, a solução de mı́nimos
quadrados para Ax = b é única.

c) Uma solução de mı́nimos quadrados
para Ax = b é um vector do espaço
das colunas de A que minimiza a distância
a b.
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35.Determine a equação de uma recta de
mı́nimos quadrados, y = α + βx, que me-
lhor se ajusta aos dados: (2, 3), (2, 5), (6, 4), (8, 1).
36.Determine o polinómio interpolador (5.32)
para uma amostra da função f(x) = x −
2π nos pontos 0, 2π/3 e 4π/3. Esboce o
gráfico de f e compare-o com o gráfico da
parte real do polinómio interpolador obtido.
37. Indique o valor lógico das afirmações

seguintes relativas à matriz de Fourier Fn.

a) Fn é simétrica.
b) O conjunto das colunas de Fn é orto-

normado.
c) O conjunto das colunas da matriz 1√

n
Fn

é ortonormado.
d) Verifica-se a igualdade FH

n Fn = I .
e) Verifica-se a igualdade

1

n
FH
n Fn = I .

38. Seja Fn a matriz de Fourier de ordem n
e

x8 = [10, 1, 2, 4, 7, 10, 6, 2]T .

a) Determine os vectores x(i)
2 definidos

por (5.44), para i = 0, 1, 2, 3.
b) Use os vectores x(i)

2 e a factorização
(5.42) para determinar F4x

(0)
4 e F4x

(1)
4 .

A partir destes vectores calcule F8x8.
c) Confirme o resultado obtido na alı́nea

anterior usando para tal a definição
da matriz de Fourier F8.

322



Capı́tulo 6

Funções Lineares

Neste capı́tulo estudamos um tipo particular de funções, as chamadas funções li-
neares. O principal resultado a reter é que uma função linear f : V → W entre
dois espaços lineares de dimensões respectivamente, dimV = n e dimW = p,
é sempre representada por uma matriz A do tipo p × n. Tal significa que esco-
lhendo bases ordenadas B e B′, respectivamente em V e em W se pode escrever
(f(x))B′ = AxB , para todo x ∈ V .

Em primeiro lugar começamos por rever alguns conceitos básicos sobre fun-
ções. Definem-se depois funções lineares entre espaços vectoriais. Mostra-se que
a função composta de funções lineares é ainda uma função linear, e que a inversa
de uma função linear invertı́vel ainda é uma função linear. Introduzimos ainda na
Secção 6.1 a noção de isomorfismo, e mostramos que qualquer espaço linear real
de dimensão n é isomorfo a Rn. Na secção seguinte estudamos a representação
matricial de uma função linear em relação a bases fixadas no domı́nio e no espaço
de chegada da função, e relacionamos representações matriciais distintas de uma
dada função linear. Na Secção 6.3 caracterizam-se as funções lineares invertı́veis
através do seu núcleo e relacionam-se os valores e vectores próprios de funções
lineares com os valores e vectores próprios de matrizes que representam a função.
Finalizamos o capı́tulo introduzindo a noção de espaço dual de um espaço linear, e
deduzindo a representação matricial da função dual induzida por uma dada função
linear entre espaços vectoriais.
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6.1. Definição de função linear

6.1 Definição de função linear
Comecemos por recordar que uma função f é uma “lei”que a cada elemento x de
um conjunto V associa um e um só elemento y de outro conjunto W . Quando
f aplica x em w escrevemos w = f(x) e dizemos que w é a imagem de x por
f . A notação f : V → W indica que f aplica os elementos de V em elementos
de W , e f : x 3→ w usa-se para indicar que o elemento x ∈ V é aplicado por
f no elemento w ∈ W . Para a função f : V → W , o conjunto V é chamado
conjunto de partida, ou domı́nio de f , e o conjunto W é denominado conjunto de
chegada. O subconjunto de W que é formado pelas imagens por f dos elementos
de V é designado por contradomı́nio, ou conjunto imagem de f , e será denotado
por Im(f), ou f(V ). Isto é,

Im(f) = {w ∈ W : w = f(x), para algum x ∈ V } .

Na literatura, os termos aplicação e transformação são igualmente usados para
designar uma função.

Consideremos V = Rn, W = Rp e f : Rn → Rp. A função f aplica
cada vector x = (x1, x2, . . . , xn) num vector w = f(x) ∈ Rp, digamos w =
(w1, w2, . . . , wp). Para funções f entre os espaços lineares Rn e Rp, dizer que f é
uma função linear significa que as equações que relacionam w1, w2, . . . , wp com
x1, x2, . . . , xn são equações lineares (nas variáveis x1, x2, . . . , xn). Por exemplo,
consideremos as funções:

1. f : R2 → R3 definida por f(x, y) = (x+ y, xy, x2 + 1);

2. f : R2 → R definida por f(x, y) = x2 + 2xy + y2;

3. f : R→ R definida por f(x) = sen x;

4. f : R3 → R2 definida por f(x, y, z) = (x+ y − z, 2y − 3z).

Destas funções somente a função do item 4 é linear uma vez que as equações
w1 = x+ y − z e w2 = 2y − 3z são lineares.

Como veremos adiante, qualquer função linear f pode ser escrita na forma
f(x) = Ax, onde A é uma matriz. Por exemplo, a função do item 4 acima pode
escrever-se nesta forma, dado que

f(x, y, z) = (x+ y − z, 2y − 3z)⇐⇒ f(x, y, z) =

[

1 1 −1
0 2 −3

]




x
y
z



 .
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Pretendemos agora definir funções lineares T : V → W no caso geral em que V
e W são espaços lineares. É claro que a definição deve generalizar o caso em que
V = Rn e W = Rp. Para tal, note-se que quando T : Rn → Rp é definida por
T (x) = Ax, onde A é uma matriz real p× n, são satisfeitas as condições

T (x+ y) = A(x+ y) = Ax + Ay = T (x) + T (y);

T (αx) = A(αx) = αAx = αT (x),

para quaisquer vectores x,y ∈ Rn e todo o escalar real α. Estas são precisamente
as propriedades que iremos usar para definir função linear entre dois espaços vec-
toriais.

Definição 6.1. Função linear
Seja T : V → W uma função entre dois espaços lineares V e W sobre o

mesmo corpo K. Diz-se que T é uma função linear, ou transformação linear, se
para quaisquer vectores x, y ∈ V , e qualquer escalar α ∈ K, são verificadas as
condições:

i) T (x+ y) = T (x) + T (y).

ii) T (αx) = αT (x).

Note-se que as condições i) e ii) da Definição 6.1 são equivalente à condição:

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y), para todos os α, β ∈ K e todos x, y ∈ V .

Esta condição, que caracteriza igualmente uma função linear, significa que uma
função é linear se aplica combinações lineares de vectores em combinações line-
ares dos respectivos vectores imagem.

Exercı́cio 6.1. Sejam V e W espaços lineares sobre K, e T1 : V → W e T2 :
V → W duas funções lineares. Mostre que as funções (T1 + T2) e (αT1), com
α ∈ K, são lineares. Recorde para tal que (T1 + T2) e αT1 são definidas por:

(T1 + T2)(x) = T1(x) + T2(x) e (αT1)(x) = αT1(x).

$

Apresentemos alguns exemplos de funções lineares e não lineares.

Exemplo 6.1. Exemplos de funções lineares
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1. Produto interno: Seja T : V → C a função definida por T (x) = 〈v, x〉,
onde 〈 , 〉 denota um produto interno no espaço linear complexo V e v um
vector de V .

Para mostrar que T é linear basta verificar que, por definição de produto in-
terno, esta função goza das propriedades P2 e P3 da Definição 5.1 (pág. 243).
Ou seja,

T (x+ y) = 〈v, x+ y〉 = 〈v, x〉+ 〈v, y〉 = T (x) + T (y),

e
T (αx) = 〈v,αx〉 = α〈v, x〉 = αT (x),

onde α é um escalar complexo.

2. A projecção ortogonal sobre um subespaço: Seja S um subespaço de um
espaço linear V munido de um produto interno, e T : V → S definida por
T (x) = projS x.

Para mostrar que T é uma função linear, basta escolher uma base ortogonal
de S e utilizar a expressão (5.15) que define projS x (ver pág. 263). Essa
expressão, diz-nos que projS x é igual à soma das projecções ortogonais de
x sobre os vectores da base, ou seja, uma soma em que as parcelas são da
forma projvi x = 〈vi , x〉

‖vi‖2 (sendo vi um vector da base ortogonal escolhida em
S). O produto interno é linear (na variável x), e portanto a função g(x) =
projvi x é linear. Como a soma de funções lineares é uma função linear (ver
Exercı́cio 6.1), tem-se que T é linear.

3. A operação de derivação: Considere-se o subespaço D do espaço linear
F das funções reais de variável real, formado pelas funções diferenciáveis.
Seja T : D → F definida por T (f) = f ′, onde f ′ designa a derivada de f .
Como,

T (f + g) = (f + g)′ = f ′ + g′ = T (f) + T (g)

e
T (αf) = (αf)′ = αf ′ = αT (f),

tem-se que T é linear.

4. O integral de uma função: Seja V o espaço linear das funções reais in-
tegráveis no intervalo [a, b], e T a função definida em V por T (f) =

∫ b
a f(x) dx.
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Como,

T (f + g) =

∫ b

a

(f + g)(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx = T (f) + T (g),

T (αf) =

∫ b

a

(αf)(x) dx = α

∫ b

a

f(x) dx = αT (f),

tem-se que T é linear.

5. O traço de uma matriz: Seja Mn×n o espaço linear das matrizes reais de
ordem n > 1, e T : Mn×n → R definida por T (A) = tr(A). Usando a
definição de traço de uma matriz (soma das entradas da diagonal principal),
é fácil verificar que

T (A+B) = tr(A+B) = tr(A) + tr(B) = T (A) + T (B)

T (αA) = tr(αA) = α tr(A) = αT (A).

Logo, o traço é uma função linear.

6. Escolha de coordenadas: Seja V um espaço linear real de dimensão n e
B = (v1, . . . , vn) uma base ordenada de V . Verifiquemos que a função
I : V → Rn, que a cada vector x ∈ V faz corresponder o vector das
coordenadas xB , isto é, I(x) = xB, é linear.
Se x, y ∈ V são tais que x = x1v1 + · · · + xnvn e y = y1v1 + · · ·+ ynvn,
tem-se

I(x) = I(x1v1 + · · ·+ xnvn) = (x1, . . . , xn)
I(y) = I(y1v1 + · · ·+ ynvn) = (y1, . . . , yn).

Logo,

I(x+ y) = I((x1 + y1)v1 + · · ·+ (xn + yn)vn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

= (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = I(x) + I(y)

I(αx) = I((αx1)v1 + · · ·+ (αxn)vn) = (αx1, . . . ,αxn)

= α(x1, . . . , xn) = αI(x).

!

Exemplo 6.2. Exemplos de funções não lineares
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1. Determinante de uma matriz: Seja Mn×n o espaço linear das matrizes
reais n× n ( com n > 1), e T : Mn×n → R definida por T (X) = det(X).

Como para qualquer escalar α se tem det(αX) = αn det(X), a função
determinante não é linear.

2. Translação: Seja V um espaço linear e T : V → V definida por T (x) =
x+ v, onde v é um vector não nulo fixado em V .

Para qualquer escalar α, são válidas as igualdades

T (αx) = αx+ v e αT (x) = α(x+ v).

Logo, T (αx) &= αT (x), e portanto T não é linear.

!

Uma propriedade das funções lineares T : V → W , entre espaços lineares V
e W , é que a imagem do vector zero de V é o vector zero de W . De facto, como
V é um espaço linear, sabemos que: (a) V contém o vector zero; (b) cada vector x
de V possui um simétrico (−x) = (−1)x, que ainda pertence a V . Logo, usando
a definição de função linear, tem-se

T (0) = T (x− x) = T (x)− T (x) = 0.

Podemos assim enunciar uma condição necessária para uma função ser linear.

Proposição 6.1. Se V e W são espaços lineares e T : V → W é uma função
linear, então

T (0) = 0.

Exemplo 6.3. A função T definida por T (x, y) = (x− y, x+ y + 1) não é linear
uma vez que T (0, 0) = (0, 1) &= (0, 0). !

Recordamos a seguir as definições de função composta de duas funções e de
inversa de uma função. Mostramos que no caso das funções em causa serem
lineares então a função composta e a função inversa também são funções lineares.

Composição e inversão de funções
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f g

V W U

g ◦ f

f(x) g(f(x))x

Figura 6.1: A composição g ◦ f das funções f e g .

Dadas duas funções f : V →W e g : W → U define-se a composição (g ◦ f)
(lê-se “g após f”) como sendo a função

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) para todo o x ∈ V. (6.1)

Por conseguinte, a composição (g ◦ f) é uma função de V em U . É claro de (6.1)
que (g ◦ f) só está definida se o contradomı́nio de f coincidir com o conjunto de
partida de g. Observe o diagrama na Figura 6.1.

Na proposição seguinte mostramos que a composta de duas funções lineares é
uma função linear.

Proposição 6.2. Sejam V,W e U espaços lineares. Se T1 : V → W e T2 : W →
U são funções lineares, então (T2 ◦ T1) : V → U é uma função linear.

Demonstração. Sejam x e y vectores de V e α um escalar. Da definição (6.1), de
função composta, e da definição de função linear, temos

(T2 ◦ T1)(x+ y) = T2(T1(x+ y)) = T2(T1(x) + T1(y))

= T2(T1(x)) + T2(T1(y)) = (T2 ◦ T1)(x) + (T2 ◦ T1)(y),

e

(T2 ◦ T1)(αx) = T2(T1(αx)) = T2(αT1(x))

= αT2(T1(x)) = α(T2 ◦ T1)(x).

Ou seja, (T2 ◦ T1) satisfaz as duas condições da definição de função linear.

Dada uma função f : V → W , a inversão de f consiste em determinar uma
outra função g : Im(T )→ V tal que a composição g ◦ f seja a identidade, isto é,
tal que (g ◦ f)(x) = x para todo o x ∈ V (observe a Figura 6.2).
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V W

x

f

g = f−1

Im(f)
f(x)

Figura 6.2: A função f e a sua inversa f−1.

Definição 6.2. Inversa de uma função
Uma função f : V →W diz-se invertı́vel se existe uma função g : Im(f)→

V tal que (g ◦ f) é a função identidade em V . Isto é,

(g ◦ f)(x) = x para todo x ∈ V

Uma função g nestas condições designa-se por função inversa de f .

Deixamos como exercı́cio mostrar que a inversa de uma função, quando existe,
é única.

Exercı́cio 6.2. Suponha que existem duas funções g1 e g2 que são funções inversas
de uma função invertı́vel f . Mostre que g1 = g2.

A inversa de uma função invertı́vel é única.

$

Quando f é invertı́vel, designamos por f−1 a função inversa de f .

Note-se que a função inversa de uma função T : V → W entre espaços
lineares, está definida num subespaço de W . De facto, Im(T ) ⊆ W é fechado
para a adição de vectores e multiplicação por escalares uma vez que, sendo

y, w ∈ Im(T )⇐⇒ y = T (x1) e w = T (x2) para alguns x1, x2 ∈ V,
(6.2)

se tem
y + w = T (x1) + T (x2) = T (x1 + x2) =⇒ y + w ∈ Im(T )

e
αy = αT (x1) = T (αx1) =⇒ αy ∈ Im(T ), com α escalar.

Vejamos agora que a inversa de uma função linear ainda é uma função linear.
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Proposição 6.3. Seja T : V → W uma função linear invertı́vel. A função
inversa T−1 é uma função linear.

Demonstração. Seja T−1 : Im(T ) → V a função inversa da função linear T , e
u, v ∈ Im(T ), com u = T (x) e v = T (y) para certos x, y ∈ V . Como T é linear,
tem-se

T−1(αu+ βv) = T−1(αT (x) + βT (y)) = T−1(T (αx+ βy))

= αx+ βy = αT−1(u) + βT−1(v),

onde α e β são escalares. Ou seja, T−1 é linear.

A injectividade de uma função f é condição necessária e suficiente para a
invertibilidade de f . Recordemos as definições de injectividade1 e de sobrejecti-
vidade de uma função.

Definição 6.3. A função f : V →W diz-se

(i) Injectiva se aplica pontos distintos em pontos distintos. Ou seja, f é injec-
tiva se para todo x, z ∈ V se tem

x &= z =⇒ f(x) &= f(z),

ou equivalentemente, f é injectiva se: f(x) = f(z) =⇒ x = z.

(ii) Sobrejectiva se o contradomı́nio de f é igual a W . Isto é,

Im(f) = W.

Uma função que é simultaneamente injectiva e sobrejectiva diz-se bijectiva.

Proposição 6.4. A função f : V →W é invertı́vel se e só se f é injectiva.

Demonstração. Suponha-se que f é injectiva e mostremos que f é invertı́vel.
Sendo y ∈ Im(f), existe x ∈ V tal que y = f(x). Como f é injectiva, a solução
x de y = f(x) é única, pelo que a função g : Im(f) → V tal que g(y) = x está
bem definida. Como g(y) = g(f(x)) = x para todo o x, a função g é a inversa de
f .

1Na terminologia anglo-saxónica uma função injectiva diz-se “one-to-one”.
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Para a implicação recı́proca, suponha-se que f é invertı́vel e mostremos que é
injectiva. Sejam x, z ∈ V tais que f(x) = f(z). Como existe a função inversa,
aplicando f−1 à igualdade anterior, tem-se f−1(f(x)) = f−1(f(z)), ou equiva-
lentemente, x = z. Logo, f é injectiva.

Isomorfismos

Desde o Capı́tulo 3 que sabemos que, fixada uma base ordenada B num espaço
linear V de dimensão n, podemos estabelecer uma correspondência biunı́voca
entre vectores de um espaço linear real (resp. complexo) V de dimensão n e
vectores de Rn (resp. de Cn). Esta correspondência associa a cada vector x ∈ V
o respectivo vector das coordenadas xB . No Exemplo 6.1-6 vimos ainda que esta
função, I : x 3→ xB , é linear.

A função I : x 3→ xB é um exemplo de um isomorfismo entre espaços lineares.
Como indica a origem etimológica da palavra isomorfo (do grego “iso” quer dizer
igual e “morfo” quer dizer forma), dois espaços lineares são isomorfos quando são
estruturalmente iguais, no sentido em que qualquer propriedade que é verificada
num espaço é igualmente válida no outro espaço. Define-se um isomorfismo entre
espaços lineares como sendo uma função bijectiva f : V → W que preserva a
estrutura de espaço linear em V e em W . Ou seja, uma função bijectiva f que
preserva as operações de adição e multiplicação por escalares definidas em V e
em W , isto é

f(x+ y) = f(x) + f(y) e f(αx) = αf(x).

As duas condições anteriores significam que f é linear.

Definição 6.4. Isomorfismo entre espaços lineares
Um isomorfismo entre os espaços lineares V e W é uma função I : V → W

linear e bijectiva.
Quando existe um isomorfismo entre V e W , os espaços lineares V e W

dizem-se isomorfos.
Exercı́cio 6.3. Mostre que um isomorfismo entre espaços lineares aplica bases em
bases.

$

Exercı́cio 6.4. Mostre que o espaço linear real C, dos números complexos z =
a+ ib, é isomorfo ao espaço das matrizes reais da forma

[

a −b
b a

]

.
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$

Como a função (linear) que aplica um vector de um espaço linear no respectivo
vector das coordenadas, na base ordenada fixada no espaço, é um isomorfismo,
conclui-se o que a seguir se enuncia.

Proposição 6.5. Um espaço linear real (resp. complexo) de dimensão n é iso-
morfo a Rn (resp. Cn). Um isomorfismo é a função que a cada vector do espaço
faz corresponder o vector das coordenadas numa base ordenada fixada no espaço.

Refira-se que o conceito de isomorfismo é mais geral do que o apresentado
na Definição 6.4. Podem estabelecer-se isomorfismos entre conjuntos munidos
de estruturas distintas da estrutura de espaço linear, como por exemplo, conjuntos
munidos da estrutura de grupo, de anel, ou de álgebra de Lie (ver Capı́tulo 7).
Por exemplo, se A e B são conjuntos munidos, respectivamente, das estruturas
algébricas? e %, uma função bijectiva do conjunto A no conjunto B que preserve
as estruturas, definidas em A e em B diz-se um isomorfismo. Isto é, uma função
bijectiva f : A→ B que satisfaz

f(a?b) = f(a)%f(b), para todo a, b ∈ A . (6.3)

Se existe um isomorfismo entre os conjuntos (A,?) e (B,%), munidos das res-
pectivas estruturas, estes conjuntos dizem-se isomorfos.

No caso em que a estrutura em A e em B é a de espaço linear, um isomorfismo
é uma função bijectiva que satisfaz a condição (6.3) para as operações de adição
de vectores e de multiplicação por escalares. Neste caso, um isomorfismo é uma
função linear tal como se considerou na Definição 6.4.

Exercı́cio 6.5. Mostre que a função

f : x = (x1, x2, x3) 3→





0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0



 = X

é um isomorfismo entre R3, munido da estrutura de produto vectorial ×, e o con-
junto A3 das matrizes reais anti-simétricas de terceira ordem, munido da estrutura
[ , ] definida por [A,B] = AB −BA.

Chama-se comutador à operação [ , ] que associa ao par de matrizes A,B a
matriz [A,B] = AB − BA. Como poderá ver no próximo capı́tulo, (R3,×) e
(A3, [ , ]) são álgebras de Lie e a função f é um isomorfismo de álgebras de Lie.

$
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6.2 Matriz que representa uma função linear
O objectivo desta secção é mostrar que qualquer função linear T : V → W , onde
V e W são espaços lineares de dimensões n e p respectivamente, pode representar-
se por uma (única) matriz A em relação a bases fixadas em V e em W . Isto
significa que o vector das coordenadas de T (x) na base fixada em W se pode
escrever na forma AxB, onde xB é o vector das coordenadas de x na base fixada
em V .

Seja T : V → W uma função linear, B = (v1, v2, . . . , vn) uma base orde-
nada de V e B′ = (w1, w2, . . . , wp) uma base ordenada do espaço de chegada
W . Qualquer vector de um espaço linear pode escrever-se (de forma única) como
combinação linear dos vectores de uma base desse espaço. Assim, existem esca-
lares ci únicos tais que

x = c1v1 + · · ·+ cnvn ⇐⇒ xB = (c1, . . . , cn) x ∈ V, (6.4)

Como a função T é linear, tem-se

w = T (x) = T (c1v1 + · · ·+ cnvn) = c1T (v1) + c2T (v2) + · · ·+ cnT (vn).

Desta igualdade obtemos

wB′ = (T(x))B′ = c1(T(v1))B′ + c2(T(v2))B′ + · · ·+ cn(T(vn))B′

=



(T(v1))B′ (T(v2))B′ · · · (T(vn))B′












c1
c2
...
cn








(Definição 1.11)

==



(T(v1))B′ (T(v2))B′ · · · (T(vn))B′



xB (por (6.4))

= AxB. (6.5)

A matriz A em (6.5) diz-se a matriz que representa a função linear T nas bases
B de V e B′ de W . Saliente-se que se os espaços lineares V e W são complexos,
tem-se

Cn 6 xB 3−→ wB′ = (T(x))B′ = AxB ∈ Cp,

e portanto a matriz A é do tipo p× n.
Para referência futura passamos a enunciar o que acabámos de mostrar.
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Definição 6.5. Seja T : V → W uma função linear, B uma base ordenada do
espaço linear V e B′ uma base ordenada do espaço linear W .

A matriz A que representa T nas bases, B do espaço de partida e B′ do
espaço de chegada, é a matriz que para todo x ∈ V satisfaz

(T(x))B′ = AxB, (6.6)

onde xB e (T(x))B′ designam, respectivamente, os vectores das coordenadas de
x na base B e de T (x) na base B′. Se dimV = n e dimW = p, a matriz A é do
tipo p× n.

Para designar a matriz A em (6.6) usa-se a notação M(T,B,B′).

Nota 36. Para uma função linear T : V → V em que se fixa a mesma base
B no espaço de partida e de chegada, referimo-nos à matriz que representa T
simplesmente como a “matriz que representa T na base B”.

Proposição 6.6. Matriz que representa uma função linear
A matriz que representa a função linear T : V → W na base ordenada

B = (v1, . . . , vn) de V e na base ordenada B′ de W , é a matriz A cujas colunas
são os vectores das coordenadas (T(v1))B′ , (T(v2))B′ , . . . , (T(vn))B′ (por esta
ordem). Ou seja,

A = M(T,B,B′) =



(T(v1))B′ (T(v2))B′ · · · (T(vn))B′



 . (6.7)

Nota 37. Existe uma única matriz que representa uma função linear T : V →W
em relação a bases ordenadas fixas em V e em W . A unicidade desta matriz
é consequência da unicidade dos vectores das coordenadas que constituem as
colunas da matriz.

Na Figura 6.3 ilustramos a definição de matriz que representa uma função
linear em relação a bases fixadas no espaço de partida V e no espaço de chegada
W .

Exemplo 6.4. Considere-se a função linear T (x, y, z) = (2x−y, 3z+y). Podemos
escrever

T









x
y
z







 =

[

2 −1 0
0 1 3

]




x
y
z



 = A





x
y
z



 .
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Um vector de xB (T(x))B′

V W

Espaço linearEspaço linear

de dimensão n de dimensão p

I I

Base B Base B′

x

T

A

Rn (ou Cn) Rp (ou Cp)

Um vector de

T (x)

(T(x))B′ = AxB

Figura 6.3: A matriz A, do tipo p× n, representa a função linear T : V →W em
relação à base B de V e à base B′ de W . Os espaços V e W têm dimensões n e
p, respectivamente. O isomorfismo I é a função (linear) que aplica cada vector de
um espaço linear no vector das coordenadas na base fixada nesse espaço.

Ou seja, a imagem por T de um qualquer vector de R3 pode obter-se multiplicando
a matriz A por esse vector.

A matriz A representa T em relação à base canónica de R3 (espaço de partida)
e à base canónica de R2 (espaço de chegada), uma vez que as colunas da matriz A
são as imagens dos vectores da base canónica de R3,

T (1, 0, 0) = (2, 0), T (0, 1, 0) = (−1, 1) e T (0, 0, 1) = (0, 3).

!

Exemplo 6.5. Consideremos a função T : P3 → P2, definida por T (p(t)) =
3p′(t), onde Pn designa o espaço linear dos polinómios de grau menor ou igual a
n, e p′(t) designa a derivada de p. Fixemos as bases B1 = (1− t, t2, 2t3, 1+ t) em
P3, e B2 = (2, t+1, t−t2) em P2. Pretende-se determinar a matriz que representa
T em relação a estas bases. Para tal, calculemos as coordenadas dos vectores

T (1− t) = −3, T (t2) = 6t, T (2t3) = 18t2, T (1 + t) = 3,

na base B2. As coordenadas de T (1− t) = −3 podem obter-se da seguinte forma:

−3 = 2α+ β(t+ 1) + γ(t− t2) = (2α+ β) + (β + γ)t− γt2

⇐⇒







2α + β = −3
β + γ = 0
−γ = 0

⇐⇒ α = −3/2 e β = γ = 0.
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Por conseguinte, (T(1 − t))B2 = (−3/2, 0, 0). Calculando de igual modo as
restantes colunas da matriz pretendida, obtemos

(T(t2))B2 = (−3, 6, 0), (T(2t3))B2 = (−9, 18,−18) e (T(1+t))B2 = (3/2, 0, 0).

Assim, a matriz que representa T nas bases fixadas, é

M(T,B1, B2) =





−3/2 −3 −9 3/2
0 6 18 0
0 0 −18 0



 .

Vejamos agora como usar esta matriz para calcular a imagem por T de um certo
polinómio de P3. Por exemplo, pretende-se usar M(T,B1, B2) para determinar
T (q) onde q(t) = 2 + 2t− 5t2 + 4t3.

Comecemos por notar que o vector das coordenadas de q na base B1 é qB1 =
(0,−5, 2, 2). Por definição de matriz que representa uma função linear, tem-se

(T(q))B2 =





−3/2 −3 −9 3/2
0 6 18 0
0 0 −18 0











0
−5
2
2







B1

=





0
6
−36





B2

.

Assim, como (T(q))B2 = (0, 6,−36), a imagem de q por T é

T (q(t)) = 6(t+ 1)− 36(t− t2) = 6− 30t+ 36t2.

De facto, usando a expressão de T podemos confirmar este resultado:

T (q(t)) = 3q′(t) = 3(2+ 2t− 5t2 +4t3)′ = 3(2− 10t+12t2) = 6− 30t+36t2.

!

Exemplo 6.6. Considere-se a função T (f) =
∫ t
0 f(x)dx, definida no espaço P2

dos polinómios de grau menor ou igual a 2. É claro que a imagem de um po-
linómio de P2 é um polinómio de grau menor ou igual a 3, e portanto podemos
tomar para espaço de chegada o espaço P3, ou seja, considerar T : P2 → P3.
Fixemos em P2 e em P3 as respectivas bases canónicas: BCP2 = (1, t, t2) e
BCP3 = (1, t, t2, t3). Como

T (1) =

∫ t

0

1 dx = t, T (t) =

∫ t

0

x dx =
t2

2
e T (t2) =

∫ t

0

x2 dx =
t3

3
,
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as colunas da matriz que representa T nas bases fixadas são os vectores das coor-
denadas de T (1), T (t) e T (t2) na base BCP3 , ou seja, respectivamente os vectores
(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1/2, 0) e (0, 0, 0, 1/3). Assim, a matriz que representa o integral
indefinido (como função de P2 em P3) relativamente às bases consideradas, é

M =







0 0 0
1 0 0
0 1/2 0
0 0 1/3






. (6.8)

!

Alguns exemplos geométricos de funções lineares

Nesta secção pretendemos identificar as matrizes que representam (na base canó-
nica) certas funções lineares definidas em R2 e R3. Como vimos, para obter essa
matriz basta conhecermos as imagens dos vectores da base canónica. Em todos os
exemplos que se seguem consideramos fixada a base canónica, quer no espaço de
partida quer no espaço de chegada.

Exemplo 6.7. 1. T : R2 → R2 é uma reflexão em relação ao eixo dos xx
(Figura 6.4).

x

T(x)

Figura 6.4: Reflexão em relação ao eixo dos xx.

Como
T (1, 0) = (1, 0) e T (0, 1) = (0,−1),

a matriz que representa T é

A =

[

1 0
0 −1

]

.

Ou seja, T (x, y) = A

[

x
y

]

= (x,−y).
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2. T : R2 → R2 é uma reflexão em relação à recta y = x (Figura 6.5).

x

T(x)

Figura 6.5: Reflexão em relação à recta y = x.

Como T (1, 0) = (0, 1) e T (0, 1) = (1, 0), a matriz que representa T é

A =

[

0 1
1 0

]

.

Portanto, T (x, y) = (y, x).

3. T : R2 → R2 é a projecção ortogonal sobre o eixo dos yy (Figura 6.6).

xT(x)

Figura 6.6: Projecção ortogonal sobre o eixo dos yy.

Como T (1, 0) = (0, 0) e T (0, 1) = (0, 1), a matriz que representa T é

A =

[

0 0
0 1

]

.

Assim, T (x, y) = (0, y).

4. T : R2 → R2 é uma rotação em torno da origem de um ângulo θ no
sentido directo (Figura 6.7).
A imagem de (1, 0) por T é obviamente T (1, 0) = (cos θ, sen θ) e a de (0, 1)
é T (0, 1) = (− sen θ, cos θ). Logo, a matriz que representa T é

Rθ =

[

cos θ − sen θ
sen θ cos θ

]

.
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sen θ

cos θ

θ x T (e1)

T (e2)

T(x)

Figura 6.7: Rotação em torno da origem de um ângulo θ no sentido directo.

Por exemplo, a rotação em torno da origem de um ângulo π/4 no sentido
directo (ou anti-horário, ou positivo) é

T (x) = Rπ/4x =

√
2

2

[

1 −1
1 1

]

x,

ou seja, T (x, y) =
√
2
2 (x− y, x+ y).

!

Exercı́cio 6.6. Considere as funções lineares T : R3 → R3 definidas a seguir.
Mostre que as matrizes M indicadas representam T em relação à base canónica
de R3.

1) T é uma reflexão em relação ao plano xy, M =





1 0 0
0 1 0
0 0 −1



.

2) T é a projecção ortogonal sobre o plano yz, M =





0 0 0
0 1 0
0 0 1



.

3) T é uma rotação em torno do eixo dos zz de um ângulo θ no sentido positivo,

M =





cos θ − sen θ 0
sen θ cos θ 0
0 0 1



.

Verifique ainda que a imagem de um qualquer ponto x = (x, y, z) é

T (x, y, z) = (x cos θ − y sen θ, x sen θ + y cos θ, z).

O sentido directo (ou positivo) de uma rotação em torno de um eixo é es-
tabelecido da seguinte forma: um observador, alinhado com o eixo, com
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os pés na origem e a cabeça direccionada no sentido positivo do eixo, vê a
rotação no plano perpendicular ao eixo realizar-se no sentido anti-horário.

4) T é uma rotação em torno do eixo dos yy de um ângulo θ no sentido directo,

M =





cos θ 0 sen θ
0 1 0

− sen θ 0 cos θ



 .

$

Para finalizar esta secção refira-se que o conjunto

L(V,W ) = {T : V →W ; T é linear}

é um espaço linear. O conjunto L(V,W ) é um subconjunto do espaço linear F
das funções f : V → W , entre espaços lineares sobre o mesmo corpo K, com as
operações de adição e multiplicação por escalares definidas por

(f + g)(v) = f(v) + g(v) (αf)(v) = αf(v), para todo f, g ∈ F e α ∈ K.

Como a soma de funções lineares é uma função linear e a multiplicação de uma
função linear por um escalar é uma função linear (ver Exercı́cio 6.1), tem-se que
L(V,W ) é fechado para estas operações, e portanto um subespaço de F .

Sejam V e W espaços lineares de dimensões dimV = n e dimW = p.
Fixadas bases ordenadas B e B′, respectivamente, em V e em W , é fácil concluir
que a aplicação que a cada T ∈ L(V,W ) faz corresponder a matriz M(T,B,B′)
do tipo p× n, é uma função linear bijectiva. Ou seja, L(V,W ) é um espaço linear
isomorfo ao espaço Mp×n, das matrizes p×n (reais se V e W são espaços lineares
reais ou complexas se estes espaços forem complexos).

Enunciamos na proposição seguinte este resultado.
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Proposição 6.7. Sejam V e W espaços lineares sobre o mesmo corpo K, de
dimensões dimV = n e dimW = p. Fixadas bases ordenadas B em V e B′ em
W , o espaço linear

L(V,W ) = {T : V → W ; T é linear}

é isomorfo ao espaço linear Mp×n(K), das matrizes do tipo p× n com entradas
em K.

O isomorfismo é a bijecção que a cada função T : V → W de L(V,W ) faz
corresponder a matriz M(T,B,B′), que representa T nas bases ordenadas B de
V e B′ de W . Ou seja, o isomorfismo I : L(V,W )→Mp×n, é definido por

T 3−→M(T,B,B′).

Matrizes que representam uma função linear em relação a bases distintas

Pretendemos agora relacionar matrizes que representam uma dada função linear
em relação a bases distintas. Para tal, suponha-se que a função linear T : V →W
é representada pela matriz A em relação às bases B1 de V e B̃1 de W , e que T é
representada pela matriz C em relação às bases B2 de V e B̃2 de W . Isto é,

(T(x))B̃1
= AxB1 e (T(x))B̃2

= CxB2 para todo x ∈ V . (6.9)

Sendo y = T (x), então (T(x))B̃1
= yB̃1

e (T(x))B̃2
= yB̃2

representam o mesmo
vector y, respectivamente, nas bases B̃1 e B̃2. Assim, os vectores yB̃1

e yB̃2
estão

relacionados através da matriz M = MB̃2←B̃1
que realiza a mudança da base B̃1

para B̃2 (ver Definição 3.9 na página 157). Nomeadamente,

yB̃2
= MyB̃1

.

De igual modo, os vectores xB1 e xB2 estão relacionados através da matriz S =
SB2←B1 que realiza a mudança da base B1 para B2:

xB2 = SxB1 .

Usando (6.9), temos

yB̃2
= CxB2 ⇐⇒ MyB̃1

= CSxB1 ⇐⇒ MAxB1 = CSxB1 .
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Como as matrizes de mudança de base são invertı́veis e a equivalência acima é
verificada para todo x ∈ V , as matrizes A e C (que representam a mesma função
linear em relação a bases distintas) satisfazem a igualdade

MA = CS =⇒ A = M−1CS.

Relembremos que a matriz de mudança da base ordenada B = (v1, . . . , vk) para
a base ordenada B̃ é a matriz cujas colunas são os vectores das coordenadas,
(v1)B̃, . . . , (vk)B̃ (por esta ordem). Tendo em conta a forma da matriz em (6.7),
que define uma função linear em relação a bases fixadas no espaço de partida e de
chegada, a matriz de mudança de base MB̃←B pode interpretar-se, em termos de
funções lineares, como sendo a matriz que representa a função (linear) identidade
I : V → V , x 3→ x, em relação à base B no espaço de partida e à base B̃ no
espaço de chegada. Ou seja,

Num espaço linear W , a matriz de mudança da base ordenada B de W para a
base ordenada B̃ de W , é a matriz que representa a função identidade I : W →
W , x 3→ x, em relação à base B no espaço de partida e à base B̃ no espaço de
chegada. Isto é,

MB̃←B = M(I, B, B̃).

Considere-se o exemplo seguinte.

Exemplo 6.8. Seja T : R3 → R2 a função linear definida por

T : R3 −→ R2

(x, y, z) 3−→ (x+ y, y − z).

Como

T (x, y, z) = (x+ y, y − z) =

[

1 1 0
0 1 −1

]




x
y
z



 ,

a matriz que representa T em relação à base canónica de R3 e à base canónica de
R2 é a matriz

A = M(T,BCR3 , BCR2) =

[

1 1 0
0 1 −1

]

.

Fixemos agora em R3 e em R2 as bases ordenadas

B1 = ((1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1)) , B2 = ((2, 1), (1,−1)) .
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Determinemos a matriz que representa T em relação a estas bases. Como

T (1, 1, 0) = (2, 1) = u, T (0, 1, 1) = (1, 0) = v, T (1, 1, 1) = (2, 0) = w,

e
(2, 1) = 1× (2, 1) + 0× (1,−1)

(1, 0) = 1
3(2, 1) +

1
3(1,−1)

(2, 0) = 2
3(2, 1) +

2
3(1,−1),

temos uB2 = (1, 0), vB2 = (1/3, 1/3) e wB2 = (2/3, 2/3). Logo,

C = M(T,B1, B2) =





1 1
3

2
3

0 1
3

2
3



 .

As matrizes A e C estão relacionadas através de matrizes de mudança de base S
e M . O diagrama que apresentamos a seguir ajuda a estabelecer a relação entre
estas matrizes.

R3
BC

I
R3S=M(I,BC,B1)

!!

T

A
"" R2

BC

M=M(I,BC,B2)I
R2

!!

R3
B1

T

C
"" R2

B2

(6.10)

Na horizontal temos a função linear T com duas representações matriciais distin-
tas A e C. Na vertical, à esquerda, temos a matriz S que realiza a mudança da
base BC de R3 para a base B1, que é igualmente a matriz que representa a função
identidade IR3 : R3 → R3 em relação à base BC no espaço de partida e à base
B1 no espaço de chegada. Na vertical, à direita, temos a matriz M que realiza a
mudança da base BC de R2 para a base B2, que também é a matriz que representa
a função identidade IR2 : R2 → R2 em relação à base BC no espaço de partida e
à base B2 no espaço de chegada.

Dado um qualquer vector x = xBC ∈ R3, a sua imagem por T , yB2 =
(T(x))B2 , pode obter-se do diagrama (6.10) de duas formas distintas:

xBC 3−→ AxBC 3−→MAxBC = yB2 (6.11)

ou
xBC 3−→ SxBC 3−→ CSxBC = yB2 . (6.12)
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Isto é, MAxBC = CSxBC para todo x ∈ R3. Ou seja, MA = CS.
As aplicações em (6.11), correspondem a “ler” o diagrama (no sentido das

setas) primeiro na horizontal e em seguida na vertical. Enquanto que em (6.12) o
diagrama é percorrido primeiro na vertical e depois na horizontal.

Um diagrama (direccionado) deste tipo diz-se comutativo se o resultado da
composição de aplicações correspondentes a qualquer percurso entre dois vértices
é igual.

Determinemos agora as matrizes S e M de mudança de base. Como

(1, 0, 0) = 0× (1, 1, 0)− (0, 1, 1) + (1, 1, 1), (1, 0) =
1

3
(2, 1) +

1

3
(1,−1)

(0, 1, 0) = (1, 1, 0) + (0, 1, 1)− (1, 1, 1), (0, 1) =
1

3
(2, 1)−

2

3
(1,−1)

(0, 0, 1) = −(1, 1, 0) + 0× (0, 1, 1) + (1, 1, 1)

temos

S = M(IR3 , BC,B1) =





0 1 −1
−1 1 0
1 −1 1





M = M(IR2 , BC,B2) =

[

1/3 1/3
1/3 −2/3

]

.

Deixamos como exercı́cio a confirmação da igualdade A = M−1CS. !

No caso geral de uma função linear T : V →W , com V e W espaços lineares
reais de dimensões dimV = n e dimW = p, usamos também um diagrama
comutativo para ilustrar a relação entre as matrizes que representam T em relação
a bases distintas fixadas em V e em W . Designamos por Rn

(U,B) uma cópia de Rn

cujos elementos são vistos como vectores das coordenadas de vectores de U na
base B.

Na Figura 6.8 apresentamos à esquerda o diagrama comutativo que relaciona
as matrizes A e C que representam a função linear T : V → W em relação a
bases fixadas em V e W , e na mesma figura à direita é ilustrado o significado da
comutatividade do diagrama.

Obviamente que se T é uma função linear em que o espaço de partida e o de
chegada são o mesmo espaço (isto é, T : V → V ), e se neste espaço fixarmos a
mesma base, o diagrama comutativo anterior reduz-se ao diagrama da Figura 6.9.
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Rn
(V,B1)

S
!!

A
"" R

p

(W,B̃1)

M
!!

Rn
(V,B2) C

"" R
p

(W,B̃2)

xB1'

!!

( "" AxB1'

!!
SxB1

( "" CSxB1 = MAxB1

Figura 6.8: As matrizes A e C, que representam a função linear T em relação a
bases distintas, estão relacionadas através das matrizes de mudança de base M
e S. O diagrama do lado esquerdo é comutativo, e portanto CS = MA, ou
equivalentemente C = MAS−1.

Rn
(V,B1)

M
!!

A
"" Rn

(V,B1)

M
!!

Rn
(V,B2) C

"" Rn
(V,B2)

xB1'

!!

( "" AxB1'

!!
MxB1

( "" CMxB1 = MAxB1

Figura 6.9: As matrizes A e C que representam T : V → V são semelhantes:
C = MAM−1.

Ou seja, as matrizes A = M(T,B1, B1) e C = M(T,B2, B2), que represen-
tam T : V → V , respectivamente, em relação às bases B1 e B2 fixadas em V são
matrizes semelhantes, isto é, C = MAM−1 (recorde a Definição 4.8 de matrizes
semelhantes, página 188). Para referência futura, enunciamos este resultado.

Proposição 6.8. As matrizes A = M(T,B1, B1) e C = M(T,B2, B2), que
representam a função linear T : V → V em relação às bases B1 e B2 fixadas em
V , são matrizes semelhantes. Isto é,

C = MAM−1,

onde M é a matriz que realiza a mudança da base B1 para a base B2.

Nota 38. Uma função linear T : V → V diz-se um endomorfismo. Ou seja, um
endomorfismo é uma função linear do espaço linear V em si próprio.
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Matriz que representa a função composta

A partir da definição de matriz que representa uma função linear, é fácil deter-
minar a matriz que representa a composta de duas funções lineares. Sejam T1 :
V → W e T2 : W → U duas funções lineares, A = M(T1, B1, B2) a matriz que
representa T1 em relação à base B1 de V e à base B2 de W , e C = M(T2, B2, B3)
a matriz que representa T2 em relação à base B2 de W e B3 de U . Se A é a matriz
que representa T1, e C é a matriz que representa T2, tem-se (T1(x))B2 = AxB1 e
(T2(y))B3 = CyB2 . Além disso, como (T2 ◦ T1)(x) = T2(T1(x)), resulta

((T2 ◦T1)(x))B3 = C(AxB1) = (CA)xB1 .

Conclui-se portanto que a matriz CA representa (T2◦T1) sempre que A representa
T1 e C representa T2. Os diagramas seguintes ilustram este facto.

(V, B1)

(T2◦T1) ,,))))))))))

T1 "" (W, B2)

T2

!!

(U, B3)

Rn
(V,B1)

CA --*********

A "" R
p
(W,B2)

C
!!

Rk
(U,B3)

Proposição 6.9. Sejam T1 : V → W e T2 : W → U duas funções lineares,
A = M(T1, B1, B2) a matriz que representa T1 em relação à base B1 de V e à
base B2 de W , e C = M(T2, B2, B3) a matriz que representa T2 em relação à
base B2 de W e B3 de U .

A matriz que representa (T2 ◦ T1) : V → U em relação à base B1 de V e B3

de U , é a matriz CA, isto é,

CA = M(T2 ◦ T1, B1, B3).

6.3 Núcleo e contradomı́nio de uma função linear
Vimos que existe um isomorfismo entre o espaço das funções lineares e o espaço
das matrizes (ver Proposição 6.7). Este isomorfismo aplica uma dada função li-
near T : V → W na matriz M(T,B,B′), que representa T em relação às bases
B e B′ fixadas em V e em W . É assim de presumir que este isomorfismo (função
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linear bijectiva) permita traduzir vários resultados obtidos para matrizes em ter-
mos de funções lineares. A seguir estabelecemos algumas destas relações para
o contradomı́nio e para o núcleo de uma função linear. Comecemos por definir
núcleo de uma função linear entre espaços vectoriais.

Definição 6.6. Seja T : V → W uma função linear entre espaços lineares.
Chamamos núcleo de T ao conjunto dos elementos de V que são aplicados em
0 ∈ W . Designamos por N(T ) o núcleo de T .

Note-se que se A = M(T,BCRn , BCRp) é a matriz que representa T : Rn →
Rp em relação às bases canónicas de Rn e de Rp, isto é, T (x) = Ax, então a
definição de núcleo de T está de acordo com a definição de núcleo da matriz A
(ver Exemplo 6.9 a seguir).

O núcleo de uma função linear é um subconjunto do espaço de partida, e o
contradomı́nio um subconjunto do espaço de chegada (observe a Figura 6.10).

N(T ) Im(T )
V

W

T

Figura 6.10: O núcleo e o contradomı́nio de uma função linear T .

Exemplo 6.9. Seja T : Rn → Rp definida por T (x) = Ax. Por definição, o
núcleo de T é

N(T ) = {x ∈ Rn : T (x) = 0}
= {x ∈ Rn : Ax = 0} = N(A),

e o contradomı́nio

Im(T ) = {y ∈ Rp : y = T (x) para algum x ∈ Rn}
= {y ∈ Rp : y = Ax para algum x ∈ Rn} = EC(A).

Conclui-se que o núcleo de T é o núcleo da matriz A, e o contradomı́nio de T
é o conjunto dos vectores y ∈ Rp que são combinação linear das colunas de A,
ou seja, o espaço das colunas de A. Na Figura 6.11 esquematizam-se as noções
de núcleo e de contradomı́nio de T .

!
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0

yx1

x2

x = x1 + x2

T (x1) = Ax1 = y

T (x) =
Ax = y

T (x2) = Ax2 = 0

Rn

Rp

EC(A) = Im(T )

N(A) = N(T )

EL(A)

N(AT )

Figura 6.11: O núcleo e o contradomı́nio da função linear T definida por T (x) =
Ax.

Exemplo 6.10. a) Seja T : R2 → R2 a rotação de um ângulo θ em torno da
origem. Como o único vector de R2 que é aplicado por T em (0, 0) é a
origem, tem-se N(T ) = {0}. Além disso, qualquer vector de R2 é imagem
por T de algum outro vector de R2, logo Im(T ) = R2.

b) Seja T : R3 → R3 a projecção ortogonal sobre o plano xy.
Como os únicos vectores de R3 que são aplicados por T na origem são os
vectores do eixo dos zz, o núcleo de T é o eixo dos zz. Por outro lado,
qualquer vector de R3 é aplicado num vector do plano xy, logo o conjunto
imagem é o plano xy. Ou seja,

N(T ) = {(0, 0, z) : z ∈ R} e Im(T ) = {(x, y, 0) : x, y ∈ R}.

c) Seja T : R2 → R2 a reflexão em relação ao eixo dos xx. É fácil ver que
N(T ) = {0} e Im(T ) = R2.

!

Proposição 6.10. Sejam V e W espaços lineares. O núcleo e o contradomı́nio
de uma função linear T : V → W são subespaços lineares de V e de W , respec-
tivamente.

Demonstração. Já mostrámos, na página 330, que Im(T ) é um subespaço de W .
Para provar que N(T ) é um subespaço de V basta verificar que é fechado para a
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adição de vectores e para a multiplicação por escalares. Sejam x, v ∈ N(T ), isto
é

x, v ∈ N(T )⇐⇒ T (x) = 0 e T (v) = 0,

Da linearidade de T , resulta

T (x+ v) = T (x) + T (v) = 0 + 0 = 0 =⇒ x+ v ∈ N(T )

e
T (αx) = αT (x) = 0 =⇒ αx ∈ N(T ), α escalar.

Usando a definição de matriz que representa uma função linear T em relação a
bases fixadas no espaço de partida e no espaço de chegada, conclui-se facilmente
que o núcleo e o contradomı́nio de uma função linear são (sub)espaços isomorfos,
respectivamente, ao núcleo e ao espaço das colunas da matriz que representa T
nas bases fixadas (ver também o Exemplo 6.9). Este resultado é enunciado no
teorema seguinte.

Teorema 6.1. Seja T : V → W uma função linear e A = M(T,B,B′) a matriz
p× n que representa T em relação à base B de V e à base B′ de W . São válidas
as afirmações:

a) O isomorfismo de V em Cn determinado pela base B, aplica o núcleo de
T no núcleo de A.

b) O isomorfismo de W em Cp determinado pela base B′, aplica o contra-
domı́nio de T no espaço das colunas de A.

c) Verifica-se a igualdade:

dimN(T ) + dim Im(T ) = dimV. (6.13)

Passamos a designar a relação (6.13) por “Teorema da dimensão para funções
lineares”.

Demonstração. a) Seja x ∈ V um qualquer vector do núcleo de T , isto é, x é
um vector que verifica T (x) = 0. Da definição da matriz que representa T ,
tem-se (T(x))B′ = AxB para todo x ∈ V . Logo,

x ∈ N(T )⇐⇒ T (x) = 0⇐⇒ (T(x))B′ = 0⇐⇒ AxB = 0⇐⇒ xB ∈ N(A).
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O isomorfismo N(T ) → N(A) é a função (linear) que a cada vector x ∈
N(T ) faz corresponder o vector das coordenadas xB .

b) Para mostrar que Im(T ) é um espaço linear isomorfo a EC(A), considere-
se y ∈ Im(T ). Logo, y = T (x) para algum x ∈ V . Da definição de matriz
que representa T , temos

y ∈ Im(T )⇐⇒ T (x) = y, para algum x ∈ V

⇐⇒ (T(x))B′ = AxB = yB′ , para algum xB ∈ C
n

⇐⇒ yB′ ∈ EC(A).

O isomorfismo Im(T ) → EC(A) é a função (linear) que a cada vector
y ∈ Im(T ) faz corresponder o vector das coordenadas yB′ .

c) Da Proposição 3.9 (pág. 137) sabemos que o isomorfismo que a cada vector
de um espaço linear faz corresponder o respectivo vector das coordenadas
numa base fixada, aplica bases em bases (ver também o Exercı́cio 6.3).
Do Teorema da dimensão para matrizes (Teorema 3.6, pág. 144) temos
dimN(A) + dimEC(A) = n, onde n é o número de colunas de A, ou
seja, n = dimV . Logo, como N(A) é isomorfo a N(T ) e Im(T ) isomorfo
a EC(A), tem-se dimN(T ) = dimN(A) e dim Im(T ) = dimEC(A).
Por conseguinte, dimN(T ) + dim Im(T ) = dimV .

O núcleo e o contradomı́nio de uma função linear T : V → W são espaços
lineares isomorfos, respectivamente, ao núcleo e ao espaço das colunas de uma
matriz que represente T , mas não são necessariamente iguais a estes espaços. Os
exemplos que apresentamos a seguir ilustram esta situação.

Exemplo 6.11. Consideremos a função linear T (p(t)) = 3p′(t) do Exemplo 6.5.
No exemplo referido, foi calculada a matriz que representa T : P3 → P2 em
relação às bases B1 = (1− t, t2, 2t3, 1 + t) de P3, e B2 = (2, t+ 1, t− t2) de P2,
a saber:

A =





−3/2 −3 −9 3/2
0 6 18 0
0 0 −18 0



 .

Esta matriz é tal que yB2 = (T(x))B2 = AxB1 . Pretendemos obter o núcleo e o
contradomı́nio de T . Para determinar o núcleo de T e o contradomı́nio Im(T ),

351
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vamos calcular N(A) e EC(A). A matriz A já está em escada e portanto uma
base para o espaço das colunas é dada pelas três primeiras colunas de A, donde

EC(A) = Span {(−3/2, 0, 0), (−3, 6, 0), (−9, 18,−18)} .

A base do espaço das colunas de A é um subconjunto de R3, e portanto não pode
ser um conjunto gerador do contradomı́nio de T , uma vez que o contradomı́nio
de T é um conjunto de polinómios de grau menor ou igual a 2. No entanto, o
contradomı́nio de T é gerado pelos polinómios cujos vectores das coordenadas na
base B2 geram EC(A). Assim, atendendo a que

(p1(t))B2 = (−3/2, 0, 0) =⇒ p1(t) = −3
(p2(t))B2 = (−3, 6, 0) =⇒ p2(t) = 6t
(p3(t))B2 = (−9, 18,−18) =⇒ p3(t) = −18t2,

os polinómios p1, p2 e p3 formam uma base de Im(T ). Logo,

Im(T ) = Span
{

−3, 6t,−18t2
}

.

Como dim Im(T ) = 3 e dimP2 = 3, temos Im(T ) = P2.
Pelo Teorema da dimensão para funções lineares, sabemos que dimN(T ) =

dimP3−dim Im(T ) = 4−3 = 1. Para determinarmos o núcleo de A, resolvemos
o sistema Ax = 0:







−3/2x− 3y − 9z + 3/2w = 0
6y + 18z = 0

18z = 0
⇐⇒ {x = w, y = 0, z = 0.

Consequentemente,
N(A) = Span {(1, 0, 0, 1)} .

O núcleo de T é gerado pelos polinómios de P3 cujos vectores das coordenadas
na base B1 geram o núcleo de A. Assim,

N(T ) = Span {2} ,

uma vez que (p(t))B1 = (1, 0, 0, 1) é o polinómio constante p(t) = (1− t)+ (1+
t) = 2.

Podemos confirmar este resultado usando a definição de núcleo de T . O núcleo
de T é o conjunto dos polinómios p que verificam T (p) = 3p′(t) = 0, ou equiva-
lentemente, os polinómios cuja derivada é zero. Estes polinómios são os constan-
tes, isto é, os múltiplos do polinómio constante 2. !

352



Capı́tulo 6. Funções Lineares

Exemplo 6.12. No Exemplo 6.6 obtivemos a matriz que representa T : P2 →
P3 definida por T (f) =

∫ t
0 f(x)dx, em relação às bases canónicas fixadas nos

espaços dos polinómios P2 e P3. Esta matriz (ver (6.8) na página 338), é

M =







0 0 0
1 0 0
0 1/2 0
0 0 1/3






.

A matriz M possui três colunas linearmente independentes, e portanto as colunas
de M formam uma base para EC(M) (o qual é um subespaço de R4 de dimensão
3). Logo, o contradomı́nio de T (que é um subespaço de P3) é gerado pelos
polinómios cujos vectores das coordenadas na base BCP3 são:

(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1/2, 0) e (0, 0, 0, 1/3).

Ou seja, Im(T ) = Span{t, t2/2, t3/3}. O contradomı́nio de T é assim o espaço
dos polinómios cujo valor em zero é igual a zero:

Im(T ) = {at+ bt2 + ct3 : a, b, c ∈ R}.

Como dim Im(T ) = 3, resulta do Teorema da dimensão para funções lineares que
dimN(T ) = dimP2 − dim Im(T ) = 3 − 3 = 0. Por conseguinte, o núcleo de
T é o polinómio constante igual a zero, N(T ) = {0}. Sugere-se como exercı́cio
que confirme que o núcleo de T é o vector zero de P2. !

O núcleo de uma função linear e invertibilidade

A injectividade de uma função é uma condição necessária e suficiente para que a
função seja invertı́vel (cf. Proposição 6.4). No caso da função T ser uma função
linear (entre espaços lineares), ainda se tem que T é invertı́vel se e só se N(T ) =
{0}. A Proposição seguinte caracteriza as funções lineares invertı́veis.

Proposição 6.11. Sejam V e W espaços lineares e T : V → W uma função
linear. São equivalentes as afirmações:

(i) T é injectiva.

(ii) T é invertı́vel.

(iii) O núcleo de T é N(T ) = {0}.
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Demonstração. A equivalência (i) ⇐⇒ (ii) é precisamente a Proposição 6.4.
Vamos mostrar a sequência de implicações: (ii)⇒ (iii)⇒ (i).
(ii) ⇒ (iii): Seja x um elemento qualquer do núcleo de T , isto é, tal que
T (x) = 0. Aplicando T−1 à última igualdade, vem T−1(T (x)) = x = T−1(0).
Como T−1 é uma função linear (cf. Proposição 6.3), a imagem de zero é zero (cf.
Proposição 6.1), e portanto x = T−1(0) = 0 para qualquer x ∈ N(T ). Ou seja,
N(T ) = {0}.
(iii) ⇒ (i): Suponhamos que N(T ) = {0} e sejam x, y ∈ V tais que T (x) =
T (y). Pela linearidade de T , tem-se

T (x) = T (y)⇐⇒ T (x)− T (y) = 0⇐⇒ T (x− y) = 0 =⇒ x− y = 0,

onde a última implicação segue do facto do núcleo de T apenas conter o elemento
zero. Conclui-se que, se T (x) = T (y) então x = y, ou seja, que T é injectiva.

Pela Proposição 6.11, a dimensão do núcleo de uma função linear ser zero
é uma condição necessária e suficiente para a função linear ser invertı́vel. Con-
sequentemente, pelo Teorema da dimensão para funções lineares, para que uma
função linear T : V → W seja invertı́vel é necessário que a dimensão do con-
tradomı́nio seja igual à dimensão do domı́nio (isto é, dim Im(T ) = dimV ). No
caso de endomorfismos T : V → V , é fácil ver que o Teorema da dimensão para
funções lineares, a Proposição 6.11, e o facto do N(T ) ser isomorfo ao núcleo da
matriz que representa T , permitem estabelecer as equivalências seguintes.

Seja V um espaço linear e T : V → V uma função linear. São válidas as
seguintes equivalências:

• N(T ) = {0} se e só se Im(T ) = V .

• T é injectiva se e só se é sobrejectiva.

• N(T ) = {0} se e só se qualquer matriz que represente T é invertı́vel.

Exemplo 6.13. Vejamos quais das funções lineares do Exemplo 6.7 são invertı́veis.

a) Quer a reflexão T : R2 → R2 em relação ao eixo dos xx, quer em relação à
recta y = x, são funções lineares invertı́veis. A função linear inversa destas
funções lineares coincide com a própria função, isto é, T = T−1.

b) A projecção ortogonal sobre o eixo dos yy não é invertı́vel. O núcleo desta
função linear é o eixo dos xx (e portanto diferente de {(0, 0)}).
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c) É fácil verificar geometricamente que a rotação T : R2 → R2 em torno
da origem de um ângulo θ é uma função invertı́vel, e que a sua inversa é a
rotação em torno da origem de um ângulo (−θ). A função T−1 é represen-
tada pela matriz de rotação de um ângulo (−θ), isto é,

R(−θ) =

[

cos(−θ) − sin(−θ)
sin(−θ) cos(−θ)

]

=

[

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]

.

Verifique que R−1
θ = R(−θ) = RT

θ . Note-se ainda que detRθ = cos2 θ +
sin2 θ = 1 &= 0 e portanto a matriz Rθ é sempre invertı́vel qualquer que seja
θ.

!

Exemplo 6.14. a) Pretende-se saber se existem funções lineares T : R3 →
R5 que sejam injectivas ou sobrejectivas.
Uma tal função linear é representada por uma matriz A do tipo 5 × 3. A
matriz A tem caracterı́stica menor ou igual a 3, ou seja, a dimensão do
espaço das colunas de A é no máximo 3. Consequentemente, a dimensão
do contradomı́nio de T é menor ou igual a 3. Assim, como dimR5 = 5
o contradomı́nio de T nunca pode ser R5, pelo que não existem funções
lineares T : R3 → R5 sobrejectivas.
Por outro lado, do Teorema da dimensão para funções lineares, resulta
dimN(T ) + dim Im(T ) = dimR3 = 3. Como dim Im(T ) pode ser igual
a 3, a igualdade anterior diz-nos que a dimensão do núcleo pode ser zero.
Assim, existem funções lineares injectivas (logo, invertı́veis) T : R3 → R5.

b) Pretendemos saber o mesmo que na alı́nea anterior mas para uma função
linear T : R5 → R3.
Uma matriz que represente uma tal função linear é do tipo 3 × 5, e por-
tanto tem caracterı́stica menor ou igual a 3. Se tiver caracterı́stica 3, então
dim Im(T ) = dimR3 = 3, e portanto T será sobrejectiva. Além disso,
como dimN(T ) + dim Im(T ) = 5 e dim Im(T ) é no máximo 3, resulta
que dimN(T ) é no mı́nimo 2, e portanto nunca se poderá ter N(T ) = {0}.
Ou seja, não existem funções lineares injectivas T : R5 → R3.

!

Vejamos agora qual é a matriz que representa uma função linear invertı́vel em
relação a bases fixadas no espaço de partida e de chegada. Consideremos uma
função linear T : V → W e T−1 : W → V a sua inversa. Sendo T invertı́vel,
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tem-se que dimV = dimW . Seja A = M(T,B1, B2) a matriz (quadrada) que
representa T em relação às bases B1 de V e B2 de W , e C = M(T−1, B2, B1) a
matriz que representa a função (linear) inversa T−1. Da definição de matriz que
representa uma função linear, e da definição de inversa, obtém-se

T−1(T (x)) = x⇐⇒ C(AxB1) = xB1 , para todo x ∈ V .

Como CAxB1 = xB1 para todo x ∈ V , tem-se CA = I . Ou seja, a matriz C é a
inversa de A.

Enunciamos na proposição seguinte o que acabámos de mostrar.

Proposição 6.12. Sejam V e W espaços lineares da mesma dimensão, B1 uma
base ordenada de V e B2 uma base ordenada de W .

Se A = M(T,B1, B2) é a matriz que representa a função linear invertı́vel
T : V → W , então A−1 é a matriz que representa a função (linear) inversa
T−1 : W → V . Isto é, A−1 = M(T−1, B2, B1).

Valores próprios de funções lineares

No Capı́tulo 4 estudámos valores e vectores próprios de matrizes. Como o espaço
L(V, V ), das funções lineares de um espaço linear V em si próprio, é isomorfo a
um espaço de matrizes quadradas (cf. Proposição 6.7), é natural definir valores
e vectores próprios de uma função linear. Como veremos, os valores próprios
e vectores próprios de uma função linear T : V → V são valores e vectores
próprios de uma matriz que representa T em relação a bases fixas em V . Contudo
o recı́proco não é sempre válido, em particular se V é um espaço linear real e a
matriz A que representa T tem valores próprios complexos, os valores próprios de
A não são valores próprios de T (ver o Exemplo 6.15 abaixo).

Definição 6.7. Seja V um espaços linear sobre o corpo K, e T : V → V uma
função linear.

Um escalar λ ∈ K diz-se um valor próprio de T se existe um vector não nulo
v ∈ V tal que

T (v) = λv. (6.14)

Equivalentemente, λ ∈ K é um valor próprio de T se N(T − λI) &= {0}, onde I
é a função identidade definida em V .

Quando um vector não nulo v ∈ V satisfaz a igualdade (6.14) para um certo
λ ∈ K, diz-se que v é um vector próprio de T associado ao valor próprio λ.
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Usando a definição de matriz que representa uma função linear, relacionam-se
agora os valores e vectores próprios de uma matriz que represente a função linear
com os valores e vectores próprios da função linear dada.

Proposição 6.13. Seja T : V → V uma função linear, onde V é um espaço
vectorial sobre K, e A a matriz que representa T em relação a uma base fixada
em V . São válidas as afirmações:

• Os valores próprios de T são valores próprios de A.

• Os valores próprios de A pertencentes a K são valores próprios de T .

• Se dimV = n, então T tem no máximo n valores próprios (pode não ter
nenhum).

Demonstração. Da definição de matriz que representa uma função linear T tem-
se

T (x) = λx⇐⇒ (T(x))B = (λx)B ⇐⇒ AxB = λxB.

Por conseguinte, os valores próprios de T são valores próprios de A. Os valores
próprios da matriz A, só serão valores próprios de T se pertencerem ao corpo K.

Como a matriz A que representa T tem n valores próprios, dos itens anteriores
conclui-se que T tem no máximo n valores próprios.

No exemplo a seguir, apresentamos uma função linear T : V → V que não
tem valores próprios enquanto que a matriz que representa a função tem sempre
n = dimV valores próprios.

Exemplo 6.15. Seja T : R2 → R2 definida por T (x, y) = (−y, x). A matriz que
representa T na base canónica de R2 é

A =

[

0 −1
1 0

]

.

Os valores próprios de A são λ = ±i. Claramente, não existe nenhum vector
v &= 0 do domı́nio da função T (isto é, de R2) que verifique T (v) = iv. Logo, T
não tem valores próprios. Dito de outra forma, os valores próprios de A não são
escalares do corpo K = R sobre o qual V = R2 (o domı́nio de T ) é um espaço
linear. !
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Define-se espaço próprio E(λ) de um valor próprio λ da função linear T :
V → V como sendo o espaço gerado pelos vectores próprios de T associados a
λ. Ou seja,

λ é valor próprio de T =⇒ E(λ) = Span{x ∈ V : T (x) = λx} = N(T − λI),

onde I : V → V é a função identidade.
Seja A a matriz que representa a função linear T : V → V em relação a uma

base fixada em V . Os espaços próprios correspondentes a valores próprios λ de
A (isto é, o núcleo da matriz (A − λI)) são isomorfos aos espaços próprios de T
sempre que λ é valor próprio de T .

Os espaços próprios de funções lineares são exemplos de espaços invariantes
por T .

Definição 6.8. Um subespaço S do espaço linear V diz-se um subespaço inva-
riante por T : V → V se T (S) ⊂ S. Isto é, S é invariante por T se a imagem
por T de qualquer vector de S ainda é um vector de S.

É consequência da definição de espaço próprio de uma função linear o resul-
tado seguinte.

Seja V um espaço linear sobre o corpo K e T uma função linear T : V → V .
Se λ é um valor próprio de T , o espaço próprio E(λ) é um subespaço de V

invariante por T .

6.4 O espaço dual de um espaço linear
É frequentemente útil considerar funções lineares definidas num espaço vectorial
que tomam valores escalares. Estas funções constituem um espaço linear que se
designa por dual.

A noção de dualidade é importante em várias áreas da matemática como a
geometria projectiva, a lógica e teoria de conjuntos, a geometria diferencial, etc.
Abordamos nesta secção a noção de espaço dual de um espaço linear de dimensão
finita, definimos a base dual de uma dada base e mostramos que a função dual de
uma função linear entre espaços lineares é representada pela matriz transposta da
matriz que representa a função dada.

Passamos a definir o espaço dual de um espaço linear de dimensão finita.
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Definição 6.9. Espaço dual
Se V é um espaço linear (de dimensão finita) sobre o corpo K, o espaço dual

de V é o conjunto V ∗ = L(V,K) das funções lineares de V em K.
Os elementos de V ∗ são designados por funcionais lineares, ou formas-1, ou

covectores.
Se ξ ∈ V ∗ usamos indistintamente ξ(v) ou 〈〈ξ , v〉〉, para designar a imagem em
K do vector v ∈ V pela função ξ.

Exemplo 6.16. 1. Um elemento de (Rn)∗ é uma função da forma (x1, . . . , xn) 3−→
α1x1 + · · ·+ αnxn, com αi ∈ R.

2. Seja V = Pn o espaço dos polinómios reais de variável real de grau menor
ou igual a n. A função de Pn em R, definida por

p 3−→
∫ b

a

p(x) dx,

é um funcional linear, isto é, um elemento de V ∗ = (Pn)∗.

3. Se f : Rn → R é uma função diferenciável e Df a sua derivada, então a
função Rn → R, definida por

x 3−→ Df(x)

é um elemento de (Rn)∗.
!

Da Proposição 6.7 (pág. 342), sabemos que V ∗ = L(V,K) é um espaço linear
e que, se V é um espaço linear de dimensão n, V ∗ é isomorfo ao espaço das
matrizes M1×n(K), do tipo 1×n, com entradas em K (a dimensão de K é igual a
1). Ou seja, V ∗ é isomorfo a M1×n(K) enquanto que V é isomorfo a Mn×1(K).
Por conseguinte, a dimensão de V ∗ é igual à dimensão de V .

Dada uma base B do espaço linear V podemos definir uma base B∗ de V ∗ a
partir de B do seguinte modo. Seja {v1, v2, . . . , vn} uma base de V e definam-se
n elementos v1, v2, . . . , vn de V ∗ através das igualdades

vi(vj) = δij =

{

1 se i = j
0 se i &= j.

(6.15)

Recordemos que na definição anterior, a expressão vi(vj) significa a imagem do
vector vj ∈ V pela função linear vi. O conjunto {v1, v2, . . . , vn} é uma base de
V ∗ como se mostra na proposição seguinte.
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Proposição 6.14. Se {v1, v2, . . . , vn} é uma base de V , então o conjunto
{v1, v2, . . . , vn} formado pelos vectores de V ∗ que satisfazem (6.15), é uma base
de V ∗.

A base {v1, v2, . . . , vn} é designada por base dual.

Demonstração. Como dimV ∗ = dimV , o espaço V ∗ tem dimensão n e portanto
basta mostar que o conjunto {v1, v2, . . . , vn} é linearmente independente. Escre-
vendo a função linear nula, 0 : V → K, como combinação linear de v1, v2, . . . , vn,
pretende-se mostrar que a única solução de c1v1 + · · · + cnvn = 0 é c1 = · · · =
cn = 0. Avaliando esta combinação linear de funções lineares em vj , tem-se

c1v
1 + · · ·+ cnv

n = 0 =⇒ c1v
1(vj) + · · ·+ cnv

n(vj) = 0,

Usando a definição (6.15), a expressão anterior é

0 = c1v
1(vj) + · · ·+ cnv

n(vj) = cjv
j(vj) = cj,

para todo j = 1, . . . , n. Logo, o conjunto {v1, v2, . . . , vn} é linearmente indepen-
dente e portanto uma base de V ∗.

Se B = (v1, v2, . . . , vn) é uma base ordenada de V e B∗ = (v1, v2, . . . , vn) é a
base dual, qualquer elemento ξ de V ∗ escreve-se de forma única como combinação
linear dos covectores vi. As componentes de ξ na base dual são os escalares
ξ1, . . . , ξn que satisfazem ξ(vi) = ξi, para i = 1, . . . , n. De facto, usando a
definição de base dual, o valor de ξ = ξ1v1 + · · ·+ ξnvn em qualquer vector vi da
base B é

ξ(vi) = ξ1v
1(vi) + · · ·+ ξnv

n(vi) = ξi.

Assim, o vector das coordenadas de ξ ∈ V ∗ na base B∗ = (v1, v2, . . . , vn) é
(ξ)B∗ = (ξ1, . . . , ξn) onde ξi = ξ(vi), para i = 1, . . . , n.

Consideremos u ∈ V e ξ ∈ V ∗ tais que uB = (u1, . . . un) e ξB∗ = (ξ1, . . . ξn).
Isto é, u = u1v1 + · · · + unvn e ξ = ξ1v1 + · · · + ξnvn. A imagem de u por ξ é
dada por

ξ(u) = ξ1v1(u1v1 + · · ·+ unvn) + · · ·+ ξnvn(u1v1 + · · ·+ unvn)
= ξ1u1 + · · ·+ ξnun,

(6.16)

onde aplicámos o facto dos vj serem funções lineares bem como a definição de
base dual. Usando o isomorfismo que a cada vector de um espaço linear associa
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o vector das coordenadas, a expressão (6.16) pode escrever-se matricialmente na
forma

ξ(u) = ξB∗ uB =
[

ξ1 · · · ξn
]






u1
...
un




 . (6.17)

Nota 39. Se considerarmos os elementos de Rn como vectores coluna de n com-
ponentes reais, o espaço dual (Rn)∗ identifica-se como os vectores linha de n com-
ponentes reais. De acordo com (6.17), o valor de um funcional linear ξ ∈ (Rn)∗

num vector u ∈ Rn é obtido por multiplicação matricial (do vector linha ξ pelo
vector coluna u).

Exemplo 6.17. Considere-se a base canónica (e1, . . . , en) de Rn, e (e1, . . . , en) a
respectiva base dual. Se x = (x1, . . . , xn) é um vector de Rn, então

ei(x) = ei(x1e1 + · · ·xnen) = xi.

Seja f : Rn → R uma função diferenciável e Df a sua derivada, então o
funcional linear Df(x) de (Rn)∗ é

Df(x) =
∂f

∂x1
e1 + · · ·+

∂f

∂xn
en.

!

Exercı́cio 6.7. Mostre que a aplicação que a um vector v ∈ V associa o funcional
η ∈ (V ∗)∗ (função linear de V ∗ em K), definida por η(ξ) = ξ(v), para todo
ξ ∈ V ∗, é um isomorfismo entre V e (V ∗)∗. $

Dada uma função linear T entre dois espaços lineares V e W , esta função
induz uma função linear entre os espaços duais W ∗ e V ∗, conforme se explicita a
seguir.

Proposição 6.15. Sejam V e W espaços lineares e T : V → W uma função
linear. Existe uma única função linear T ∗ : W ∗ → V ∗ que satisfaz

〈〈T ∗(ξ) , v〉〉 = 〈〈ξ , T (v)〉〉, ξ ∈ W ∗, v ∈ V. (6.18)

Deixamos como exercı́cio verificar que a função T ∗ é linear e está bem definida.

Exercı́cio 6.8. Verifique que (6.18) é independente de v e que T ∗ é linear.
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A função T ∗ na proposição anterior é designada por função dual de T .

Na proposição seguinte mostramos que a matriz que representa T ∗ é a matriz
transposta da matriz que representa T .

Proposição 6.16. Seja B1 = (e1, . . . , en) uma base ordenada do espaço linear V ,
B1 = (e1, . . . , en) a respectiva base dual, B2 = (f1, . . . , fp) uma base ordenada
de W e B2 = (f 1, . . . , f p) a base dual respectiva.

Se A = M(T,B1, B2) é a matriz que representa a função linear T : V → W ,
então AT = M(T ∗, B2, B1) é a matriz que representa a função dual T ∗ : W ∗ →
V ∗.

Demonstração. Dizer que a matriz A = M(T,B1, B2) = [aij ] representa T sig-
nifica que a coluna j de A (isto é, o vector (a1j , a2j , . . . , apj)) é o vector das
coordenadas de T (ej) na base B2. Ou seja,

T (ej) = a1jf1 + a2jf2 + · · ·+ apjfp, j = 1, . . . , n. (6.19)

Se C = M(T ∗, B2, B1) = [cij ] é a matriz n × p que representa T ∗, pretende-
se mostrar que cij = aji, para todo i = 1, . . . , n e j = 1, . . . , p. Dizer que C
representa T ∗ nas bases B2 de W ∗ e B1 de V ∗, significa que a coluna j de C é o
vector das coordenadas de T ∗(f j) na base B1. Ou seja,

T ∗(f j) = c1je
1 + c2je

2 + · · ·+ cnje
n, j = 1, . . . p. (6.20)

Usando a definição de função dual e a expressão (6.19), temos

〈〈T ∗(f j) , ei〉〉 = 〈〈f j , T (ei)〉〉 = 〈〈f j , a1if1 + a2if2 + · · ·+ apifp〉〉
= a1i〈〈f j , f1〉〉+ a2i〈〈f j , f2〉〉+ · · ·+ api〈〈f j , fp〉〉
= aji, para i = 1, . . . , n e j = 1, . . . , p

onde na terceira igualdade usámos a linearidade de f j e na última igualdade a
definição da base dual.

Por outro lado, usando a igualdade (6.20), a expressão 〈〈T ∗(f j) , ei〉〉 é também
igual a

〈〈T ∗(f j) , ei〉〉 = 〈〈c1je1 + c2je
2 + · · ·+ cnje

n , ei〉〉
= c1j〈〈e1 , ei〉〉+ c2j〈〈e2 , ei〉〉+ · · ·+ cnj〈〈en , ei〉〉
= cij .

Por conseguinte, cij = aji, o que significa que C = AT .
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Exercı́cio 6.9. Considere ϕ : R2 × R2 → R definida por

ϕ(u,v) = uTJv, com J =

[

0 −1
1 0

]

.

a) Mostre que a aplicação ϕ& : R2 → (R2)∗, definida por 〈〈ϕ&(v),u〉〉 =
ϕ(u,v), é linear.

b) Determine a representação matricial de ϕ& em relação à base canónica de
R2 e à respectiva base dual.

c) Justifique que ϕ& é invertı́vel.
d) Seja ϕ' : (R2)∗ → R2 a função inversa de ϕ&. Determine a matriz que
representa ϕ' em relação à base dual da base canónica de R2 na partida, e à
base canónica na chegada.

$
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6.4. O espaço dual de um espaço linear

Exercı́cios
1.Diga, justificando, quais das seguintes

funções T : Rn → Rp (com n e p apro-
priados) são lineares.

a) T (x1, x2) = (x1 + x2, 3x1 − x2)
b) T (x1, x2) = (1 + x2, 3x1 − 1).
c) T (x1, x2, x3) = (2x1−x2+x3, x2−

4x3).
d) T (x1, x2, x3) = (x1−x2x3, 3x22, x1−

4x3).
e) T (x1, x2, x3) = (x1 + x2x3, 5x22).
f) T (x1, x2) = (x1−x2, 3x2, x1+5x2).

2. Sejam U e V espaços lineares e T : U →
V uma função linear.

a) Mostre que T (0) = 0.
b) Use a alı́nea anterior para concluir

que T : R2 → R3, definida por T (x, y) =
(2x − y, x + y + 1, x), não é uma
função linear.

3.Diga se as funções seguintes são ou não
um isomorfismo de espaços lineares.

a) T (x, y) = (x, x+ y, x− y).
b) T (x, y) = (2x− y,−4x+ 2y).
c) T (x, y) = (x+ 1, x− y).
d) T (x, y) = (x− y, x+ y).
e) T : R2 →M , onde M é o espaço li-

near das matrizes 2×2 anti-simétricas,
e T é definida por

T (x, y) =

[

0 x
−x 0

]

.

4.Determine a matriz que representa cada
uma das funções lineares T : Rn → Rp

(com n e p apropriados), em relação à base
canónica no espaço de partida e à base canónica
no espaço de chegada.

a) T (x1, x2) = (2x1 − x2, x1 + x2).
b) T (x1, x2) = (x1, x2).
c) T (x1, x2, x3) = (x1+2x2+x3, x1+

5x2, x3).
d) T (x1, x2, x3) = (0, 0, 0, 0).
e) T (x1, x2, x3, x4) = (x4, x1, x3, x2, x1−

x3).

5. Seja T : W → R3 uma função linear e
v1, v2 e v3 vectores do espaço linear W tais
que

T (v1) = (1,−1, 2), T (v2) = (0, 3, 2),
T (v3) = (−3, 1, 2).
Determine T (3v1 − v2 + 10v3).

6. Para cada uma das funções lineares T :
R2 → R2 seguintes, determine a matriz A
tal que T (x) = Ax. Use a matriz A para
obter as imagens por T do triângulo I de
vértices (−1, 2), (0, 0) e (1, 1).

a) T é a reflexão em relação ao eixo dos
xx;

b) T é a reflexão em relação à recta y =
x;

c) T é a projecção ortogonal sobre a recta
y = −x;

d) T é a rotação em torno da origem no
sentido anti-horário de um ângulo de
π/2.

7. Para cada uma das funções lineares T :
R3 → R3 seguintes, determine a matriz A
tal que T (x) = Ax. Use a matriz A para
obter as imagens por T do triângulo I de
vértices (−1, 2, 0), (0, 0, 1) e (1, 0, 1), onde
T é :

a) T é a reflexão em relação ao plano
xz;

b) T é a rotação em torno do eixo dos
zz, no sentido positivo, de um ângulo
de π/2.
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8. Sejam B1 e B2 as seguintes bases orde-
nadas de R2

B1 = ((1, 1), (1,−1)) , B2 = ((0, 1), (2, 3)) ,

e T : R2 → R2 a função linear definida
por T (x, y) = (x− 2y, 2x− y). Determine
as matrizes seguintes que representam nas
bases indicadas.

a) M(T,B1, B1).
b) M(T,B2, B2).
c) M(T,B1, B2).
d) M(T,B2, B1).

9. Seja A =

[

1 3
−2 −2

]

a matriz que re-

presenta a transformação T : R2 → R2 em
relação à base ordenada B = (v1,v2) onde
v1 = (1, 3), v2 = (−1, 4) .

a) Obtenha as coordenadas de T (v1) e
de T (v2) na base B.

b) Obtenha as coordenadas de T (v1) e
de T (v2) na base canónica de R2.

c) Determine a matriz que representa T
na base canónica de R2, e encontre
uma fórmula para T (x1, x2).

d) Use a fórmula obtida em c) para cal-
cular T (1, 1).

10. Seja B =

([

1 0
0 2

]

,

[

0 0
0 −1

]

,

[

1 2
2 0

])

uma base ordenada do espaço Sim(2) das
matrizes simétricas reais 2×2, e T : Sim(2)→
Sim(2) definida por T (A) = A+AT .

Diga quais das afirmações seguintes são
verdadeiras.

a) A matriz que representa T em relação
à base B é uma matriz diagonal 2×2.

b) A matriz que representa T em relação
à base B é uma matriz diagonal 3×3

c) T é uma função bijectiva.

11. Sejam T : R2 → R3 e S : R3 → R2

definidas por T (x, y) = (x+ y, y − x, 2y)
S(x, y, z) = (x− y, y + z).

a) Determine a expressão: (S◦T )(x, y).
b) Determine a matriz A que representa

(S ◦ T ) em relação à base canónica
de R2, e diga se (S◦T ) é um isomor-
fismo.

c) Seja M = MBC←B =

[

2 −1
−1 1

]

a

matriz que realiza a mudança da base
ordenada B para a base canónica de
R2. Determine a matriz C = M(S ◦
T,B,B).

12.Considere em R3 a base canónica BC =
(e1, e2, e3) e a base ordenada

B = ((−1, 1, 1), (−1,−1, 1), (0, 0, 1)) .

a) Determine a matriz F que realiza a
mudança da base BC para B, isto é,
a matriz F tal que xB = FxBC .

b) Dado um vector u = x1e1 + x2e2 +
x3e3, isto é, tal que uBC = (x1, x2, x3),
determine uB = (y1, y2, y3).

c) Considere a função linear T : R3 →
R3, cuja representação matricial na

base canónica é





2 −4 −4
0 5 1
0 1 5



.

Determine a matriz que representa T
na base B.

13.Considere as funções T : R3 → R3 e
S : R3 → R2 definidas por:

T (x, y, z) = (x+ 1, y, 2z + x)

S(x, y, z) = (2x− 2, y − z).

Indique o valor lógico das afirmações se-
guintes:
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6.4. O espaço dual de um espaço linear

a) S e T são funções lineares.
b) S ◦ T é uma função linear.
c) O espaço de chegada de S ◦ T é R2.
d) T é uma função linear invertı́vel.

14. Seja T : V → V uma função linear e
B = (u, v, w) uma base ordenada para V
tal que T (u − v) = 2u, T (2u + v) = v
e T (w) = u − v + w. Então, a matriz que
representa T em relação à base B no espaço
de partida e de chegada é:

a)





4
3

2
3 1

−1
3

−1
3 −1

0 0 1





b)





2
3

−4
3 1

1
3

1
3 −1

0 0 1





c)





2 0 1
0 1 −1
0 0 1



 d)





0 0 −1
2 0 1
0 0 1



 .

15. Seja T : R3 → R2 a função linear defi-
nida por:

T (1, 1, 0) = (2, 1), T (0, 1, 1) = (1, 1),

T (1, 0, 0) = (1, 1).

Então, T é dada por:

a) T (x, y, z) = (x+ y, x+ z)
b) T (x, y, z) = (y − x, x+ 2z)
c) T (x, y, z) = (2z + x+ y, x− z)
d) T (x, y, z) = (2x, x+ z)

16. Seja V o espaço linear real das matri-
zes reais 2×2, de entradas aij , satisfazendo
a11 + a22 = 0 e a12 + a21 = 0. Considere
as seguintes matrizes de V :

H =

[

1 0
0 −1

]

, J =

[

0 1
−1 0

]

.

a) Mostre que H e J são linearmente
independentes. Determine a dimensão
e indique uma base para V .

b) Dada a função linear T : V → V
definida por

T (H) = J , T (J) = −H ,

determine a matriz que representa T
em relação a uma base que contenha
H e J .

c) Determine a dimensão do núcleo de
T , e diga (justificando) se T é in-
vertı́vel.

17.Diga, justificando, em que casos se tem
T1 ◦ T2 = T2 ◦ T1.

a) T1 é a projecção ortogonal de (x, y) ∈
R2 no eixo dos xx, e T2 é a projecção
ortogonal de (x, y) ∈ R2 no eixo dos
yy;

b) T1 é a reflexão de (x, y) ∈ R2 relati-
vamente ao eixo dos xx, e T2 é a re-
flexão de (x, y) ∈ R2 relativamente
ao eixo dos yy;

18. Seja T : R2 → R2 a função linear defi-
nida por:

T (x1, x2) = (4x1 − 2x2, 2x1 − x2).

a) Determine o núcleo e a imagem da
função linear.

b) Indique um vector de R2 que não es-
teja na imagem da função.

c) Verifique a fórmula do Teorema da
dimensão para este exemplo.

19. Seja T : M → M uma função linear
definida no espaço linear M , das matrizes
2×2, por T (A) = A−AT . Indique o valor
lógico das afirmações seguintes:

366



Capı́tulo 6. Funções Lineares

a)
[

1 1
1 0

]

pertence ao conjunto imagem

de T .
b) T é sobrejectiva.

c)
[

1 1
1 0

]

pertence ao núcleo de T .

d) T é invertı́vel.

20.Considere as funções

T1(x, y) =

[

0 1
1 0

] [

x
y

]

, e

T2(x, y) = (x− 1, y − x).

Indique o valor lógico das afirmações se-
guintes:

a) T1 é invertı́vel.
b) T1 é linear e T2 não é linear.
c) T1 é não linear e T2 é linear.
d) T1 e T2 são funções lineares.

21. Seja M2×2 o espaço linear das matrizes
2 × 2 e T : M2×2 → M2×2 a aplicação
definida por T (A) = A+AT .

a) Mostre que T é uma função linear.
b) Determine a matriz K que representa

T em relação à base ordenada B de
M2×2 dada por:

B =

([

1 0
0 0

]

,

[

0 1
0 0

]

,

[

0 0
1 0

]

,

[

0 0
0 1

])

.

c) Determine bases para o núcleo e para
a imagem de T .

d) Diga, justificando, se T é injectiva ou
sobrejectiva.

e) Sendo C =

[

2 2
2 2

]

determine T−1(C).

Observação: Dada uma função f : A→
B e b ∈ B, define-se a imagem inversa de b

como sendo f−1(b) = {a ∈ A : f(a) = b}.
Note que o conjunto f−1(b) está definido
mesmo que não exista a função inversa de
f .
22. Seja T : P2 → P2 a aplicação defi-

nida por T (p(x)) = 2p(x) + p′(x), onde p′

a derivada de p, eP2 designa o espaço dos
polinómios de grau menor ou igual a 2.

a) Determine a matriz que representa T
em relação a alguma base ordenada
de P2.

b) Decida se T é invertı́vel.
c) Calcule T−1(2− x2).

23. Seja T : R3 → R3 uma função li-
near com dois valores próprios λ1 = 2 e
λ2 = −1. Considere a base ordenada B =
(v1,v2,v3) formada pelos vectores que ve-
rificam: (a) o vector v1 = (1, 0, 0) é um
vector próprio de T associado a λ1; (b) os
vectores v2 = (1, 1, 0) e v3 = (0, 1, 1) são
vectores próprios de T associados a λ2.

a) Determine T (2, 1, 2).
b) Determine a matriz A = M(T,BC,BC)

que representa T em relação à base
canónica de R3. Use A para verificar
se T é ou não injectiva.

c) Determine a matriz B = M(T,BC,B)
que representa T em relação à base
canónica de R3 na partida e à base B
na chegada.

d) Determine a matriz C = M(T,B, BC)
que representa T em relação à base B
na partida e à base canónica na che-
gada.

e) Determine a matriz D = M(T,B,B)
que representa T em relação à base B
de R3.

f) Seja M a matriz que realiza a mudança
da base BC para a base B. Sem de-
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terminar M , apenas usando um dia-
grama comutativo, escreva A em ter-
mos de cada uma das matrizes B, C
e D, determinadas nas alı́neas ante-
riores.

24. Seja T : R2 → R3 a função linear defi-
nida por T (x1, x2) = (x1 +2x2,−x1, 0), e
considere as bases ordenadas B1 = (v1,v2)
de R2 e B2 = (u1,u2,u3) de R3, onde
v1 = (1, 3) , v2 = (−2, 4), u1 = (1, 1, 1),
u2 = (2, 2, 0), e u3 = (3, 0, 0).

a) Calcule, a matriz A = M(T,B1, B2),
que representa T relativamente às ba-
ses B1 e B2.

b) Determine a matriz B = M(T,BC,BC)
que representa T relativamente às ba-
ses canónicas de R2 e de R3, e relacione-
a com a matriz A da alı́nea anterior
através das matrizes mudança de base.

c) Represente o respectivo diagrama co-
mutativo.

25.Considere a base ordenada B = (v1,v2,v3)
de R3, onde v1 = (1, 1, 1),v2 = (1, 0, 0)
e v3 = (1, 1, 0). Seja, T : R3 → R3 uma
transformação linear tal que

T (v1) = (2, 0, 1), T (v2) = (5, 1, 1),
T (v3) = (2, 1, 1).

a) Determine a matriz A = M(T,BC,BC)
que representa T em relação à base
canónica de R3, na partida e na che-
gada.

b) Considere a base ordenada

B′ = (v2,v1,v3).

Determine a matriz C = M(T,B,B′)
que representa T em relação à base
B na partida e à base B′ na chegada.

c) Sendo A e C as matrizes das alı́neas
anteriores, determine matrizes invertı́veis
S e P tais que SA = CP . Apre-
sente o diagrama comutativo corres-
pondente.

26. Indique o valor lógico das seguintes pro-
posições:

a) Existem funções lineares injectivas de
R4 para R3.

b) Existem funções lineares sobrejecti-
vas de R4 para R3.

c) Existem funções lineares injectivas de
R3 para R4.

d) Existem funções lineares sobrejecti-
vas de R3 para R4.

e) Existem funções lineares injectivas do
espaço dos polinómios de grau me-
nor ou igual a 3 para o espaço das
matrizes 2× 2.

f) Existem funções lineares sobrejecti-
vas do espaço dos polinómios de grau
menor ou igual a 3 para o espaço das
matrizes 2× 2.

g) Qualquer função linear injectiva de
R4 para R4 é sobrejectiva.

h) Qualquer função linear injectiva de
R4 para R5 é sobrejectiva.

i) Existe uma função linear bijectiva do
espaço dos polinómios de grau me-
nor ou igual a 3 para o das matrizes
2× 2.

27. Sejam U , V e W espaços lineares e:
B1 e B̃1 bases de U ; B2 e B̃2 bases de V ;
B3 e B̃3 bases de W . Considere ainda as
seguintes matrizes de mudança de base

K = MB̃1←B1
, P = MB̃2←B2

,
Q = MB3←B̃3

.
Considere as funções lineares T : U →

V e S : V →W , e as seguintes matrizes A
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e D, que representam T e S,

A = M(T,B1, B2), D = M(S, B̃2, B̃3).

Determine, em termos das matrizes A,D,K,P
e Q, as matrizes seguintes que representam
a função composta S ◦ T .

a) M(S ◦ T,B1, B̃3).
b) M(S ◦ T, B̃1, B̃3).
c) M(S ◦ T,B1, B3).

28. Sejam f : V → W e g : W → U
duas funcões lineares entre espaços vecto-
riais, e f∗ : W ∗ → V ∗ e g∗ : U∗ → W ∗

as respectivas funções duais. Mostre que
(g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗.

29. Seja B = (v1, v2, v3, v4) uma base or-
denada do espaço linear V . Considere a
aplicação linear φ : V → V definida por
φ(v1) = 2v1 − 3v3,
φ(v2) = v1 − v3 + 2v4, φ(v3 + v4) = v1 −
v3 + 2v4,
φ(v3 − v4) = 3v1 + 2v2 + v3.

a) Determine a caracterı́stica da matriz
M que representa φ em relação à base
B.

b) Use a matriz da alı́nea anterior para
determinar uma base para o núcleo
da função dual φ∗.
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Capı́tulo 7

Matrizes ortogonais, unitárias,
simétricas e hermitianas

As matrizes ortogonais, unitárias, simétricas e hermitianas revestem-se de parti-
cular importância nas mais diversas áreas da matemática aplicada e por isso justi-
ficam o destaque que lhes é dado neste capı́tulo. Eis os principais tópicos de que
nos ocuparemos:

(1) Triangularização unitária de Schur.
(2) Diagonalização unitária de matrizes.
(3) Classificação de matrizes simétricas reais.
(4) Decomposição em valores singulares (SVD).
(5) Grupos de matrizes e as suas álgebras de Lie.

Na Secção 7.1 estabelecem-se as propriedades básicas das matrizes unitárias,
ortogonais, hermitianas e simétricas reais incluindo as propriedades espectrais
destas matrizes. Nas duas secções seguintes, estudam-se tópicos relevantes na
identificação de matrizes que são diagonalizáveis por uma matriz unitária.

Na Secção 7.4 lidamos com a diagonalização ortogonal de matrizes simétricas
reais, culminando com a obtenção da forma canónica de uma forma bilinear
simétrica real e, em particular, de uma forma quadrática. Os resultados obtidos
são aplicados depois na identificação de cónicas e superfı́cies em R3 definidas por
equações quadráticas.

Na Secção 7.5, estudamos a decomposição em valores singulares (SVD) de
uma matriz p× n. Interpretamos geometricamente esta decomposição, e obtemos
bases ortonormadas para os subespaços fundamentais associados à matriz dada.
Na secção seguinte são abordadas algumas aplicações da SVD, a saber: número
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de condição e sistemas mal condicionados; aproximação de uma matriz por outra
de caracterı́stica inferior; compressão de imagem; pseudoinversa de uma matriz e
mı́nimos quadrados.

Finalizamos o capı́tulo estudando grupos de matrizes e suas álgebras de Lie,
com especial ênfase para os grupos ditos clássicos. A exponencial de matrizes,
estudada no Capı́tulo 4, é aqui utilizada para relacionar álgebras de Lie de matrizes
e grupos de matrizes.

7.1 Noções gerais

7.1.1 Matrizes ortogonais e unitárias
No Exemplo 5.10 (pág. 260) vimos que sendo M uma matriz real do tipo p × n,
cujos vectores colunas são u1, . . . ,un, a matriz MTM tem a forma

MTM =








‖u1‖2 〈u1,u2〉 · · · 〈u1,un〉
〈u2,u1〉 ‖u2‖2 · · · 〈u2,un〉

... ... . . . ...
〈un,u1〉 〈un,u2〉 · · · ‖un‖2







, (7.1)

onde o produto interno é o produto interno usual em Rp. Assim, o conjunto dos
vectores coluna de M é ortonormado se e só se MTM é a matriz identidade.
No caso em que a matriz real M é quadrada e as colunas formam um conjunto
ortonormado (isto é, MTM = I) dizemos que M é uma matriz ortogonal.

Definição 7.1. Uma matriz quadrada real M diz-se uma matriz ortogonal se
satisfaz a igualdade

MTM = I.

Da igualdade (7.1) resulta que as colunas de uma matriz ortogonal de ordem n
formam uma base ortonormada de Rn.

Exercı́cio 7.1. Mostre que o produto de matrizes ortogonais ainda é uma matriz
ortogonal. $

É consequência imediata da definição de matriz ortogonal que qualquer matriz
ortogonal é invertı́vel e que a respectiva inversa é a sua transposta. Além disso,
tendo em conta as propriedades do determinante, se M é uma matriz ortogonal,
obtém-se

det(MMT ) = det(M) det(MT ) = (det(M))2 = det I = 1.
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Ou seja, o determinante de matrizes ortogonais é igual a ±1. Resumindo:

Se M é uma matriz ortogonal de ordem n, tem-se:

• M−1 = MT .

• det(M) = ±1.

• As colunas de M formam uma base ortonormada de Rn.
Exemplo 7.1. Deixamos como exercı́cio verificar que uma matriz ortogonal 2×2
tem uma das seguintes formas:

Rθ =

[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]

ou Sθ =

[

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

]

.

A matriz de rotação Rθ é a matriz que realiza a mudança da base ortonormada
B = (u,v), com u = (cos θ, sin θ) e v = (− sin θ, cos θ), para a base canónica
de R2. Geometricamente, a base B é obtida da base canónica de R2 por rotação
de um ângulo θ em torno da origem. !

Os vectores coluna de uma matriz complexa M do tipo p× n pertencem a Cp.
Designe-se por AH = A

T a transposta da matriz cujas entradas são os conjugados
das entradas de A. Se calcularmos MHM , onde M é uma matriz complexa com
colunas u1, . . . ,un, obtemos exactamente a matriz (7.1) onde o produto interno é
agora o produto interno usual em Cp (〈z,w〉 = zTw = zHw). Assim, se as colu-
nas de uma matriz complexa M de ordem n formarem uma base ortonormada de
Cn, é válida a igualdade MHM = I . Esta condição permite definir para matrizes
complexas o conceito de matriz unitária (análogo ao de matriz ortogonal).

Definição 7.2. Uma matriz quadrada complexa M diz-se unitária se MT
M = I ,

ou seja, se MHM = I .

Exemplo 7.2. Verifiquemos que a matriz

M =
1√
3

[

1 + i −i
−i 1− i

]

é unitária.

MHM =
1

3

[

1− i i
i 1 + i

] [

1 + i −i
−i 1− i

]

=
1

3

[

1− i2 − i2 0
0 −i2 + 1− i2

]

= I.

!
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A condição MHM = I garante que as colunas de uma matriz unitária formam
uma base ortonormada de Cn (relativamente ao produto interno usual). Note-
se ainda que o conjunto das matrizes unitárias de entradas reais coincide com o
conjunto das matrizes ortogonais, já que se M é uma matriz unitária real tem-se
MH = MT (o conjugado de um número real é ele próprio). Por conseguinte, todos
os resultados que obtivermos para matrizes unitárias são válidos substituindo a
palavra “unitária” por “ortogonal” (ou simbolicamente, substituindo o sı́mbolo
“H” de Hermite pelo “T” de transposto).

Proposição 7.1. Sejam U e V matrizes unitárias de ordem n. São válidas as
afirmações:

a) Qualquer matriz unitária U é invertı́vel e U−1 = UH.
b) (UV )H = V HUH.
c) O produto de matrizes unitárias é uma matriz unitária.
d) Qualquer matriz unitária U preserva normas, isto é,

‖Ux‖ = ‖x‖ para todo x ∈ C
n.

e) Qualquer matriz unitária U preserva distâncias, ou seja,

‖Ux− Uy‖ = ‖x− y‖ para todo x,y ∈ C
n.

Demonstração. a) É imediato das definições de matriz unitária e de inversa
de uma matriz, a equivalência

UHU = I ⇐⇒ U−1 = UH .

b) (UV )H = (UV )
T
= (U V )T = V

T
U

T
= V HUH .

c) Sendo U e V matrizes unitárias temos UHU = I eV HV = I . Logo, pela
alı́nea anterior resulta

(UV )H(UV ) = V HUHUV = V HV = I.

d) Da definição de norma, temos

‖Ux‖2 = (Ux)H(Ux) = xHUHUx = xHx = ‖x‖2,

onde na penúltima igualdade aplicámos o facto de U ser unitária.
e) ‖Ux− Uy‖ = ‖U(x− y)‖ d)

= ‖x− y‖.
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As funções f : Rn → Rn que preservam distâncias recebem a designação de
isometrias. Esta noção generaliza-se a funções definidas num espaço euclidiano,
do seguinte modo:

Definição 7.3. Seja V um espaço linear munido de um produto interno.
Uma função f : V → V diz-se uma isometria se, para todo x, y ∈ V , verifica

dist(f(x), f(y)) = dist(x, y) ou, equivalentemente, ‖f(x)−f(y)‖ = ‖x−y‖.

Em particular, resulta da alı́nea e) da Proposição 7.1 que, sendo M uma matriz
ortogonal, a função f(x) = Mx é uma isometria em Rn. No entanto existem
isometrias em Rn que não são funções lineares, por exemplo, f(x) = Mx + a,
onde M é uma matriz ortogonal e a é um vector não nulo de Rn.

Exercı́cio 7.2. Mostre que se f é uma isometria num espaço linear real V (ou
complexo), então f preserva o produto interno. Isto é,

〈f(x), f(y)〉 = 〈x,y〉, para todo x,y ∈ V .

Sugestão: Use o Exercı́cio 5.5, página 250. $

Exemplo 7.3. Matriz de Fourier
A matriz de Fourier de ordem n foi definida em (5.35) (pág. 307) como sendo

a matriz Fn cujas colunas são:

w0 =








1
1
...
1







, w1 =








1

e
2πi
n

...
e

2(n−1)πi
n







, · · · , wn−1 =









1

e
2(n−1)πi

n

...
e

2(n−1)2πi
n









.

Mostrámos ainda na Secção 5.7.3 que as colunas de Fn formam um conjunto
ortogonal (para o produto interno usual em Cn) e que todos os vectores coluna
de Fn têm norma igual a

√
n (ver Proposição 5.6, pág. 308). Logo, a matriz

de Fourier de ordem n não é uma matriz unitária, uma vez que, apesar das suas
colunas serem ortogonais duas a duas, elas não têm norma igual a 1.

Porém, como todas as colunas de Fn têm norma
√
n, a matriz 1√

nFn é uma

matriz unitária e, sendo unitária, a sua inversa é
(

1√
nFn

)H

(cf. Proposição 7.1).
Logo,

(
1√
n
Fn

)−1

=

(
1√
n
Fn

)H

=
1√
n
F

T
n =

1√
n
F n,
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onde na última igualdade aplicámos o facto da matriz Fn ser simétrica (F T
n = Fn).

A igualdade anterior é ainda equivalente a

(
1√
n
Fn

)−1

=
1√
n
F n ⇐⇒

√
nF−1

n =
1√
n
F n ⇐⇒ F−1

n =
1

n
F n.

!

Valores próprios de matrizes unitárias e ortogonais

A preservação de normas pelas matrizes unitárias (resp. ortogonais) impõe restri-
ções nos valores próprios destas matrizes. De facto, se (λ,x) é um par próprio de
uma matriz unitária U (isto é, Ux = λx), então

Ux = λx e ‖Ux‖ = ‖x‖ =⇒ ‖Ux‖ = ‖λx‖ = |λ|‖x‖ = ‖x‖.

Como x é um vector próprio, logo não nulo, a igualdade anterior é equivalente a

|λ| = 1.

Note-se que para λ ∈ C, o módulo |λ| é a distância de λ à origem. Assim,

Os valores próprios λ de uma matriz unitária (ou ortogonal) pertencem à
circunferência em C, de centro na origem e raio 1. Isto é, os valores próprios
satisfazem

|λ| = 1.

Exemplo 7.4. Verifiquemos que uma matriz ortogonal do tipo 3 × 3 com deter-
minante igual a 1, representa uma rotação em torno de um eixo.

Seja M uma matriz ortogonal de terceira ordem tal que det(M) = 1. Como
o determinante de uma matriz é igual ao produto dos seus valores próprios, a
contribuição dos valores próprios complexos λ para o determinante de M é 1 (já
que λλ = |λ|2 = 1). Uma vez que a matriz M é do tipo 3 × 3, existe pelo
menos um valor próprio (real) igual a 1. Seja u ∈ R3 um vector próprio de norma
unitária associado a λ = 1, isto é, tal que Mu = u. Considere-se (u,v,w) uma
base ordenada ortonormada de R3, e P a matriz (ortogonal) cujas colunas são os
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vectores u,v e w (por esta ordem). Então,

P TMP =





uT

vT

wT







Mu Mv Mw





=





uTMu uTMv uTMw
vTMu vTMv vTMw
wTMu wTMv wTMw



 =

[

1 0

0 Q̃

]

= Q, (7.2)

onde a penúltima igualdade resulta dos seguintes factos:

• Como Mu = u, tem-se: uTMu = uTu = ‖u‖2 = 1 e xTMu = xTu =
〈x,u〉 = 0, para qualquer vector x ∈ R3 ortogonal a u (em particular, para
v e w).

• As condições Mu = u e MTM = I implicam que u = MTu. Portanto,
qualquer vector x ortogonal a u satisfaz uTMx = (MTu)Tx = uTx = 0.

Como M , P e P T são matrizes ortogonais e o produto de matrizes ortogonais
é ainda uma matriz ortogonal, a matriz Q = P TMP é ortogonal. Sendo Q uma
matriz ortogonal, a matriz Q̃ em (7.2) também o é. Por outro lado, como Q é
semelhante a M , tem-se detQ = det(M) = 1, e consequentemente det(Q̃) = 1.

Do Exemplo 7.1 sabemos que uma matriz ortogonal Q̃ do tipo 2×2 que tenha
determinante igual a 1 é uma matriz de rotação. Ou seja, podemos escrever (7.2)
na forma

P TMP = Q =





1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ



 , com P ortogonal.

A matriz Q representa portanto uma rotação em torno do eixo dos xx (ver Exer-
cı́cio 6.6, pág. 340).

A matriz P é a matriz que realiza a mudança da base B = (u,v,w) para
a base canónica BC de R3, e as matrizes Q e M são matrizes que representam
a mesma função linear, de R3 em si próprio, em relação a bases distintas (ver
Proposição 6.8, pág. 346). Ou seja, é válido o seguinte diagrama comutativo:

R3
B

P
!!

Q "" R3
B

P
!!

R3
BC

M "" R3
BC
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Em conclusão, a matriz M representa uma rotação em torno do eixo que tem a
direcção de um vector próprio u associado ao valor próprio λ = 1. !

7.1.2 Matrizes simétricas e hermitianas
Nesta secção estudam-se várias propriedades de matrizes hermitianas e, em par-
ticular, de matrizes simétricas reais. Como veremos na Secção 7.3.1, as matrizes
hermitianas possuem a importante propriedade de serem diagonalizáveis. Além
disso, é sempre possı́vel escolher uma matriz unitária para matriz diagonalizante
da matriz hermitiana.

Definição 7.4. Uma matriz M diz-se simétrica se MT = M e diz-se anti-
simétrica se MT = −M .

Uma matriz complexa M diz hermitiana, ou hermı́tica, se MH = M , e diz-
se anti-hermitiana se MH = −M .

Resulta imediato da definição que uma matriz hermitiana real é simétrica (já que
neste caso M

T
= MT = M). Contudo, existem matrizes complexas simétricas

que não são hermitianas como, por exemplo, a matriz

A =

[

2 + i i
i 2− i

]

. (7.3)

Dada uma matriz A do tipo p × n, a matriz M = ATA é sempre simétrica,
visto que

MT = (ATA)T = ATA = M.

De igual modo, a matriz M = AHA é hermitiana, como se verifica facilmente.

Proposição 7.2. Qualquer matriz quadrada M pode escrever-se como a soma de
uma matriz hermitiana (resp. simétrica) com uma matriz anti-hermitiana (resp.
anti-simétrica). Mais precisamente,

M =
1

2
(M +MH)
︸ ︷︷ ︸

hermitiana

+
1

2
(M −MH)
︸ ︷︷ ︸

anti-hermitiana

, M =
1

2
(M +MT )
︸ ︷︷ ︸

simétrica

+
1

2
(M −MT )
︸ ︷︷ ︸

anti-simétrica

.

Para demonstrar a proposição anterior verifique que M + MH é hermitiana e
M−MH é anti-hermitiana, analogamente para a decomposição em parte simétrica
e anti-simétrica.
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Valores próprios de matrizes hermitianas e simétricas reais

Mostramos em seguida que o espectro de matrizes hermitianas (em particular, de
matrizes simétricas reais) é sempre real.

Proposição 7.3. Os valores próprios de uma matriz hermitiana (em particular,
de uma matriz simétrica real) são reais. Além disso, a valores próprios distintos
de uma matriz hermitiana correspondem vectores próprios ortogonais.

Demonstração. Seja M uma matriz hermitiana e (λ,x) um par próprio de M .
Isto é, supõe-se que x &= 0 e que

Mx = λx. (7.4)

Multiplicando a equação (7.4) por xH , temos

xHMx = λxHx. (7.5)

Conjugando e transpondo (7.5), obtemos

xHMHx = λxHx⇐⇒ xHMx = λxHx, (7.6)

onde na equivalência aplicámos o facto de M ser hermitiana. Comparando (7.5)
e (7.6), temos

λxHx = λxHx.

Esta igualdade é equivalente a λ = λ, uma vez que, sendo x &= 0 o valor de xHx
é não nulo, pois xHx = ‖x‖2 &= 0.

Sejam λ1 e λ2 dois valores próprios distintos de M , e x e y vectores próprios
associados respectivamente a λ1 e λ2. Ou seja, Mx = λ1x e My = λ2y. Então,

yHMx = yHλ1x = λ1y
Hx

yHMx = yHMHx = (My)Hx = λ2y
Hx (já que λ2 é real).

Comparando as últimas igualdades, tem-se

λ1y
Hx = λ2y

Hx⇐⇒ (λ1 − λ2)y
Hx = 0.

Como λ1 &= λ2, resulta yHx = 〈y,x〉 = 0. Ou seja, x ⊥ y.

Nota 40. Só podemos garantir que os valores próprios de uma matriz simétrica
são reais se essa matriz tiver entradas reais. Por exemplo, a matriz A em (7.3) é
simétrica e tem valores próprios 2 + i

√
2 e 2− i

√
2.
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Proposição 7.4. Matrizes anti-hermitianas (em particular, matrizes anti-
simétricas reais) têm valores próprios imaginários puros, isto é, valores próprios
de parte real nula (λ = −λ).

A prova desta proposição é deixada como exercı́cio já que é inteiramente análoga
à da proposição anterior (no passo em que se usou M = MH deve agora usar-se
M = −MH ).

Como vimos no Capı́tulo 6, o espaço vectorial L(V, V ), das funções lineares
do espaço vectorial V (sobre o corpo K) em si próprio, é isomorfo ao espaço
Mn×n(K), das matrizes de ordem n (onde n = dimV ) de entradas em K. É
portanto natural que as matrizes (anti)hermitianas, e unitárias representem funções
lineares (definidas em espaços euclidianos) com propriedades particulares. De
facto, estas matrizes representam funções lineares T que satisfazem a propriedade:
T (S) ⊂ S =⇒ T (S⊥) ⊂ S⊥, para qualquer subespaço (invariante) S do domı́nio
de T (recorde a Definição 6.8 de subespaço invariante). No exercı́cio seguinte
estabelecem-se algumas destas relações.

Exercı́cio 7.3. Seja V um espaço linear complexo de dimensão n munido de um
produto interno 〈 , 〉, e B uma base ortonormada de V . Considere a função linear
T : V → V e A = M(T,B,B) a matriz que representa T na base B.

a) Justifique que o produto interno em V pode ser escrito na forma:

〈x, y〉 = xH
ByB, para todo x, y ∈ V .

b) Mostre as equivalências seguintes.

(i) 〈T (x), y〉 = 〈x, T (y)〉 ⇐⇒ A é hermitiana.

(ii) 〈T (x), y〉 = −〈x, T (y)〉 ⇐⇒ A é anti-hermitiana.

(iii) 〈T (x), T (y)〉 = 〈x, y〉 ⇐⇒ A é unitária.

c) Mostre que se T verifica uma das condições (i)-(iii) da alı́nea anterior e S
é um subespaço de V tal que T (S) ⊆ S, então T (S⊥) ⊂ S⊥.

$
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7.2 Triangularização unitária
Como se viu na Secção 4.2 (Exemplo 4.7, pág. 190) nem toda a matriz é diagona-
lizável (ou seja, semelhante a uma matriz diagonal). Nesta secção mostramos que
qualquer matriz quadrada A é unitariamente semelhante a uma matriz triangular
superior. Isto é, que existe uma matriz unitária U e uma matriz triangular superior
T tais que A = UTU−1 = UTUH . A matriz T é conhecida pela designação de
forma triangular de Schur1 da matriz A.

No próximo capı́tulo mostramos que qualquer matriz quadrada é semelhante
(não necessariamente por matrizes unitárias) a uma matriz triangular superior pos-
suindo todas as entradas nulas excepto (possivelmente) na diagonal principal e na
diagonal acima desta. Uma tal matriz triangular é conhecida por forma canónica
de Jordan da matriz dada.

Teorema 7.1. Triangularização de Schur
Dada uma matriz quadrada A, existe uma matriz unitária U e uma matriz

triangular superior T , tais que

A = UTUH .

Demonstração. A prova é feita por indução sobre a ordem da matriz. Seja A do
tipo n × n. O resultado é trivial quando a ordem de A é n = 1. Suponha-se
que a igualdade é válida para (n − 1) e mostre-se que é verdadeira para n. Seja
λ um valor próprio de A e u um vector próprio associado de norma igual a 1.
Podemos acrescentar a {u} um conjunto V com (n − 1) vectores por forma a
que {u} ∪ V seja uma base ortonormada. Seja K a matriz que tem nas colunas
os vectores de V , e P a matriz (em blocos) P = [u|K] cuja primeira coluna é
o vector u. A matriz P é uma matriz unitária, já que as suas colunas formam o
conjunto ortonormado {u}∪V . Como o produto AP é a matriz cujas colunas são
os produtos de A pelas colunas de P , e Au = λu, tem-se

PHAP =

[

uH

KH

]
[

λu AK
]

=

[

λuHu uHAK
λKHu KHAK

]

=

[

λ uHAK
0 KHAK

]

, (7.7)

onde a última igualdade resulta do facto de ‖u‖2 = uHu = 1 e dos vectores
coluna de K serem todos ortogonais a u (pelo que KHu é igual à matriz nula).

1Issai Schur (1875 – 1941), matemático com trabalhos em teoria de representação de grupos,
combinatória, teoria de números, e em fı́sica teórica.
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A matriz B = KHAK é uma matriz de ordem (n − 1), logo por hipótese de
indução, a matriz B admite uma triangularização de Schur. Ou seja, existe uma
matriz unitária Q1, tal que QH

1 BQ1 = T1 é triangular superior. Considere-se a
seguinte matriz (unitária)

Q =

[

1 0
0 Q1

]

.

Efectuando o produto QHPHAPQ, obtém-se a seguinte matriz triangular superior

QHPHAPQ =

[

1 0
0 QH

1

] [

λ uHAK
0 KHAK

] [

1 0
0 Q1

]

=

[

λ uHAKQ1

0 T1

]

.

Como o produto de matrizes unitárias é ainda uma matriz unitária, a matriz unitária
U = PQ é a matriz pretendida.

Como U é uma matriz unitária (UH = U−1), a matriz A = UTUH é semelhante
a T . Logo, as matrizes A e T possuem os mesmos valores próprios. Por con-
seguinte, a matriz triangular superior T , da forma triangular de Schur, possui na
diagonal principal os valores próprios de A (recorde que os valores próprios de
uma matriz triangular são as entradas da sua diagonal principal).

No teorema anterior não são feitas quaisquer hipóteses sobre a matriz A. Essa
matriz pode ser real ou complexa. De facto, mesmo que A seja real, esta matriz
pode ter valores próprios complexos e nesse caso a matriz U será complexa.
Exercı́cio 7.4. Seja A uma matriz real do tipo p×n, de caracterı́stica car(A) = k.
Considere as seguintes bases ortonormadas dos subespaços fundamentais associ-
ados a A:

BEC(A) = {u1,u2, . . . ,uk} BN(AT ) = {uk+1,uk+2, . . . ,up} .

e
BEL(A) = {v1,v2, . . . ,vk} BN(A) = {vk+1,vk+2, . . . ,vn} .

a) Justifique que BEC(A) ∪ BN(AT ) é uma base ortonormada de Rp, e que
BEL(A) ∪ BN(A) é uma base ortonormada de Rn.

b) Seja U a matriz cujas colunas são os vectores u1, . . . ,uk,uk+1, . . .up (por
esta ordem) e V a matriz cujas colunas são os vectores v1, . . . ,vk,vk+1, . . .vn

(por esta ordem). Justifique que U e V são matrizes ortogonais.
c) Calcule o produto UTAV , e mostre que esta matriz é da forma

UTAV =

[

Sk×k 0

0 0

]

,

onde Sk×k é uma matriz invertı́vel de ordem k, e 0 designa matrizes nulas.
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d) Compare a decomposição obtida na alı́nea anterior com forma normal de
uma matriz de caracterı́stica k enunciada na Proposição 3.11.

$

7.3 Diagonalização unitária de matrizes
Como sabemos, nem todas as matrizes são diagonalizáveis. Mesmo que uma dada
matriz seja diagonalizável nem sempre é possı́vel escolher uma matriz unitária que
diagonalize a matriz dada. Por exemplo, a matriz

A =

[

−1 2
0 1

]

(7.8)

é diagonalizável (tem valores próprios distintos) mas não existe uma matriz unitária
(ou ortogonal) que diagonalize esta matriz. De facto, como facilmente se verifica,
não existe uma base ortonormada de R2 formada por vectores próprios da matriz
A.

O objectivo desta secção é identificar as matrizes que são diagonalizáveis por
uma matriz unitária. Como veremos, as matrizes hermitianas são diagonalizáveis
por uma matriz unitária e, em particular, as matrizes simétricas reais são diago-
nalizáveis por uma matriz ortogonal (ver Teorema 7.2). Em geral, as matrizes
unitariamente diagonalizáveis são as matrizes ditas normais.

Decomposição espectral

Comecemos por referir alguns factos gerais sobre matrizes diagonalizáveis, e em
particular sobre matrizes unitariamente diagonalizáveis.

Seja A uma matriz diagonalizável de ordem n e σ(A) = {λ1, . . . ,λk} o seu
espectro. Dizer que A é diagonalizável significa que existe uma base de Cn cons-
tituı́da por vectores próprios de A ou, equivalentemente, que Cn se escreve como
a soma directa dos subespaços próprios de A, isto é,

Cn = N(A− λ1I)⊕ · · ·⊕N(A− λkI) = E(λ1)⊕ · · ·⊕ E(λk). (7.9)

Se U e V são subespaços complementares num espaço linear W (isto é, W =
U ⊕ V ), podemos definir uma projecção de W sobre U da seguinte forma. Todo
o vector x ∈ W pode escrever-se de forma única como x = u + v, com u ∈ U e
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v ∈ V . A função P : W →W definida por Px = u, designa-se por projector, ou
projecção deW sobre U paralelamente a V . Deixamos como exercı́cio verificar
que P é linear e idempotente (ver Capı́tulo 5, pág. 265).

Exercı́cio 7.5. Sejam U e V subespaços complementares no espaço linear W e
x = u+ v com u ∈ U e v ∈ V a decomposição de um vector x ∈ W . Mostre que
a função P : W →W definida por Px = u, satisfaz as propriedades:

a) P é uma função linear.
b) P é idempotente, isto é, P 2 = P ◦ P = P .

$

Exercı́cio 7.6. Mostre que uma função linear P : W →W é um projector se e só
se P 2 = P (isto é, P é idempotente).
Sugestão: Verifique que Im(P ) e N(P ) são subespaços complementares em W .
$

Se B = BU ∪ BV é uma base de W , com BU e BV bases dos subespaços
complementaresU e V respectivamente, então a matriz que representa a projecção
PU : W → W sobre o subespaço U na base B é

M(PU , B, B) =

[

I 0
0 0

]

,

onde a ordem da matriz identidade I é igual à dimensão de U .
É portanto natural interpretar a diagonalização de uma matriz em termos de

projectores sobre subespaços próprios. Seja A uma matriz diagonalizável de or-
dem n e S uma matriz que diagonaliza A, isto é, tal que A = SDS−1 com D
diagonal. Consideremos ainda a matriz S particionada em blocos Si, do tipo
n × pi, de tal forma que as colunas de cada bloco Si formam uma base para o
espaço próprio E(λi). Particione-se a matriz S−1 em k blocos RT

i , do tipo pi×n.
Ou seja,

A = SDS−1 =
[

S1 S2 · · · Sk

]








λ1Ip1 0 · · · 0
0 λ2Ip2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · λkIpk
















RT
1

RT
2

...
RT

k









, (7.10)
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onde Ipi designa a matriz identidade de ordem pi (note que pi é a multiplicidade
geométrica de λi) e 0 denota matrizes nulas. Refira-se ainda, que sendo A diago-
nalizável, então

∑k
i=1 pi = n.

De (7.10) conclui-se que a matriz A se pode escrever na forma

A = λ1S1R
T
1 + λ2S2R

T
2 + · · ·+ λkSkR

T
k . (7.11)

A decomposição (7.11) é designada por decomposição espectral de A.
No caso de A ser diagonalizável por uma matriz unitária U = [S1|S2| · · · |Sk],

a decomposição espectral de A tem a forma

A = UDUH = λ1S1S
H
1 + λ2S2S

H
2 + · · ·+ λkSkS

H
k , (7.12)

onde as colunas das matrizes Si formam uma base ortonormada do espaço próprio
E(λi). Do Exercı́cio 5.12 (pág. 272) conclui-se que as matrizes SiSH

i são matrizes
de projecção ortogonal sobre os espaços próprios E(λi) = N(A− λiI).

No caso geral de uma matriz diagonalizável A, as matrizes Pi = SiRT
i na

decomposição espectral de A em (7.11), são também matrizes de projecção (não
necessariamente ortogonal) sobre os subespaços próprios E(λi).

No exercı́cio guiado seguinte, indicam-se os passos que permitem mostar que
as matrizes Pi = SiRT

i em (7.11), são matrizes de projecção sobre os subespaços
próprios da matriz A.

Exercı́cio 7.7. Mostre que as matrizes Pi = SiRT
i na decomposição espectral

(7.11), verificam:

a) P1 + · · ·+ Pk = I .
b) PiPj = 0 para i &= j e P 2

i = Pi.
c) EC(Pi) = N(A− λiI).
Sugestão: Use o facto de RT

i Si = Ipi e a seguinte propriedade do espaço
das colunas do produto de matrizes: EC(MN) ⊆ EC(M).

d) Use a decomposição espectral de A, para mostrar que Pi(A − λiI) = 0.
Justifique ainda que esta igualdade implica a inclusão: EC(A − λiI) ⊆
N(Pi).

e) Use o teorema da dimensão para matrizes (Teorema 3.6, pág. 144) e as
alı́neas c) e d) para concluir a igualdade: EC(A− λiI) = N(Pi).

f) Conclua das alı́neas anteriores que as matrizes Pi são matrizes de projecção
sobre o subespaço próprio E(λi), paralelamente a EC(A− λiI).

$
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Exercı́cio 7.8. Seja A uma matriz diagonalizável do tipo 3 × 3, com valores
próprios λ1 = 2 e λ2 = −5 com multiplicidades algébricas 2 e 1, respectiva-
mente. Considere a decomposição espectral: A = λ1P1 + λ2P2. Mostre que

P1 =
(A+ 5I)

7
, P2 =

(A− 2I)

−7
.

Sugestão: Calcule (A − λiI) usando a decomposição espectral de A e a proprie-
dade enunciada na alı́nea a) do exercı́cio anterior. $

Nota 41. Usando um procedimento análogo ao do exercı́cio anterior, é possı́vel
mostrar que as matrizes Pi, na decomposição espectral A = λ1P1 + · · ·+ λkPk,
verificam,

Pi =

∏k
j=1
j 0=i

(A− λjI)

∏k
j=1
j 0=i

(λi − λj)
.

7.3.1 Diagonalização unitária de matrizes hermitianas
Nesta secção mostramos que as matrizes hermitianas são unitariamente diagona-
lizáveis, e na secção seguinte prova-se que a classe das matrizes unitariamente
diagonalizáveis é constituı́da pelas matrizes ditas normais.

Algumas das demonstrações nesta secção são realizadas para matrizes hermi-
tianas reais (ou seja, matrizes simétricas reais) sendo a prova no caso de matrizes
complexas completamente análoga e por isso deixada como exercı́cio.

Seja M uma matriz ortogonalmente diagonalizável, isto é, tal que existe uma
matriz ortogonal P satisfazendo

M = PDP−1, com D diagonal e P−1 = P T .

Então,
M = PDP T =⇒ MT = (PDP T )T = PDP T = M.

Ou seja, M é simétrica.
De forma análoga, se conclui que uma matriz unitariamente diagonalizável e

com valores próprios reais é hermitiana. Podemos assim resumir:

Uma matriz ortogonalmente diagonalizável é simétrica.
Uma matriz unitariamente diagonalizável e com valores próprios reais, é her-

mitiana.
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Vejamos agora que o recı́proco é igualmente válido.

Teorema 7.2. Toda a matriz hermitiana M é unitáriamente diagonalizável. Isto
é, existe uma matriz unitária U tal que UHMU é uma matriz diagonal (real).

Em particular, toda a matriz simétrica real é ortogonalmente diagonalizável.

Demonstração. Do teorema da triangularização de Schur (Teorema 7.1), a matriz
M é unitariamente semelhante a uma matriz triangular superior T . Isto é, existe
uma matriz unitária U tal que M = UTUH . Como M é hermitiana, tem-se

MH = M ⇐⇒ UTHUH = UTUH =⇒ TH = T,

onde a última implicação segue do facto da matriz unitária U ser invertı́vel e de
UH = U−1 também ser invertı́vel.

Como T é triangular superior, a igualdade TH = T implica que T é uma
matriz diagonal, e portanto M é unitariamente diagonalizável. Além disso, sendo
M hermitiana os seus valores próprios são reais (cf. Proposição 7.3), e por isso a
matriz diagonal T é real (matrizes semelhantes têm os mesmos valores próprios).

Se M é (simétrica) real, então podemos escolher as colunas de U reais. Por
conseguinte, uma matriz simétrica real é diagonalizável por uma matriz ortogonal
U .

De forma inteiramente análoga à demonstração do teorema anterior mostra-
se que as matrizes anti-hermitianas são unitariamente diagonalizáveis. Deixamos
como exercı́cio esta demonstração.

Exercı́cio 7.9. Mostre que uma matriz anti-hermitiana é unitariamente diagona-
lizável. Justifique que as matrizes anti-simétricas reais (não nulas) são diagona-
lizáveis por matrizes unitárias mas não são ortogonalmente diagonalizáveis. $

Resumimos a seguir num único enunciado algumas propriedades fundamen-
tais de matrizes simétricas reais.
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Proposição 7.5. Uma matriz simétrica real M , de ordem n, goza das seguintes
propriedades:

1. M é ortogonalmente diagonalizável;

2. M tem n valores próprios reais (contando as multiplicidades);

3. As multiplicidades algébrica e geométrica de cada valor próprio de M são
iguais. Ou seja, todos os valores próprios de M são semi-simples;

4. Os espaços próprios de M são ortogonais dois a dois, no sentido em que
vectores próprios correspondentes a valores próprios distintos são ortogo-
nais.

Demonstração. O item 1) é o Teorema 7.2. Os itens 2) e 4) decorrem da Proposi-
ção 7.3 desta secção, e o item 3) do Corolário 4.4 (pág. 197) .

Vejamos agora como calcular uma matriz ortogonal que diagonaliza uma certa
matriz simétrica real.

Seja M uma matriz de ordem n e M = PDP T , com P ortogonal e D diago-
nal. Sendo a matriz P ortogonal, as suas colunas formam uma base ortonormada
de Rn constituı́da por vectores próprios de A. Da Proposição 7.3 sabemos que
se todos os valores próprios de M são distintos, o cálculo dos espaços próprios
fornece-nos automaticamente n vectores próprios ortogonais entre si (e portanto
linearmente independentes). Logo, dividindo cada vector pela sua norma, obtém-
se uma base ortonormada de Rn constituı́da por vectores próprios (note que se u

é um vector próprio de M então u
‖u‖ também é) com a qual construı́mos a matriz

P .
Resta portanto o caso de matrizes simétricas reais com valores próprios de

multiplicidade algébrica superior a 1. Neste caso, dada uma base de um espaço
próprio E(λ) podemos aplicar o processo de Gram-Schmidt a esta base e obtemos
uma base ortogonal para esse subespaço próprio. Normalizando esta base, tem-
se uma base ortonormada para E(λ). Procedendo de igual modo para cada um
dos espaços próprios de M é assim possı́vel encontrar uma base ortonormada de
Rn, constituı́da por vectores próprios, com a qual construimos a matriz P que
diagonaliza ortogonalmente a matriz simétrica dada.

Exercı́cio 7.10. Sejam u e v dois vectores próprios de uma matriz real A as-
sociados ao valor próprio λ. Mostre que se u e v não são colineares, o vector
w = v − proju v é um vector próprio de A associado ao valor próprio λ. Diga
ainda por que razão precisa da hipótese de não colinearidade de u e v. $
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No exemplo seguinte ilustramos como obter uma matriz que diagonaliza orto-
gonalmente de uma matriz simétrica.
Exemplo 7.5. Determinemos uma diagonalização ortogonal da matriz

A =





3 1 1
1 3 1
1 1 3



 .

A matriz A é simétrica e, além disso, a soma de cada linha é igual a 5. Logo,
5 é um valor próprio da matriz e u = (1, 1, 1) é um vector próprio associado
(ver Proposição 4.10, pág. 212). Como det(A) = 20 = 5λ1λ2, o produto dos
restantes valores próprios é λ1λ2 = 4. Atendendo a que tr(A) = 9, tem-se
λ1 + λ2 = 9 − 5 = 4. Substituindo λ1 = 4

λ2
em λ1 + λ2 = 4 e resolvendo

a equação resultante, obtém-se: λ1 = λ2 = 2 (ou seja, 2 tem multiplicidade
algébrica 2). Calculemos o núcleo de (A− 2I):

(A− 2I)x =





1 1 1
1 1 1
1 1 1









a
b
c



 =





0
0
0



⇐⇒ a = −b− c.

Assim, podemos considerar {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)} como base para o espaço pró-
prio E(2). Este conjunto não é ortogonal, pelo que vamos aplicar o processo de
Gram-Schmidt para obter uma base ortogonal para E(2).

v1 = (−1, 1, 0), ṽ1 =
v1

‖v1‖
=

1√
2
(−1, 1, 0),

v2 = (−1, 0, 1)−
1

2
〈(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉(−1, 1, 0) =

1

2
(−1,−1, 2).

Atendendo ao Exercı́cio 7.10, o vector v2 é um vector próprio associado ao va-
lor próprio λ = 2. Por conseguinte, o conjunto {ṽ1, ṽ2}, com ṽ2 = v2

‖v2‖ =
1√
6
(−1,−1, 2), é uma base ortonormada para N(A − 2I). Logo, o conjunto

{ũ, ṽ1, ṽ2}, com ũ = u
‖u‖ = 1√

3
(1, 1, 1), é uma base ortonormada formada por

vectores próprios de A. Podemos portanto escolher para P e D as matrizes:

D =





5 0 0
0 2 0
0 0 2



 e P =
1√
3





1 −
√
3/
√
2 −1/

√
2

1
√
3/
√
2 −1/

√
2

1 0
√
2



 .

Confirme que as colunas de P formam uma base ortonormada de R3 e que A =
PDP T . !
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7.3.2 Diagonalização unitária e matrizes normais
Nesta secção mostramos que a classe das matrizes unitariamente diagonalizáveis
é constituı́da pelas matrizes normais.

Definição 7.5. Uma matriz A diz-se uma matriz normal se satisfaz a igualdade

AHA = AAH .

Usando a definição de matriz normal, mostra-se facilmente que as matrizes
hermitianas e as matrizes unitárias são exemplos de matrizes normais.

Exercı́cio 7.11. Seja A uma matriz quadrada. Mostre as implicações seguintes.

a) A (anti)simétrica real =⇒ A (anti)hermitiana =⇒ A normal.
b) A ortogonal =⇒ A unitária =⇒ A normal.

Dê exemplos de matrizes 2× 2 para as quais as implicações recı́procas das impli-
cações anteriores sejam falsas. $

Comecemos por mostrar que se A é uma matriz unitariamente diagonalizável,
então A é uma matriz normal.

Seja A = UDUH com U unitária e D = diag(λ1, . . . ,λn). Então

AHA = (UDHUH)(UDUH) = UDHDUH

AAH = (UDUH)(UDHUH) = UDDHUH .
(7.13)

Como D é diagonal, tem-se

DHD = DD = DD = DDH = diag(|λ1|2, . . . , |λn|2),

e portanto, de (7.13) resulta AHA = AAH .
Resumindo,

Proposição 7.6. Toda a matriz unitariamente diagonalizável é uma matriz nor-
mal.

Vejamos agora que uma matriz normal e triangular, é diagonal.

Lema 7.1. Uma matriz normal que seja triangular, é uma matriz diagonal.
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Demonstração. Seja A = [aij ]i,j=1,...,n uma matriz triangular superior, isto é, com
aij = 0 para i > j. Sendo AHA = [cij ], AAH = [dij] e AH = [bij ] com bij = aji,
usando a expressão (1.10) para as entradas do produto de duas matrizes, tem-se

cij =
n
∑

k=1

bikakj =
n
∑

k=1

akjaki, dij =
n
∑

k=1

aikbkj =
n
∑

k=1

aikajk.

Em particular, as entradas da diagonal principal de AHA e de AAH são

cii =
n∑

k=1

akiaki =
n∑

k=1

|aki|2 =
i∑

k=1

|aki|2 (7.14)

dii =
n
∑

k=1

aikaik =
n
∑

k=1

|aik|2 =
n
∑

k=i

|aik|2, (7.15)

onde na última igualdade das somas anteriores se aplicou o facto de aij = 0 para
i > j.

Sendo A uma matriz normal, tem-se cij = dij . Por conseguinte, as somas
(7.14), (7.15) e a igualdade cii = dii, implicam aij = 0 para i &= j. Ou seja, A é
diagonal.

Mostramos em seguida que ser uma matriz normal é condição necessária e
suficiente para a diagonalização unitária da matriz.

Teorema 7.3. Uma matriz é diagonalizável por uma matriz unitária se e só se é
normal.

Demonstração. Pela Proposição 7.6, uma matriz unitariamente diagonalizável é
uma matriz normal. Falta provar o recı́proco. Seja A uma matriz normal. Pelo Te-
orema 7.1 da triangularização de Schur, a matriz A é unitariamente semelhante a
uma matriz triangular (superior). Isto é, existem matrizes U e T , respectivamente,
unitária e triangular superior, tais que A = UTUH . Como a matriz A é normal
tem-se

AHA = AAH ⇐⇒ UTHTUH = UTTHUH =⇒ THT = TTH ,

onde a implicação resulta do facto de uma matriz unitária U ser invertı́vel.
Ou seja, a matriz triangular T é uma matriz normal. Se T é uma matriz nor-

mal e triangular, pelo Lema 7.1, a matriz T é diagonal. Por conseguinte, A é
unitariamente semelhante à matriz diagonal T .
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7.4 Classificação de matrizes simétricas reais
Nesta secção classificamos matrizes simétricas reais em termos dos seus valores
próprios. As matrizes simétricas reais com valores próprios todos positivos (ou
todos negativos) surgem em vários tipos de aplicações, nomeadamente em pro-
blemas de optimização e no estudo de pontos de máximo e mı́nimo de funções
f : Rn → R. Nesta secção estabelecem-se testes que permitem obter informação
sobre os valores próprios de uma matriz simétrica real sem recurso ao cálculo
explı́cito desses valores próprios.

Comecemos por obter um critério para que uma matriz 2× 2, real e simétrica,
tenha valores próprios positivos.

Proposição 7.7. Os valores próprios da matriz real A =

[

a b
b c

]

são positivos se

e só se ac− b2 > 0 e a > 0.

Demonstração. (=⇒) Suponha-se que λ1 e λ2 são valores próprios positivos de
A. Como o determinante de A é igual ao produto dos valores próprios e o
traço de A é igual à soma dos valores próprios, tem-se que

det(A) = ac− b2 > 0 e trA = a + c > 0.

Da primeira expressão conclui-se que c não pode ser nulo. Mostremos que
a > 0:

(i) Se a ≤ 0 e c > 0 então det(A) = ac− b2 < 0 (contradição).
(ii) Se a ≤ 0 e c < 0 então trA = a+ c < 0 (contradição).

Logo a > 0.

(⇐=) Suponha-se que ac − b2 > 0, a > 0 e λ1,λ2 são valores próprios de A.
Mostremos que λ1 e λ2 são positivos.
Como det(A) = ac − b2 > 0, tem-se λ1λ2 > 0. Ou seja, λ1 e λ2 possuem
o mesmo sinal.
Suponha-se que λ1 < 0 e λ2 < 0, então trA = λ1 + λ2 = a + c < 0. Por
conseguinte, sendo a > 0 temos c < 0. Mas a > 0 e c < 0 implica também
que det(A) = ac − b2 < 0, o que é uma contradição. Conclui-se portanto
que λ1 e λ2 são positivos.
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Exemplo 7.6. As matrizes
[

3 2
2 1

]

e
[

−1 1
1 −2

]

não têm valores próprios positivos, já que no primeiro caso o determinante é ne-
gativo, e no segundo caso a entrada da diagonal principal a = −1 é negativa.

!

Nota 42. O critério da Proposição 7.7 para que uma matriz simétrica 2×2 tenha
valores próprios positivos traduz-se nas duas condições: (i) a matriz tem determi-
nante positivo; (ii) é também positivo o determinante da submatriz que se obtém
da matriz dada suprimindo a segunda linha e a segunda coluna.

Como veremos adiante, este critério em termos de determinantes de subma-
trizes, generaliza-se a matrizes de ordem superior a 2. Por isso, e para referência
futura, definimos a seguir o conceito de menor principal central2.

Definição 7.6. Chamam-semenores principais centrais de uma matriz A, do tipo
n×n, aos determinantes das submatrizes Ak que são obtidas de A suprimindo as
últimas (n− k) linhas e colunas de A. Isto é, para A = [aij ]i,j=1,...,n, os menores
principais centrais são:

det(A1) = |a11| , det(A2) =

∣
∣
∣
∣

a11 a12
a21 a22

∣
∣
∣
∣
, . . . , det(Ak) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 · · · a1k
... . . . ...

ak1 · · · akk

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, . . . .

São designados simplesmente por menores principais os determinantes de qual-
quer submatriz da matriz dada.

Nota 43. Em termos desta nomenclatura, a Proposição 3.12 (pág. 150) enuncia-
se da seguinte forma: a caracterı́stica de uma matriz é igual à ordem do maior
menor principal (não necessariamente um menor principal central) não nulo da
matriz.

Outra forma de reconhecer matrizes reais simétricas com valores próprios po-
sitivos é baseada na observação seguinte. Seja A uma matriz quadrada e (λ,x)
um par próprio de A. Da igualdade Ax = λx, obtemos

xTAx = λxTx = λ‖x‖2.
2Na literatura anglo-saxónica usa-se a designação “leading principal minor” para menor prin-

cipal central.
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Assim, se todos os valores próprios de A são positivos (resp. negativos) tem-se
xTAx > 0 (resp. xTAx < 0) para todos os vectores próprios x de A.

O sinal dos valores assumidos pela função x 3→ xTAx, com x ∈ Rn, será
usado para classificar matrizes simétricas reais, como se enuncia a seguir.

Definição 7.7. Classificação de matrizes simétricas
Uma matriz simétrica e real A, de ordem n, diz-se:

• Definida positiva se xTAx > 0 para todo x &= 0.

• Definida negativa se xTAx < 0 para todo x &= 0.

• Semidefinida positiva se xTAx ≥ 0 para todo x ∈ Rn.

• Semidefinida negativa se xTAx ≤ 0 para todo x ∈ Rn.

• Indefinida se xTAx toma valores positivos e negativos.

Nota 44. A expressão xTAx não é linear. De facto, por exemplo, para uma matriz
2× 2, temos

xTAx =
[

x y
]
[

a b
b c

] [

x
y

]

= ax2 + 2bxy + cy2. (7.16)

Exercı́cio 7.12. Mostre que se a matrizA, de ordem n, é uma matriz real, simétrica
e definida positiva, a expressão

〈x,y〉 = xTAy

define um produto interno em Rn. $

A função q : Rn → R definida por q(x) = xTAx, com A uma matriz real de
ordem n, chama-se forma quadrática.

Vejamos agora que dada uma forma quadrática q(x) = xTAx, podemos sem-
pre supor que a matriz A é uma matriz simétrica. Sendo A uma matriz real, a
função q é uma função de Rn em R. Assim, ao transpor q(x) estamos transpondo
uma matriz 1× 1, e portanto q(x)T = q(x). Ou seja,

q(x) = q(x)T ⇐⇒ xTAx = (xTAx)T ⇐⇒ xTAx = xTATx

⇐⇒ xT (AT − A)x = 0. (7.17)
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Atendendo à Proposição 7.2, qualquer matriz A pode escrever-se como a soma de
uma matriz simétrica com uma anti-simétrica, ou seja,

A =
1

2



A+ AT
︸ ︷︷ ︸

simétrica

+ A− AT
︸ ︷︷ ︸

anti-simétrica



 .

Logo, usando a equação (7.17) tem-se

xTAx =
1

2

[

xT (A+ AT )x+ xT (A−AT )x
]

= xT (A+ AT )

2
x.

Por conseguinte, se A não é uma matriz simétrica a forma quadrática xTAx é igual
à forma quadrática associada à parte simétrica de A. Não há portanto perda de
generalidade em supor que a matriz que define uma forma quadrática é simétrica.

Para referência futura, definimos forma quadrática.

Definição 7.8. Chama-se forma quadrática à função q : Rn → R definida por
q(x) = xTAx com A uma matriz real de ordem n.

Quando A é uma matriz simétrica, denotamos a forma quadrática q por
qA(x) = xTAx.

A nomenclatura na Definição 7.7 para uma matriz A ser definida positiva, ne-
gativa, etc. é igualmente adoptada na classificação de formas quadráticas qA(x) =
xTAx (com A simétrica).

Teorema 7.4. Seja A uma matriz simétrica real.

1) A matriz A é semidefinida positiva (resp. semidefinida negativa) se e só se
todos os valores próprios de A são não negativos (resp. não positivos).

2) A matriz A é definida positiva (resp. definida negativa) se e só se todos os
valores próprios de A são positivos (resp. negativos).

3) A matriz A é indefinida se e só se tem valores próprios positivos e negati-
vos.

Demonstração. 1)
(=⇒): Mostremos que se A é semidefinida positiva, então os seus valores próprios
são não negativos. Sendo A semidefinida positiva, tem-se xTAx ≥ 0 para todo
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x. Em particular, se x é um vector próprio de A (logo, x &= 0) associado ao valor
próprio λ, resulta

xTAx = xTλx = λxTx = λ‖x‖2 ≥ 0⇐⇒ λ ≥ 0.

(⇐=): Mostremos agora que se todos os valores próprios de A são não negativos,
a matriz A é semidefinida positiva. Sendo A uma matriz simétrica, esta matriz é
ortogonalmente diagonalizável, isto é, A = PDP T com P ortogonal e D diago-
nal. Considere-se D = diag(λ1,λ2, . . . ,λn) em que os valores próprios λi estão
ordenados por ordem decrescente: λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0 (tal ordenação é
possı́vel uma vez que uma matriz simétrica real tem valores próprios reais). Logo,

xTAx = xTPDP Tx = (P Tx)TD(P Tx) = yTDy (7.18)
= λ1y

2
1 + · · ·+ λny

2
n ≥ λn(y

2
1 + · · ·+ y2n) = λn‖y‖2 ≥ 0.

Ou seja, A é semidefinida positiva.
A demonstração para o caso de matrizes semidefinidas negativas inteiramente

análoga e fica como exercı́cio.
2) A prova para o caso de matrizes definidas positivas (resp. definidas negati-

vas) é igual à do item 1) bastando substituir nessa prova os sinais de ≥ (resp. ≥)
por > (resp. <), conforme apropriado.

3) O item 3) segue como consequência do item 2).

Da demonstração do Teorema 7.4 é fácil concluir que o máximo e o mı́nimo da
forma quadrática qA(x) = xTAx na esfera de Rn, definida por ‖x‖ = 1, é respec-
tivamente igual ao maior e ao menor valor próprio da matriz A. De facto, sendo
A uma matriz real e simétrica, e P e D matrizes como na demonstração anterior,
tem-se

xTAx = xTPDP Tx = yTDy = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n, (7.19)

com y = P Tx = (y1, . . . , yn). Como a matriz P é ortogonal, tomando para x

um vector de norma unitária tem-se ‖y‖ = ‖P Tx‖ = ‖x‖ = 1. Logo, de (7.19)
obtemos

λn = λn‖y‖2 ≤ xTAx = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n ≤ λ1‖y‖2 = λ1,

onde λ1 é o maior valor próprio de A e λn o menor valor próprio de A. É óbvio que
há vectores do conjunto {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1} para os quais a forma quadrática
toma os valores λ1 e λn, uma vez que existem vectores próprios de norma unitária
associados respectivamente a λ1 e λn.
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Proposição 7.8. O máximo e o mı́nimo da forma quadrática qA(x) = xTAx,
definida pela matriz real e simétrica A, no conjunto {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1} são,
respectivamente, o maior e o menor valor próprio de A. Isto é,

max
‖x‖=1

qA(x) = λ, min
‖x‖=1

qA(x) = µ,

com λ e µ, respectivamente, o maior e o menor valor próprio de A.

Em seguida obtemos uma série de resultados que permitem classificar matrizes
simétricas sem recurso ao cálculo dos seus valores próprios.

Lema 7.2. Se A é uma matriz real simétrica e definida positiva, então:

(a) Todas as entradas da diagonal principal de A são positivas;

(b) Todos os menores principais centrais de A são positivos.

Demonstração. a): Sendo A definida positiva, verifica-se xTAx > 0 para todo
x &= 0. Tomando, em particular, para x os vectores ek da base canónica de Rn, a
expressão xTAx é igual à entrada akk da diagonal principal de A. Logo, todas as
entradas da diagonal principal de A são positivas.
b): Como xTAx > 0 para todo x &= 0, em particular xT

kAxk > 0 para vectores
não nulos xk = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0). Porém,

xT
kAxk = xT

kAkxk,

onde Ak é a submatriz (simétrica) que se obtém deA suprimindo as últimas (n−k)
linhas e colunas. Logo, se A é definida positiva, as submatrizes Ak são definidas
positivas, para k = 0, . . . , (n − 1). Como o determinante de uma matriz é igual
ao produto dos valores próprios, o Teorema 7.4 (pág. 395) garante a positividade
do determinante de todas as matrizes Ak. Por conseguinte, todos os menores
principais centrais de A são positivos.

Pretendemos agora mostrar que o critério dos menores principais centrais (enun-
ciado na alı́nea b) do Lema 7.2) é necessário e suficiente para que uma matriz
simétrica seja definida positiva. Tal vai ser mostrado recorrendo à factorização
LU de uma matriz.

No Capı́tulo 1 (pág. 67) vimos que a factorização A = LU é uma factorização
em que L é triangular inferior com 1’s na diagonal principal e U é triangular
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superior com todas as entradas na diagonal principal não nulas. Passaremos a
designar por pivôs as entradas da diagonal principal de U , uma vez que estas
entradas são precisamente os pivôs do método de eliminação de Gauss.

É óbvio que se uma matriz é factorizável na forma LU , então essa matriz
é invertı́vel. Contudo a condição de invertibilidade da matriz não é suficiente
para a existência da factorização LU , como se pode verificar pelo contra-exemplo
apresentado no exercı́cio seguinte.

Exercı́cio 7.13. Mostre que a matriz invertı́vel (e simétrica)

A =





1 2 3
2 4 5
3 5 3





não admite uma factorização A = LU .
Sugestão: Escreva A = LU com L e U matrizes gerais da forma pretendida e
mostre que o sistema obtido é impossı́vel. $

Mostramos de seguida que a existência da factorização LU para matrizes
simétricas é equivalente à propriedade da matriz possuir todos os menores princi-
pais centrais não nulos.

Proposição 7.9. Uma matriz real invertı́vel A admite uma factorização LU se e
só se todos os menores principais centrais de A são não nulos.

Demonstração. Mostremos que se A admite uma factorização A = LU , qualquer
menor principal central é não nulo. Para tal, considere-se a seguinte partição em
blocos:

A = LU =

[

L11 0
L21 L22

] [

U11 U12

0 U22

]

,

onde L11 e U11 são matrizes k × k. A submatriz (central) Ak = L11U11 é não
singular, uma vez que L11 é triangular inferior com 1’s na diagonal principal e U11

é triangular superior com todas as entradas da diagonal não nulas. Logo, qualquer
menor principal central é não nulo.

Para a implicação recı́proca, vamos usar indução sobre a ordem da matriz A
e mostrar que esta matriz admite uma factorização LU . Para n = 1 a verificação
é trivial já que sendo A = [a11] e detA &= 0, tem-se que A = [1][a11] é a
factorização pretendida. Assuma-se agora que qualquer matriz An−1, de ordem
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(n − 1), admite uma factorização LU e que todos os menores principais centrais
da matriz A, de ordem n, são não nulos. A matriz A pode escrever-se na forma

A =

[

An−1 b
cT αn

]

,

onde b e cT são vectores cujas componentes são as primeiras (n − 1) entradas,
respectivamente, da coluna e da linha n de A. Como por hipótese de indução An−1

admite uma factorização LU , digamos An−1 = Ln−1Un−1, podemos escrever

A =

[

An−1 b
cT αn

]

=

[

Ln−1 0
cTU−1

n−1 1

]

︸ ︷︷ ︸

Ln

[

Un−1 L−1
n−1b

0 αn − cTA−1
n−1b

]

︸ ︷︷ ︸

Un

,

uma vez que as submatrizes Un−1, Ln−1 e An−1 são invertı́veis. Para mostrar que
LnUn é uma factorização LU de A, resta verificar que

αn − cTA−1
n−1b &= 0.

Como det(A) &= 0 (por hipótese todos os menores principais centrais de A são
não nulos), tem-se

0 &= detA = det(Ln) det(Un) = det(Un) =
(

αn − cTA−1
n−1b
)

det(Un−1),

e portanto αn − cTA−1
n−1b &= 0.

Note-se que a demonstração anterior permite concluir que todas as subma-
trizes centrais Ak (de ordem k) admitem uma factorização LU . Além disso, se
A = LU , os pivôs podem exprimir-se em termos dos menores principais centrais
da seguinte forma:

ukk =











detA1 para k = 1

detAk+1

detAk
para k = 2, . . . , n.

(7.20)

Tomando em consideração os resultados anteriormente obtidos, o Teorema 7.5
abaixo fornece condições necessárias e suficientes para que uma matriz simétrica
real seja definida positiva.
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Teorema 7.5. Cada uma das condições seguintes é necessária e suficiente para
que uma matriz simétrica real A seja definida positiva.

(i) Todos os valores próprios de A são positivos;

(ii) Todos os menores principais centrais de A são positivos;

(iii) A matriz A admite uma factorização LU com todos os pivôs positivos.

Demonstração. (i): Segue da demonstração do Teorema 7.4.
(ii): Tendo em conta o Lema 7.2, falta mostrar que se a matriz A tem todos os

menores principais centrais positivos, então é definida positiva. De facto, se todos
os menores principais centrais de A são positivos, pela Proposição 7.9, a matriz
A admite uma factorização LU . Além disso, a igualdade (7.20) diz-nos que todos
os pivôs são positivos (isto é, todas as entradas da diagonal principal de U são
positivas).

Qualquer matriz triangular superior pode ser escrita na forma U = DW onde
D é uma matriz diagonal cuja diagonal principal é igual à diagonal principal de
U , e W é uma matriz triangular superior com 1’s na diagonal principal. Assim, a
factorização LU de A pode reescrever-se na forma A = LDW . Uma vez que A é
simétrica e as matrizes L e W são invertı́veis, resulta

AT = A⇐⇒W TDLT = LDW =⇒ L−1W T = DW (LT )−1D−1.

ComoL−1W T é uma matriz triangular inferior com 1’s na diagonal e DW (LT )−1D−1

é uma matriz triangular superior, da igualdade anterior obtém-se L−1W T = I , ou
equivalentemente L = W T . Consequentemente A = LDLT . Assim,

xTAx = xTLDLTx = (LTx)TD(LTx) = yTDy.

Como as entradas da diagonal principal de D são positivas, a forma quadrática
yTDy é definida positiva, isto é,

yTDy > 0 para todo y &= 0.

Finalmente, como LT é uma matriz invertı́vel (visto que det(L) = 1), o vector
y = LTx é não nulo se e só se o vector x é não nulo. Assim, xTAx > 0 para todo
x &= 0, ou seja, A é definida positiva.
(iii): Pelo item (ii) uma matriz é definida positiva se e só se todos os menores

principais centrais são positivos. Logo, pela Proposição 7.9, uma matriz é defi-
nida positiva se e só se admite uma decomposição LU e tem todos os menores
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principais positivos. Como as entradas da diagonal principal de U são dadas pela
expressão (7.20), podemos concluir que A é definida positiva se e só se as entradas
de U (os pivôs) são positivas.

Exercı́cio 7.14. Mostre que uma matriz real e simétrica A é definida positiva se
e só se pode ser factorizada na forma A = RTR, onde R é uma matriz triangular
superior com todas as entradas da diagonal principal positivas.
Sugestão: Use a factorização A = LDLT obtida na demonstração anterior, e
mostre que pode tomar R = D1/2LT , onde D1/2 é a matriz diagonal cujas entradas
da diagonal principal são as raı́zes quadradas das respectivas entradas de D.

A factorização A = RTR é designada por factorização de Cholesky3 e a matriz
R por factor de Cholesky. $

Atendendo à definição, uma matriz A é definida negativa se e só se a matriz (−A)
é definida positiva. Assim, como corolário do Teorema 7.5, obtemos a seguinte
caracterização de matrizes definidas negativas.

Corolário 7.1. Cada uma das condições seguintes é necessária e suficiente para
que uma matriz simétrica real A seja definida negativa.

(i) Todos os valores próprios de A são negativos;

(ii) Todos os menores principais centrais de A de ordem par são positivos e os
de ordem ı́mpar negativos;

(iii) A matriz A admite uma factorização LU com todos os pivôs negativos.

Demonstração. Basta aplicar o Teorema 7.5 à matriz (−A) e ter em conta que:
det(−Ak) = (−1)k det(Ak); da igualdade (7.20) obtém-se ukk < 0 para todo o
k.

Poderı́amos ser tentados a pensar que a caracterização de matrizes semidefinidas,
por exemplo positivas, podia ser realizada substituindo na caracterização deste
tipo de matrizes a palavra “positiva” pelo termo “não negativo”. Porém, se levar-
mos em linha de conta as demonstrações realizadas (em particular as baseadas na
factorização LU) vemos que tal caracterização não pode ser feita com essa gene-
ralidade, uma vez que as matrizes semidefinidas são singulares e portanto não ad-
mitem uma factorização LU . O leitor interessado em caracterizações de matrizes

3Esta factorização foi descoberta pelo matemático francês André-Louis Cholesky (1875 –
1918) para matrizes reais.
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semidefinidas distintas da caracterização enunciada no Teorema 7.4, (em termos,
por exemplo, de menores principais) pode consultar, entre outros, Meyer [9].

7.4.1 Forma canónica de uma forma bilinear simétrica real
Para finalizar esta secção, deduzimos a forma canónica (ou forma normal) de
uma forma bilinear simétrica e, em particular, de uma forma quadrática. Na base
dessa forma canónica encontra-se um resultado conhecido por lei de inércia de
Sylvester4.

Comecemos por definir o que se entende por uma forma bilinear simétrica
num espaço linear real W .

Definição 7.9. Seja W um espaço linear real. Uma forma ϕ em W é uma função

ϕ : W ×W → R

(u, v) 3→ ϕ(u, v).

A forma ϕ diz-se:

• Bilinear: ϕ é linear nas duas variáveis, isto é, para todos u1, v1, u2, v2 ∈ W
e todos os escalares c1, c2, c3 e c4 de R, verifica-se:

ϕ(c1u1 + c2u2, c3v1 + c4v2) = c1c3ϕ(u1, v1) + c1c4ϕ(u1, v2)
+c2c3ϕ(u2, v1) + c2c4ϕ(u2, v2).

• Simétrica: ϕ(u, v) = ϕ(v, u), para todo u, v ∈ W ;

• Anti-simétrica: ϕ(u, v) = −ϕ(v, u), para todo u, v ∈ W .

Note-se que uma forma num espaço vectorial real que seja simétrica e linear ape-
nas numa variável é automaticamente bilinear.

Um exemplo de uma forma bilinear simétrica é um produto interno num espaço
linear real.

Nota 45. Num espaço linear complexo a noção de forma bilinear simétrica é
substituı́da pela noção de forma hermitiana, ou forma sesquilinear. Uma forma
hermitiana no espaço linear complexoW é uma função ϕ : W ×W → C que é
linear numa das variáveis e tal que ϕ(u, v) = ϕ(v, u), para todo u, v ∈ W .

4James Joseph Sylvester (1814 – 1897), matemático inglês.
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É fácil deduzir que fixada uma base ordenada B = (u1, . . . , un) no espaço
linear real W , uma forma bilinear simétrica (resp. anti-simétrica) é representada
por uma matriz simétrica real (resp. anti-simétrica) A. Nomeadamente,

ϕ(x1u1 + · · ·+ xnun, y1u1 + · · ·+ ynun)

= xT
B








ϕ(u1, u1) ϕ(u1, u2) · · · ϕ(u1, un)
ϕ(u2, u1) ϕ(u2, u2) · · · ϕ(u2, un)

... ... ...
ϕ(un, u1) ϕ(un, u2) · · · ϕ(un, un)







yB

= xT
BAyB.

A Definição 7.8 de forma quadrática em Rn generaliza-se a qualquer espaço
vectorial real W da seguinte forma. Uma forma quadrática q em W é uma função
q : W ×W → R que em qualquer base ordenada B de W se escreve na forma
q(x) = xT

BAxB , onde A é uma matriz real. Como vimos anteriormente, podemos
sempre supor que a matriz A é simétrica.

Se ϕ é uma forma bilinear simétrica no espaço vectorial real W , podemos
associar-lhe uma forma quadrática q definindo a função q : W → R por q(x) =
ϕ(x, x). Reciprocamente, sendo q uma forma quadrática num espaço linear real,
podemos definir uma forma bilinear simétrica do seguinte modo:

ϕ(x, y) =
1

2
(q(x+ y)− q(x)− q(y)) .

A forma ϕ é designada por forma polar de q.

Exercı́cio 7.15. Seja q uma forma quadrática definida num espaço linear real W .
Mostre que

1

2
(q(x+ y)− q(x)− q(y)) ,

é uma forma bilinear simétrica em W . $

Exercı́cio 7.16. Mostre que o conjunto Σ2(W ), das formas bilineares simétricas
definidas num espaço vectorial real W , é um espaço linear para as operações:

(ϕ1 + ϕ2)(x, y) = ϕ1(x, y) + ϕ2(x, y), (αϕ)(x, y) = αϕ(x, y) com α ∈ R.

$
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Suponha-se que q é uma forma quadrática num espaço linear real W , repre-
sentada pela matriz A em relação a uma certa base ordenada B de W , isto é,
qA(xB) = xT

BAxB . Se considerarmos outra base ordenada B1 de W , a forma
quadrática será representada por outra matriz. De facto, se M é a matriz de
mudança da base B1 para a base B, ou seja, xB = MxB1 , tem-se

qA(xB) = xT
B1
MTAMxB1 = qC(xB1), com C = MTAM .

Ou seja, as matrizes A e C que representam a mesma forma quadrática, em relação
a bases distintas, satisfazem a relação C = MTAM , onde M é uma matriz in-
vertı́vel.

Quando existe uma matriz invertı́vel K tal que A = KCKT , as matrizes A e
C dizem-se congruentes. Escrevemos A @ C quando A e C são congruentes.

Exercı́cio 7.17. Mostre que se A e C são matrizes que representam uma forma
bilinear simétrica ϕ : W ×W → R, em relação a bases distintas fixadas em W ,
então A @ C.

$

Exercı́cio 7.18. Mostre que:

a) A relação de congruência5 de matrizes é:

• Reflexiva: A @ A,

• Simétrica: A @ C =⇒ C @ A;

• Transitiva: (A @ C e C @ D) =⇒ A @ D.

b) Matrizes congruentes têm a mesma caracterı́stica.

$

Em 1852, o matemático J. J. Sylvester descobriu que a inércia de uma matriz
é invariante por congruência.

Definição 7.10. A inércia de uma matriz simétrica real é a sequência (ρ, ν, ζ)
onde ρ, ν e ζ são, respectivamente, o número de valores próprios positivos, ne-
gativos, e nulos, contando as suas multiplicidades algébricas.

5Uma relação que seja reflexiva, simétrica e transitiva, diz-se uma relação de equivalência.
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Teorema 7.6. Lei de inércia de Sylvester
Sejam A e B matrizes simétricas reais.

A @ B se e só se A e B têm a mesma inércia.

Demonstração. Como A é simétrica e real, esta matriz é ortogonalmente diago-
nalizável, isto é, A = PDP T com P ortogonal e D uma matriz diagonal cujas
entradas da diagonal principal são os valores próprios de A. Se a inércia de A é
(p, j, s), podemos tomar para D a matriz

D = diag(λ1, . . . ,λp,−λp+1, . . . ,−λp+j, 0, . . . , 0),

onde λi > 0, para i = 1, . . . , p+ j.
Considere-se agora a matriz (invertı́vel) D̃ = diag(λ−1/2

1 , . . . ,λ−1/2
p+j , 1 . . . , 1).

São válidas as igualdades

D̃TP TAPD̃ = D̃DD̃ =





Ip×p

−Ij×j

0s×s



 = E, (7.21)

onde Ik×k designa a matriz identidade de ordem k, 0s×s a matriz nula de ordem s
e os blocos omissos são matrizes nulas. A igualdade (7.21) diz-nos que a matriz
A é congruente com a matriz E.

Se a matriz simétrica B tem a mesma inércia de A, a matriz B é congruente
com a matriz E acima. Ou seja, B @ E. Como a relação de congruência é
transitiva e reflexiva (ver Exercı́cio 7.18), tem-se que A @ E e B @ E implica
A @ B.

Para a implicação recı́proca, suponha-se que A @ B e mostre-se que A e B
têm a mesma inércia. Admita-se que a inércia de A é (p, j, s) e a de B é (q, k, t).
Então A @ E onde E é a matriz em (7.21) e B @ F , com

F =





Iq×q

−Ik×k

0t×t



 .

Como A @ B, A @ E e B @ F , tem-se E @ F (transitividade da relação
de congruência). Ou seja, existe uma matriz invertı́vel K tal que F = KTEK.
Sendo E @ F , as matrizes E e F têm a mesma caracterı́stica (cf. Lema 3.1,
pág. 148), e portanto t = s. Usando a igualdade F = KTEK é fácil ver que
p = q.
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Como corolário do teorema anterior (e da sua demonstração) obtemos o resul-
tado conhecido por forma canónica (isto é, uma forma particularmente simples)
de uma forma quadrática real.

Teorema 7.7. Forma canónica de uma forma quadrática real
Seja A uma matriz simétrica real e q(x) = xTAx uma forma quadrática em

Rn. Existe uma base em Rn em relação à qual a forma q se exprime na forma

q(x) = yTEy = (y1)
2 + · · ·+ (yp)

2 − (yp+1)
2 − · · ·− (yp+j)

2,

onde a matriz E é a matriz em (7.21).
A uma representação deste tipo chama-se forma canónica da forma

quadrática q. O número de valores próprios positivos de A é p, e o número
de valores próprios negativos é j.

Chama-se caracterı́stica da forma quadrática a p+ j e assinatura a p− j.
Note-se que a caracterı́stica de uma forma quadrática coincide com a carac-

terı́stica da matriz simétrica que define a forma quadrática (uma vez que matrizes
semelhantes têm a mesma caracterı́stica) bem como com o número de valores
próprios não nulos dessa matriz.

As formas bilineares simétricas são representadas por matrizes congruentes,
em relação a bases distintas fixadas no seu domı́nio (cf. Exercı́cio 7.17). Segue
como corolário do Teorema 7.6 o seguinte resultado que dá uma forma canónica
para uma forma bilinear simétrica real.

Teorema 7.8. Forma canónica de uma forma bilinear simétrica real
Seja ϕ : W ×W → R uma forma bilinear simétrica. Existe uma base B de

W em relação à qual ϕ tem a forma

ϕ(x, y) = xT
BEyB = x1y1 + · · ·+ xpyp − xp+1yp+1 − · · ·− xp+jyp+j,

onde xB = (x1, . . . , xn), yB = (y1, . . . , yn) e E é a matriz em (7.21).

7.4.2 Cónicas e quádricas
Os resultados obtidos relativos a matrizes simétricas reais (e formas quadráticas)
são aplicados nesta secção ao estudo de equações envolvendo formas quadráticas
em R2 e R3. Dada uma matriz simétrica real A pretende-se identificar o lugar
geométrico definido por uma equação quadrática, ou seja, uma equação do tipo

qA(x) + kTx+ j = 0, j ∈ R, (7.22)
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onde qA(x) = xTAx, para x ∈ R2 (ou x ∈ R3) e k um vector (fixo) de R2 ou de
R3.

Chama-se forma quadrática associada à equação quadrática (7.22) ao termo
qA(x). Por exemplo,

Equação quadrática qA(x) Matriz A

8x2 − 4xy + 5y2 − 36y = 0 8x2 − 4xy + 5y2
[

8 −2
−2 5

]

xy − y + 2 = 0 xy

[

0 1/2
1/2 0

]

x2 + 2yz + 2y2 − 3z2 − 12 = 0 x2 + 2yz + 2y2 − 3z2





1 0 0
0 2 1
0 1 −3





Os lugares geométricos determinados por equações quadráticas de duas variá-
veis são designados por cónicas ou secções cónicas. As cónicas mais importantes
são as elipses, as circunferências, as hipérboles e as parábolas. Estas cónicas
dizem-se cónicas não degeneradas.

Uma cónica não degenerada diz-se na posição padrão (relativa aos eixos co-
ordenados) se a sua equação pode ser expressa numa das formas indicadas nas
Figuras 7.1 a 7.3.

x2

k2
+

y2

l2
= 1; k, l > 0 Elipse ou circunferência

!

!

y

x

l

l

k k
!

!

y

x

l

l

k k

!

!

y

x

l

l

l l

k > l k < l k = l

Figura 7.1: Elipse ou circunferência.

Note-se que as formas quadráticas associadas às equações que definem as
cónicas não degeneradas das figuras 7.1 a 7.3 são representadas por uma matriz
diagonal. Quando tal acontece dizemos que a equação que define a cónica está
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Hipérbole

!

y

xk k

!

y

x

k

k

x2

k2
−

y2

l2
= 1; k, l > 0

y2

l2
−

x2

k2
= 1; k, l > 0

Figura 7.2: Hipérbole.

Parábola

y2 = kx

y

x

y

x

k > 0 k < 0

Parábola

x2 = ky

y

x

y

x

k > 0 k < 0

Figura 7.3: Parábola.

na forma reduzida. As equações reduzidas das cónicas não degeneradas são, para
k, l > 0 e p &= 0:

Circunferência: x2

k2 +
y2

k2 = 1 1
k2 I.

Elipse: x2

k2 +
y2

l2 = 1 diag
(

1
k2 ,

1
l2

)

.

Hipérbole: x2

k2 −
y2

l2 = 1 diag
(

1
k2 ,−

1
l2

)

.

Parábola: y2 = px diag (0, 1) .

As cónicas degeneradas são o conjunto vazio, um ponto, uma recta, duas rec-
tas concorrentes, e duas rectas paralelas. As equações reduzidas das cónicas de-
generadas são:
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Um ponto: x2

k2 +
y2

k2 = 0

Uma recta: x2 = 0.

Duas rectas paralelas: x2

k2 = 1.

Duas rectas concorrentes: x2

k2 −
y2

l2 = 0.

Para identificar a cónica definida por (7.22), usa-se a seguinte estratégia: (a)
reduz-se a forma quadrática (associada à equação) à sua forma canónica (ver Te-
orema 7.7); (b) “eliminam-se” da equação o máximo de termos lineares possı́vel,
usando para tal um processo conhecido por “completar quadrados”.

Comecemos por relembrar que se A é uma matriz simétrica real, existe uma
matriz ortogonal P que diagonaliza A. Isto é, tal que A = PDP T com P−1 = P T

e D = diag(λ1, . . . ,λn). Assim,

qA(x) = xTAx = (P Tx)TDP Tx = yTDy = qD(y), com y = P Tx.

Uma matriz ortogonal P tem detP = ±1, no entanto podemos sempre escolher
P por forma a que det(P ) = 1 (basta trocar duas colunas de P e a ordem dos
valores próprios nas entradas da diagonal de D). No caso de formas quadráticas
em R2, a matriz P tem uma das formas indicadas no Exemplo 7.1 (pág. 373), e
portanto pode sempre ser escolhida como sendo uma matriz de rotação Rθ.

A matriz P tem nas colunas vectores próprios de A de norma igual a 1, e é a
matriz que realiza a mudança da base formada pelos vectores próprios (definida
pelas colunas de P ) para a base canónica de Rn. Assim a mudança de variáveis
P Tx = y aplica direcções definidas pelos vectores da base canónica de Rn em
direcções definidas por vectores próprios de A. Estas direcções são designadas
por direcções principais.

Redução a direcções principais
Efectuando a mudança de variáveis P Tx = y, onde P é uma matriz ortogo-

nal que diagonaliza a matriz simétrica real A, a forma quadrática qA(x) = xTAx
transforma-se em qD(y) = yTDy, onde D = P TAP é uma matriz diagonal. Ou
seja,

qA(x) = qD(y) = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n,

onde λ1, . . . ,λn são os valores próprios de A. Além disso, a mudança de
variáveis P Tx = y pode sempre efectuar-se usando para P uma matriz com
determinante igual a 1.

409



7.4. Classificação de matrizes simétricas reais

Exemplo 7.7. Considere-se a equação

8x2
1 − 4x1x2 + 5x2

2 − 36 = 0. (7.23)

A forma quadrática associada a esta equação é qA(x1, x2) = 8x2
1 − 4x1x2 + 5x2

2,
ou seja,

qA(x1, x2) =
[

x1 x2

]

A

[

x1

x2

]

=
[

x1 x2

]
[

8 −2
−2 5

] [

x1

x2

]

.

A matriz A tem valores próprios λ1 = 4 e λ2 = 9. Como λ1 &= λ2, quaisquer
vectores próprios associados a λ1 e a λ2 são ortogonais. Tome-se, por exemplo,
para vector próprio associado a λ1 o vector v1 = (1, 2), e para vector próprio
associado a λ2 o vector v2 = (−2, 1) (verifique que estes vectores são vectores
próprios de A). Uma matriz que tenha nas colunas v1 e v2 diagonaliza A, porém
não é uma matriz ortogonal já que estes vectores não têm norma unitária. Se
se pretende uma matriz que diagonalize ortogonalmente A, devemos normalizar
estes vectores. Por exemplo, uma matriz P que diagonaliza ortogonalmente A é

P =
1√
5

[

1 −2
2 1

]

. (7.24)

A matriz P tem determinante igual a 1, e representa por isso uma rotação dos
eixos coordenados (ver Exemplo 7.1, pág. 373 e Exemplo 6.7-4, pág. 338).

A mudança de coordenadas P Tx = y transforma a equação (7.23) na equação

qD(y) = 4 y21 + 9 y22 = 36⇐⇒
y21
9

+
y22
4

= 1.

Em conclusão, a cónica é uma elipse centrada na origem do sistema de eixos coor-
denados y1y2 (eixos com direcções dos vectores próprios de A), cujos semieixos
medem 3 e 2. O sistema de eixos coordenados y1y2 é obtido por rotação do sistema
de eixos x1x2, rotação esta definida pela matriz P . Na Figura 7.4 é apresentado o
gráfico da cónica. !

A equação que define a cónica do exemplo anterior não possui termos lineares em
x uma vez que é uma equação do tipo

qA(x) + kTx + j = 0,

com k = 0. Se essa equação tivesse um termo linear kTx com k &= 0, depois de
reduzir a forma quadrática associada à equação à sua forma canónica, deverı́amos
“completar os quadrados”, eliminando o máximo de termos lineares possı́vel. No
exemplo seguinte ilustramos este procedimento.
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u1
u2

x1

x2

y1

y2

Figura 7.4: Elipse cujos eixos têm as direcções dos vectores próprios (unitários)
u1 e u2 da matriz A do Exemplo 7.7.

Exemplo 7.8. Considere a modificação seguinte da equação do Exemplo 7.7:

8x2
1 − 4x1x2 + 5x2

2 −
64√
5
x1 +

52√
5
x2 + 4 = 0. (7.25)

Do Exemplo 7.7 sabemos que a forma quadrática associada a esta equação pode
ser diagonalizada usando a mudança de variáveis x = Py, onde P é a matriz em
(7.24). Esta mudança de variáveis, x1 =

1√
5
(y1 − 2y2) e x2 =

1√
5
(2y1 + y2),

reduz a equação (7.25) à forma

0 = 4 y21 + 9 y22 + 8y1 + 36y2 + 4.

Completem-se agora os quadrados:

4y21 + 8y1 = 4
(

y21 + 2y1
)

= 4
(

y21 + 2y1 + 1− 1
)

= 4 (y1 + 1)2 − 4

9y22 + 36y2 = 9
(

y22 + 4y2
)

= 9
(

y22 + 4y2 + 4− 4
)

= 9 (y2 + 2)2 − 36.

Assim,

4 y21 + 9 y22 + 8y1 + 36y2 + 4 = 0⇐⇒ 4 (y1 + 1)2 − 4 + 9 (y2 + 2)2 − 36 + 4 = 0

⇐⇒ 4 (y1 + 1)2 + 9 (y2 + 2)2 = 36

⇐⇒
(y1 + 1)2

9
+

(y2 + 2)2

4
= 1

Ou seja, a cónica definida por (7.25) é obtida da cónica dada por (7.23) mediante
uma translação (nas coordenadas y1, y2) definida pelo vector a = (−1,−2). Na
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!1,!2"

u1
u2

x1

x2

y1

y2

Figura 7.5: A elipse do Exemplo 7.8 é uma translação da elipse do Exemplo 7.7.

Figura 7.5 apresenta-se a cónica definida pela equação (7.23) bem como a cónica
transladada definida por (7.25).

!

Exercı́cio 7.19. Seja C o conjunto de pontos do plano definido pela equação

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0,

e λ, µ os valores próprios da matriz simétrica que define a forma quadrática asso-
ciada a esta equação. Mostre que:

a) Se λµ > 0, então C é uma elipse, um ponto, ou o conjunto vazio.
b) Se λµ < 0, então C é uma hipérbole, ou um par de rectas concorrentes.
c) Se λµ = 0, então existem duas possibilidades:

(i) Se λ &= 0 ou µ &= 0, então C é uma parábola, um par de rectas parale-
las, uma recta, ou o conjunto vazio.

(ii) Se λ = µ = 0, então C é uma recta, ou o conjunto vazio.

$

Quádricas

As equações quadráticas em 3 variáveis definem superfı́cies no espaço tridimensi-
onal designadas por quádricas. As quádricas na posição padrão relativamente aos
eixos coordenados são definidas pelas equações indicadas nas Figuras 7.6-7.14. A
curva de intersecção de uma superfı́cie com um plano é designada por traço.
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Elipsóide.

x2

k2
+

y2

l2
+

z2

n2
= 1

Os traços são elipses, ou circunferên-
cias, ou um ponto, ou o conjunto vazio.

Figura 7.6: Elipsóide

Hiperbolóide de uma folha.

x2

k2
+

y2

l2
−

z2

n2
= 1

Os traços são elipses, hipérboles,
ou um par de rectas concorrentes.

Figura 7.7: Hiperbolóide de uma folha.

Hiperbolóide de 2 folhas

x2

k2
+

y2

l2
−

z2

n2
= −1

Os traços são elipses, ou hipérboles,
ou um ponto, ou o conjunto vazio.

Figura 7.8: Hiperbolóide de 2 folhas.
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Cone elı́ptico

x2

k2
+

y2

l2
= z2

Os traços são elipses, ou hipérboles,
ou rectas concorrentes, ou um ponto.

Figura 7.9: Cone elı́ptico.

Parabolóide hiperbólico

y2

l2
−

x2

k2
= z

Os traços são hipérboles, ou parábolas,
ou duas rectas concorrentes, ou
o conjunto vazio.

Figura 7.10: Hiperbolóide parabólico.

Parabolóide elı́ptico

x2

k2
+

y2

l2
= z

Os traços são elipses, ou parábolas,
ou um ponto, ou o conjunto vazio.

Figura 7.11: Parabolóide elı́ptico.
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Cilindro elı́ptico

x2

k2
+

y2

l2
= 1

Os traços são elipses, ou circunferências,
ou rectas paralelas, ou o conjunto vazio.

Figura 7.12: Cilindro elı́ptico.

Cilindro hiperbólico

x2

k2
−

y2

l2
= 1

Os traços são hipérboles, ou rectas,
ou o conjunto vazio.

Figura 7.13: Cilindro hiperbólico.

Cilindro parabólico

x2

k2
= py

Os traços são parábolas, ou rectas,
ou o conjunto vazio.

Figura 7.14: Cilindro parabólico.
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Nota 46. As superfı́cies das Figuras 7.6-7.9 dizem-se superfı́cies de caracterı́stica
3, as das Figuras 7.10-7.13 superfı́cies de caracterı́stica 2 e a da Figura 7.14 é
uma superfı́cie de caracterı́stica 1. Esta classificação está de acordo com o facto
de a forma quadrática associada à equação que define a superfı́cie ter respecti-
vamente caracterı́stica 3, 2 e 1.

As equações que definem as quádricas das Figuras 7.6-7.14 não têm termos
cruzados, isto é, termos envolvendo xy, yz ou xz, pelo que a matriz que define
a forma quadrática associada à equação é diagonal. No caso da forma quadrática
associada à equação da superfı́cie possuir termos cruzados isso indica que a su-
perfı́cie não se encontra na posição padrão. No entanto, a superfı́cie pode ser
obtida por rotação de uma superfı́cie na posição padrão. A rotação é definida por
uma matriz ortogonal P do tipo 3 × 3 com determinante igual a 1 (ver Exem-
plo 7.4). Esta matriz P diagonaliza a matriz que define a forma quadrática asso-
ciada à equação da superfı́cie.

Exemplo 7.9. Pretendemos identificar a superfı́cie definida pela equação

− 15− 20x1 + 8x2
1 + 14y1 − 4x1y1 + 5y21 − 8z1 + 4z21 = 0. (7.26)

A forma quadrática associada a esta equação é definida pela matriz simétrica

A =





8 −2 0
−2 5 0
0 0 4



 .

Os valores próprios desta matriz são λ1 = 9 e λ2 = 4 (com multiplicidade
algébrica 2). Os espaços próprios são

E(4) = Span {(1, 2, 0), (0, 0, 1)} , E(9) = Span {(−2, 1, 0)} .

Realizando a mudança de variáveis (x1, y1, z1) = P (x, y, z), onde P é a matriz
ortogonal

P =





0 1/
√
5 −2/

√
5

0 2/
√
5 1/

√
5

1 0 0



 ,

isto é, x1 = 1/
√
5y− 2/

√
5z, y1 = 2/

√
5y+ 1/

√
5z e z1 = x, a equação (7.26) é

transformada na equação

4x2 + 4y2 + 9z2 − 8x+
8√
5
y +

54√
5
z − 15 = 0. (7.27)
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Esta equação tem termos lineares, pelo que vamos completar os quadrados.

4x2 − 8x = 4(x2 − 2x+ 1− 1) = 4(x− 1)2 − 4,

4y2 +
8√
5
y = 4

(

y2 +
2√
5
y +

1

5
−

1

5

)

= 4

(

y +
1√
5

)2

−
4

5
,

9z2 +
54√
5
z = 9

(

z2 +
6√
5
+

9

5
−

9

5

)

= 9

(

z +
3√
5

)2

−
81

5
.

Por conseguinte, a equação (7.27) escreve-se

4(x− 1)2 + 4

(

y +
1√
5

)2

+ 9

(

z +
3√
5

)2

= 36,

ou equivalentemente,

(x− 1)2

9
+

(y + 1√
5
)2

9
+

(z + 3√
5
)2

4
= 1.

Concluindo, a equação (7.26) define um elipsóide de semieixos medindo respecti-
vamente 3, 3 e 2 unidades. Este elipsóide é obtido por translação segundo o vector
(−1, 1√

5
, 3√

5
) de um elipsóide na posição padrão no sistema de eixos x, y, z. !

7.5 Decomposição em valores singulares (SVD)
A decomposição de uma matriz em valores singulares (SVD6) é actualmente usada
em várias áreas da matemática aplicada como a estatı́stica, a álgebra computaci-
onal e numérica, a bioquı́mica, o reconhecimento de voz e imagem, etc.. Uma
decomposição SVD de uma matriz real A, do tipo p× n, é uma factorização de A
na forma A = UΣV T , com U e V matrizes ortogonais e Σ uma matriz em blocos
com todos os blocos nulos à excepção de um único bloco diagonal. Como vere-
mos, toda a matriz admite uma decomposição SVD. Na base da obtenção desta
decomposição encontra-se a diagonalização ortogonal (resp. unitária) de matrizes
simétricas reais (resp. hermitianas).

Nesta secção mostramos que qualquer matriz admite uma decomposição SVD
e fazemos a interpretação geométrica desta decomposição. A partir desta factori-
zação, obtemos bases ortonormadas para os quatro subespaços fundamentais as-
sociados a uma matriz.

6SVD é a abreviatura de “singular value decomposition”.
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7.5.1 Factorização SVD
Seja A uma matriz real do tipo p × n. A matriz ATA é uma matriz simétrica
(de ordem n), e portanto ortogonalmente diagonalizável. Assim, existe uma base
ortonormada de Rn formada por vectores próprios de ATA. Seja {v1,v2, . . . ,vn}
uma tal base, e designe-se por λi o valor próprio de ATA associado a vi. Logo,

‖Avi‖2 = (Avi)
TAvi = vT

i A
TAvi

= vT
i λivi (vi é um vector próprio de ATA)

= λiv
T
i vi = λi‖vi‖2 = λi (vi é um vector próprio de norma 1).

Conclui-se que os valores próprios de ATA são todos não negativos visto que,
para cada λi se tem λi = ‖Avi‖2 ≥ 0.

Nota 47. Quando A é uma matriz complexa, a matriz AHA é hermitiana. Logo,
os valores próprios de AHA são reais e não negativos já que, sendo (λi,vi) um
par próprio de AHA com ‖vi‖ = 1, se tem ‖Avi‖2 = vH

i A
HAvi = λi.

Definição 7.11. Valores singulares
Seja A uma matriz real (resp. complexa) do tipo p× n.
Os valores singulares σi de A são as raı́zes quadradas dos valores próprios

de ATA (resp. de AHA). Isto é, σi =
√
λi para 1 ≤ i ≤ n, onde λi é um valor

próprio de ATA (resp. de AHA).

Se λi é um valor próprio de ATA e vi é um vector próprio associado com
norma unitária, então o valor singular σi =

√
λi é igual à norma de Avi, visto que

σi =
√

λi =
√

‖Avi‖2 = ‖Avi‖, i = 1, . . . , n. (7.28)

É habitual ordenar os valores singulares de uma matriz por ordem decrescente:

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0.

Exemplo 7.10. Seja A =

[

3 −8 10
4 5 −2

]

.

A matriz

ATA =





25 −4 22
−4 89 −90
22 −90 104
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tem valores próprios λ1 = 189 e λ2 = 29 e λ3 = 0. Portanto, os valores singulares
de A são

σ1 =
√
189 = 3

√
21, σ2 =

√
29, σ3 = 0.

!

Enunciamos agora o teorema da decomposição SVD.

Teorema 7.9. Decomposição SVD
Seja A uma matriz real do tipo p × n de caracterı́stica igual a k. Existem

matrizes ortogonais U , V e uma matriz Σ, tais que

A = UΣV T .

(i) A matriz Σ, do tipo p× n, tem a forma

Σ =

[

D 0
0 0

]

,

onde D é a matriz diagonal D = diag(σ1, σ2, . . . , σk), sendo os σi’s os
valores singulares positivos de A assim ordenados: σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σk >
0.

(ii) Os vectores coluna de V , v1, . . . ,vn (por esta ordem), formam uma base
ortonormada de Rn. Estes vectores são vectores próprios de ATA que
satisfazem as igualdades ATAvi = λivi = σ2

i vi, onde σk+1 = · · · = σn =
0.

(iii) Os vectores coluna de U formam uma base ortonormada de Rp. As suas
primeiras k colunas verificam: ui =

1

σi
Avi, para i = 1, . . . k, onde vi é a

coluna número i de V .

Uma decomposição A = UΣV T diz-se uma decomposição de A em valores
singulares (abreviadamente SVD). Os vectores coluna de U são designados por
vectores singulares esquerdos, enquanto que os vectores coluna de V se desig-
nam por vectores singulares direitos.

Nota 48. A matriz Σ da decomposição SVD é única. No entanto, as matrizes U e
V não o são, o que significa que a decomposição SVD não é única.
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Antes de provarmos o Teorema 7.9 mostramos o lema seguinte.

Lema 7.3. Seja A uma matriz real p × n, λ1, . . . ,λn os valores próprios de
ATA, e (v1,v2, . . . ,vn) uma base ortonormada de Rn, tal que cada vector vi é
um vector próprio associado ao valor próprio λi, e λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn.

Se k é o número de valores singulares positivos de A (contando com as mul-
tiplicidades), então {Av1, . . . , Avk} é uma base ortogonal do espaço das colunas
de A, e a caracterı́stica de A é k.

Demonstração. Se mostrarmos que o conjunto {Av1, . . . , Avk} é uma base orto-
gonal de EC(A), resulta imediatamente que dimEC(A) = k = car(A).

Comecemos por verificar que o conjunto {Av1, . . . , Avn} é ortogonal. Para
i &= j, tem-se

(Avi)
T (Avj) = vT

i A
TAvj

= vT
i λjvj (λj é valor próprio de ATA associado a vj)

= λjv
T
i vj = λj〈vi,vj〉 = 0,

e portanto {Av1, . . . , Avn} ⊂ Rp é um conjunto ortogonal do espaço das colunas
de A. Como σi = ‖Avi‖ &= 0 para i ≤ k e ‖Avi‖ = 0 para i > k, o subconjunto
{Av1, . . . , Avk} é um conjunto ortogonal que não contém o vector nulo, e por-
tanto linearmente independente (cf. Proposição 5.1, pág. 259). Falta mostrar que
este conjunto gera o espaço das colunas de A. Seja y ∈ EC(A), isto é, y = Ax
para algum vector x ∈ Rn. Escrevendo x = c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn, tem-se

y = Ax = c1Av1 + c2Av2 + · · ·+ ckAvk + ck+1Avk+1 + · · ·+ cnAvn

= c1Av1 + c2Av2 + · · ·+ ckAvk, já que Avi = 0 para k < i ≤ n.

Assim, o conjunto linearmente independente {Av1, . . . , Avk} gera EC(A), e por-
tanto é uma base de EC(A).

Passamos agora à demonstração do Teorema 7.9.

Demonstração. (do Teorema 7.9)
Comecemos por notar que sendo A = UΣV T uma decomposição SVD de A,

o produto ATA tem a forma

ATA = (V ΣTUT )(UΣV T ) = V ΣTΣV T ,

onde ΣTΣ é uma matriz diagonal e V é uma matriz ortogonal. Como ATA é
uma matriz simétrica real, a igualdade anterior é uma diagonalização ortogonal
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de ATA, uma vez que a matriz diagonal ΣTΣ possui na diagonal principal os
valores próprios de ATA. Logo, as colunas de V formam uma base ortonormada
de Rn constituı́da por vectores próprios de ATA. Seja (v1,v2, . . . ,vn) uma tal
base, ordenada como no Lema 7.3. Deste lema segue que {Av1, . . . , Avk} ⊂ Rp

é uma base ortogonal para o espaço da colunas de A. Normalizando cada vector
desta base, formamos a base ortonormada {u1, . . . ,uk} de EC(A). Aplicando as
igualdades (7.28), temos

ui =
1

‖Avi‖
Avi =

1

σi
Avi ⇐⇒ Avi = σiui, i = 1, . . . , k. (7.29)

Podemos, se necessário, completar o conjunto ortonormado {u1, . . . ,uk} por
forma a obter uma base ortonormada {u1, . . . ,uk, . . . ,up} de Rp.

Finalmente, considerando as bases ortonormadas (u1, . . . ,up) e (v1, . . . ,vn),
respectivamente de Rp e Rn, construam-se as seguintes matrizes ortogonais U e
V ,

U =



u1 u2 · · · up



 e V =



v1 v2 · · · vn



 .

Verifiquemos agora a igualdade A = UΣV T ou, equivalentemente, AV = UΣ
(uma vez que V −1 = V T ):

AV = A



v1 v2 · · · vn



 =



Av1 Av2 · · · Avn





=



σ1u1 · · · σkuk 0 · · · 0



 ,

e

UΣ =



u1 u2 · · · up














σ1

σ2

. . . 0
σk

0 0










=



σ1u1 · · · σkuk 0 · · · 0



 .

Logo, AV = UΣ.
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Exercı́cio 7.20. Use a decomposição SVD para mostrar que qualquer matriz real
A, de caracterı́stica k, se pode escrever na forma:

A = σ1u1v
T
1 + · · ·+ σkukv

T
k . (7.30)

Mostre ainda que as matrizes uiv
T
i , do tipo p× n, têm caracterı́stica 1.

Compare a decomposição anterior com a decomposição espectral (7.12) de
matrizes unitariamente diagonalizáveis. $

Nota 49. Qualquer matriz complexa admite uma decomposição SVD. Ou seja, se
A é uma matriz complexa, existem matrizes unitárias U e V , e uma matriz Σ com
um único bloco diagonal não nulo com entradas na diagonal principal positivas,
tais queA = UΣV H . A demonstração deste resultado é análoga à realizada para
matrizes reais, bastando substituir nessa demonstração o sı́mbolo “T” por “H”.

Exemplo 7.11. Considere-se a matriz A =

[

3 −8 10
4 5 −2

]

.

Viu-se, no Exemplo 7.10 (pág. 418) que os valores singulares de A são σ1 =√
189, σ2 =

√
29 e σ3 = 0. É fácil verificar que (5,−29, 32), (15, 7, 4) e (−34, 46, 47)

são vectores próprios de ATA, associados respectivamente a λ1 = 189, λ2 = 29
e λ3 = 0. Estes vectores são ortogonais pois estão associados a valores próprios
distintos (de uma matriz simétrica). Normalizando estes vectores, obtemos

v1 =
1

3
√
210

(5,−29, 32),v2 =
1√
290

(15, 7, 4) e v3 =
1

3
√
609

(−34, 46, 47).

Uma matriz V da decomposição SVD de A é

V =










5
3
√
210

15√
290

−34
3
√
609

−29
3
√
210

7√
290

46
3
√
609

32
3
√
210

4√
290

47
3
√
609










,

uma vez que v1,v2 e v3 são vectores próprios associados respectivamente a valo-
res próprios λi que respeitam a ordenação λ1 > λ2 > λ3.

A matriz D é diagonal, tendo na diagonal principal os valores singulares
não nulos de A (associados às colunas de V ) ordenados de forma decrescente.
Conclui-se assim que D = diag(

√
189,

√
29), e a matriz Σ correspondente é

Σ =

[√
189 0 0
0

√
29 0

]

.
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Falta determinar uma matriz U que, neste caso, é do tipo 2×2 (uma vez que A é do
tipo 2× 3). Como a caracterı́stica de A é 2 (pelo Lema 7.3 a caracterı́stica é igual
ao número de valores singulares não nulos), as 2 primeiras colunas de U podem
ser os vectores Av1 e Av2 normalizados. Usando a equação (7.29), obtém-se

u1 =
1

‖Av1‖
Av1 =

1

σ1
Av1 =

1√
189
√
10

[

9
√
21

−3
√
21

]

=
1√
10

[

3
−1

]

,

u2 =
1

‖Av2‖
Av2 =

1

σ2
Av2 =

1√
10

[

1
3

]

.

Neste caso não necessitamos de completar {u1,u2} para construir U , uma vez
que esta matriz é 2× 2. Assim,

U =
1√
10





3 1

−1 3



 .

Sugere-se como exercı́cio que confirme a igualdade A = UΣV T . !

Exercı́cio 7.21. Mostre que se A é real e simétrica, uma decomposição SVD para
A coincide com uma diagonalização ortogonal de A. $

Exercı́cio 7.22. Mostre que toda a matriz quadrada A admite uma decomposição
polar da forma A = PQ, onde P é uma matriz semidefinida positiva com a
mesma caracterı́stica de A, e Q é uma matriz ortogonal.
Sugestão: Sendo A = UΣV T uma decomposição SVD de A, escreva A na forma
A = (UΣUT )(UV T ).

$

7.5.2 Bases ortonormadas para os quatro subespaços funda-
mentais

Uma decomposição SVD de uma matriz real A do tipo p × n fornece-nos ba-
ses ortonormadas para os quatro subespaços fundamentais associados a A, e em
particular bases ortonormadas para o núcleo e o contradomı́nio da função linear
T (x) = Ax. De facto, se A = UΣV T é uma decomposição SVD de A, a
demonstração do Teorema 7.9 diz-nos que

T (vi) = Avi =

{

σiui para i = 1, . . . , k

0 para k < i ≤ n,
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onde os vi’s e os ui’s são, respectivamente, vectores singulares direitos e es-
querdos. Desta igualdade concluı́mos que os últimos (n − k) vectores singula-
res direitos, vk+1, . . . ,vn, formam uma base ortonormada para o núcleo de T ,
e os primeiros k vectores singulares esquerdos, u1, . . . ,uk, uma base ortonor-
mada para o contradomı́nio de T (ver ainda Lema 7.3). Atendendo a que, quer
os vectores singulares direitos, quer os esquerdos, formam bases ortonormadas
respectivamente do espaço de partida (Rn) e de chegada de T (neste caso Rp),
tem-se que os k primeiros vectores singulares direitos, v1, . . . ,vk, formam uma
base ortonormada para o complemento ortogonal N(T )⊥ = N(A)⊥ = EL(A),
e os últimos (p − k) vectores singulares esquerdos, uk+1, . . . ,up, uma base or-
tonormada para o complemento ortogonal do contradomı́nio de T , isto é, para
(Im(T ))⊥ = EC(A)⊥ = N(AT ) (relembre as relações (5.18) na página 270).

Em conclusão, uma decomposição SVD de A fornece bases ortonormadas
para os quatro subespaços fundamentais associados a A (núcleo de A, o espaço
das colunas de A e os respectivos complementos ortogonais destes subespaços).
Na Figura 7.15 completa-se o diagrama apresentado na Figura 5.7 da página 271,
agora em termos da função linear T e das bases dos vectores singulares de A
(esquerdos e direitos).

0

0

Rn
Rp

Im(T ) = EC(A)

T

A

N(T ) = N(A)

N(T )⊥ = EL(A)

v1, . . . ,vk

u1, . . . ,uk

vk+1, . . . ,vn

uk+1, . . . ,up

Im(T )⊥ = N(AT )

Figura 7.15: Bases ortonormadas formadas por vectores singulares de A para os
quatro subespaços fundamentais. A função linear T : Rn → Rp é definida por
T (x) = Ax, e car(A) = k.
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Interpretação geométrica da decomposição SVD

Interpretamos agora geometricamente a acção de uma função linear T : Rn → Rp

sobre vectores de Rn usando a decomposição SVD de uma matriz que represente
T .

Seja T (x) = Ax, com A matriz real do tipo p × n. Consideremos o efeito
de T em vectores da esfera de Rn de raio 1, isto é, em vectores x = (x1, . . . , xn)
satisfazendo a igualdade

x2
1 + · · ·+ x2

n = 1.

A matrizA admite uma decomposição SVD, isto é, A = UΣV T , com U,Σ e V nas
condições do enunciado do Teorema 7.9. As colunas de V , v1, . . . ,vn, formam
uma base ortonormada de Rn. Logo, qualquer vector x ∈ Rn pode escrever-se
como combinação linear dos vectores desta base. Em particular, qualquer vector
x da esfera de raio 1 escreve-se na forma

x = x1v1 + · · ·+ xnvn, com
n
∑

i=1

x2
i = 1.

Aplicando o Teorema 7.9, a imagem de x por T é

T (x) = Ax = A (x1v1 + · · ·+ xnvn)

= x1Av1 + · · ·+ xnAvn

= x1Av1 + · · ·+ xkAvk (já que Avi = 0 para i = k, . . . , n)
= x1σ1u1 + · · ·+ xkσkuk (por (7.29))
= y1u1 + · · ·+ ykuk (com yi = xiσi).

Para vectores x da esfera considerada, como xi =
yi
σi

para i = 1, . . . , k ≤ n, é
satisfeita a desigualdade

x2
1 + · · ·+ x2

n = 1 =⇒
y21
σ2
1

+ · · ·+
y2k
σ2
k

≤ 1.

A inequação
y21
σ2
1

+ · · ·+
y2k
σ2
k

≤ 1 pode ser vista como um elipsóide em Rk cujos

eixos têm as direcções dos vectores ui, e tal que os comprimentos dos semieixos
são iguais aos valores singulares σi.

Podemos assim resumir a acção de A = UΣV T em Rn: a matriz A colapsa
(n − k) direcções do domı́nio de T ; seguidamente a bola unitária de Rk é ex-
pandida, contraı́da ou mantida nas direcções dos primeiros k vectores singulares
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direitos, tendo por efeito transformar a referida bola num elipsóide; finalmente
este elipsóide é aplicado em Rp. Na Figura 7.16 é ilustrado este comportamento
de T (x) = Ax para uma matriz A do tipo 3× 3, de caracterı́stica igual a 2.

v1
v1

v2

v2

σ2u2

σ1u1

Figura 7.16: Interpretação geométrica da decomposição SVD para uma matriz A
do tipo 3× 3 e de caracterı́stica 2.

7.6 Algumas aplicações de valores singulares
Os valores singulares de uma matriz e a decomposição SVD desempenham um pa-
pel relevante nos algoritmos computacionais modernos sendo habitualmente utili-
zados em problemas envolvendo matrizes de grandes dimensões. A grandeza dos
valores singulares de uma matriz é relevante em vários contextos como teremos
oportunidade de constatar nas aplicações que detalhamos adiante. Por exemplo,
se a matriz é quadrada, a existência de valores singulares nulos revela que a matriz
é singular. Além disso, mesmo que a matriz (quadrada) não tenha valores singu-
lares nulos se tiver valores singulares próximos de zero, a decomposição SVD
indica que essa matriz está próxima de ser uma matriz singular, facto que pode
conduzir a sistemas mal condicionados que tenham essa matriz como matriz dos
coeficientes (ver Secção 7.6.1).

As aplicações que abordamos neste texto são:

i) Número de condição de uma matriz e sistemas lineares mal condicionados.

ii) Compressão de imagem.

iii) Pseudoinversa de uma matriz e soluções de mı́nimos quadrados.

Como referências bibliográficas para esta secção aconselhamos a leitura do artigo
[6] e referências nele incluı́das.
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7.6.1 Número de condição e sistemas mal condicionados
Dado um sistema linear Ax = b, em que A é uma matriz invertı́vel, pretende-
se saber se pequenas perturbações (ou erros) no segundo membro do sistema se
traduzem ou não em pequenas perturbações na solução. Ou seja, se x e x∗ são
soluções, respectivamente do sistema Ax = b e do sistema perturbado Ax =
b∗, pretendemos comparar o erro relativo em x∗, ‖x−x∗‖

‖x‖ , com o erro relativo no
segundo membro b∗, isto é, com ‖b−b∗‖

‖b‖ . Considere-se o exemplo seguinte.

Exemplo 7.12. Seja Ax = b, com

A =

[

1.0001 1
1 1

]

, b =

[

0.1
0

]

.

A matriz A é invertı́vel, e a única solução do sistema é x = (1000,−1000).
Considere-se agora o vector perturbado b∗ = (0.11, 0). A única solução do sis-
tema Ax = b∗ é x∗ = (1100,−1100). Comparando as duas soluções, vemos
que o sistema é muito sensı́vel a perturbações no segundo membro. Quando tal
acontece o sistema diz-se mal condicionado. !

O chamado número de condição é usado como medida de quão mal condicio-
nado é um sistema. Este número pode ser definido como a razão entre o maior e
o menor valor singular (não nulo) de A.

Neste contexto, interessa começar por definir norma num espaço linear, ge-
neralizando o conceito de norma proveniente de um produto interno conforme se
introduziu no Capı́tulo 5.

Definição 7.12. Norma num espaço linear
Seja W um espaço linear sobre o corpo K.
Uma norma em W é uma função ‖ · ‖ definida em W com valores em R, que

satisfaz as propriedades seguintes, para todos os x, y ∈ W ,

• ‖x‖ ≥ 0 e ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0.

• ‖αx‖ = |α|‖x‖, para todos os escalares α ∈ K.

• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (Desigualdade triangular).

Existem normas no espaço linear das matrizes tipo p × n induzidas por normas
definidas nos espaços vectoriais Rk (ou Ck), com k = n e k = p. Estas normas
matriciais recebem a designação de normas induzidas por normas vectoriais.
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Norma matricial induzida por normas vectoriais

Uma norma vectorial em Ck com k = p, n, induz uma norma no espaço das
matrizes complexas A, do tipo p× n, dada por

‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖, para x ∈ Cn. (7.31)

Note-se que a existência do máximo em (7.31) está garantida pelo importante
Teorema de Weierstrass da Análise.7

Deixamos como exercı́cio a verificação de que uma norma matricial induzida
por normas vectoriais, satisfaz as condições da Definição 7.12.

Verifiquemos agora que a norma (7.31) é equivalente a

‖A‖ = max
x 0=0

‖Ax‖
‖x‖

. (7.32)

Sendo x &= 0 um vector qualquer de Cn, o vector x
‖x‖ tem norma unitária. Por-

tanto, é válida a desigualdade

‖A‖ ≥
∥
∥
∥
∥
A

x

‖x‖

∥
∥
∥
∥
=
‖Ax‖
‖x‖

=⇒ ‖A‖ ≥ max
x 0=0

‖Ax‖
‖x‖

.

Para a desigualdade inversa, como maxx 0=0
‖Ax‖
‖x‖ ≥ ‖Ax‖

‖x‖ , para todos os x &= 0,
esta desigualdade é verificada em particular para os vectores y tais que ‖y‖ = 1.
Ou seja, maxx 0=0

‖Ax‖
‖x‖ ≥ ‖Ay‖ para todos os vectores y de norma unitária. Logo,

max
x 0=0

‖Ax‖
‖x‖

≥ max
‖y‖=1

‖Ay‖ = ‖A‖.

Concluimos assim que (7.32) é equivalente a (7.31).
Deixamos como exercı́cio a verificação de que uma norma matricial induzida

por uma norma vectorial goza das propriedades seguintes.

7Teorema de Weierstrass: “Toda a função contı́nua de um conjunto limitado e fechado K ⊂W
com valores em R, atinge um máximo e um mı́nimo em pontos de K”. A esfera unitária em
espaços vectoriais de dimensão finita é um conjunto limitado e fechado, e a norma num espaço
vectorial é uma função contı́nua.
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Exercı́cio 7.23. Mostre que

a) ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖. (7.33)

b) ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

$

Considere-se agora a norma vectorial usual em Rn (ou em Cn). É frequente
designar-se esta norma vectorial por norma-2 e usar-se a notação ‖x‖2 =

√
xTx.

Usamos igualmente a notação ‖ ·‖2 para a norma matricial induzida pela norma-2.

Proposição 7.10. Seja A uma matriz real e ‖A‖2 = max
‖x‖2=1

‖Ax‖2. Então,

• ‖A‖2 = σ1, onde σ1 é o maior valor singular de A.

• Se A é invertı́vel, então

‖A−1‖2 =
1

σk
, onde σk é o menor valor singular (não nulo) de A.

Demonstração. Como ‖Ax‖2 =
√
xTATAx =

√

qATA(x), resulta da Proposi-
ção 7.8 que o máximo da forma quadrática qATA(x) na esfera unitária, é igual ao
maior valor próprio de ATA. Os valores próprios de ATA são não negativos e as
suas raı́zes quadradas são os valores singulares de A (cf. Definição 7.11). Por
conseguinte, ‖A‖2 = σ1, onde σ1 é o maior valor singular de A.

Sendo A invertı́vel, a matriz AAT também o é. Além disso, os espectros de
ATA e de AAT são iguais, uma vez que uma matriz e a sua transposta têm os
mesmos valores próprios. Como,

‖A−1x‖2 =
√

xT (A−1)TA−1x =
√

xT (AAT )−1x,

e os valores próprios da inversa de uma matriz são os inversos dos valores próprios
da matriz (Exercı́cio 4.1), segue de novo pela Proposição 7.8 que ‖A−1‖2 = 1

σk
,

onde σk é o menor valor singular de A.

Exercı́cio 7.24. Sejam U e V matrizes ortogonais, respectivamente, de ordens p
e n, e A uma matriz p× n. Mostre as igualdades

a) ‖UA‖2 = ‖A‖2, b) ‖AV ‖2 = ‖A‖2.

$
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Considere-se de novo os sistemas Ax = b e Ax = b∗, onde A é uma matriz
invertı́vel. Sejam x e x∗, respectivamente, a solução de Ax = b e de Ax = b∗

(com b &= 0). Pretendemos comparar o erro relativo ‖x−x∗‖2
‖x‖2 com o erro relativo

‖b−b∗‖2
‖b‖2 . Atendendo à desigualdade (7.33), obtém-se:

‖b− b∗‖2 = ‖Ax−Ax∗‖2 = ‖A(x− x∗)‖2 ≤ ‖A‖2‖x− x∗‖2,
‖x− x∗‖2 = ‖A−1b− A−1b∗‖2 = ‖A−1(b− b∗)‖2 ≤ ‖A−1‖2‖b− b∗‖2,

‖b‖2 = ‖Ax‖2 ≤ ‖A‖2‖x‖2,
‖x‖2 = ‖A−1b‖2 ≤ ‖A−1‖2‖b‖2.

Destas desigualdades resulta
‖x− x∗‖2
‖x‖2

≤ ‖A‖2‖A−1‖2
‖b− b∗‖2
‖b‖2

= k(A)
‖b− b∗‖2
‖b‖2

(7.34)

‖x− x∗‖2
‖x‖2

≥
1

‖A‖2‖A−1‖2
‖b− b∗‖2
‖b‖2

=
1

k(A)

‖b− b∗‖2
‖b‖2

. (7.35)

O número k(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 é designado por número de condição da matriz
A. Da Proposição 7.10 conclui-se:

O número de condição k(A), de uma matriz invertı́vel A, é dado por

k(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 =
σ1

σk
,

onde σ1 e σk são, respectivamente, o maior e o menor valor singular de A.

As expressões (7.34) e (7.35) podem reescrever-se na forma
1

k(A)

‖b− b∗‖2
‖b‖2

≤
‖x− x∗‖2
‖x‖2

≤ k(A)
‖b− b∗‖2
‖b‖2

. (7.36)

Da dupla desigualdade (7.36), vê-se que pode acontecer que um certo vector b∗

possua um erro relativo muito pequeno, e no entanto a solução x∗ possua um
erro relativo muito grande, uma vez que o erro relativo em b∗ é multiplicado por
k(A). Assim, se k(A) >> 1 (k muito superior a 1) o erro relativo de x∗ pode ser
muito superior ao erro relativo de b∗, caso em que dizemos que o sistema é mal
condicionado.

No Exemplo 7.12 os valores singulares da matriz A são, aproximadamente,
σ1 @ 2.00005 e σ2 @ 0.00005. O número de condição é portanto k(A) = σ1

σ2
@

400002.

430



Capı́tulo 7. Matrizes ortogonais, unitárias, simétricas e hermitianas

Distância de uma matriz a outra de caracterı́stica inferior

Os valores singulares de uma matriz A são igualmente úteis para medir a distância
de uma matriz a matrizes de caracterı́stica inferior. Comecemos por esclarecer o
que se entende por distância entre matrizes.

Definição 7.13. Sejam A e B matrizes do tipo p× n. Chamamos distância entre
A e B a

dist(A,B) = ‖A− B‖.

Mostramos agora que dada uma matriz A, a distância de A a uma matriz de carac-
terı́stica inferior r é igual ao valor singular σr+1.

Proposição 7.11. Seja A uma matriz do tipo p × n, de caracterı́stica k.
Considere-se σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σk os k valores singulares não nulos de A.

A distância de A ao conjunto das matrizes p × n de caracterı́stica r < k, é
igual ao valor singular σr+1. Isto é,

σr+1 = min
car(B)=r

‖A− B‖2.

Demonstração. Seja A = UΣV T uma decomposição SVD de A, e B uma matriz
de caracterı́stica r < k ≤ n. Do Exercı́cio 7.24, temos

‖A− B‖2 = ‖UΣV T −B‖2 = ‖U(Σ− UTBV )V T‖2
= ‖Σ− UTBV ‖2 = ‖Σ−X‖2, com X = UTBV .

Do Lema 3.1 (pág. 148), resulta

car(X) = car(B) = r < k ≤ n.

Portanto, dimN(X) = n− r ≥ 1, já que n− r > 0. Considere-se o subespaço S
de Rn formado pelos vectores x da forma (x1, x2, . . . , xr+1, 0, . . . , 0). Verifique-
mos que a dimensão de S∩N(X) é maior ou igual a 1. Como dim(S+N(X)) ≤
n, da Proposição 3.10, pág. 141, tem-se

dim(S ∩N(X)) = dimS + dimN(X)− dim(S +N(X))

≥ dimS + dimN(X)− n = r + 1 + n− r − n = 1.
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Por conseguinte, existe um vector y = (y1, y2, . . . , yr+1, 0, . . . , 0) de S ∩ N(X)
tal que ‖y‖2 = 1. A distância ‖A−B‖2 é

‖A− B‖2 = ‖Σ−X‖2 ≥ ‖Σy −Xy‖2 = ‖Σy‖2

=
√

σ2
1y

2
1 + · · ·+ σ2

r+1y
2
r+1 ≥

√

σ2
r+1(y

2
1 + · · ·+ y2r+1) = σr+1.

Ou seja, ‖A− B‖2 ≥ σr+1 para qualquer matriz B de caracterı́stica r.
Para finalizar a demonstração, basta mostrar que existe uma matriz X =

UTBV , de caracterı́stica r, tal que ‖A− B‖2 = σr+1.

Tomando B =

[

Dr 0
0 0

]

, com Dr = diag(σ1, . . . , σr), esta matriz satisfaz a

igualdade pretendida.

7.6.2 Compressão de imagem
Ao digitalizarmos uma imagem, usando por exemplo um scanner, codifica-se a
imagem através de uma matriz contendo (p × n) pı́xeis. A cada pı́xel associa-se
um número que corresponde à sua cor. Por exemplo, se a imagem é a preto e
branco, associando o número zero à cor branca e 1 à cor preta (números entre
zero e um indicam diferentes tonalidades de cinzento), obtemos uma matriz (de
números) do tipo p× n.

Admitindo que pı́xeis correspondentes à mesma cor (ou a cores próximas não
distinguiveis pelo olho humano) produzem valores singulares nulos ou próximos
de zero, é razoável pensar-se que uma matriz de caracterı́stica inferior à carac-
terı́stica da matriz original contenha a informação necessária para reproduzir a
imagem com boa qualidade. O objectivo da compressão de imagem é substi-
tuir a matriz original por uma sua aproximação de caracterı́stica inferior, de tal
forma que a imagem correspondente à matriz de caracterı́stica inferior tenha uma
qualidade “próxima” da imagem original. Fazemos aqui uma referência breve à
utilização da SVD neste contexto.

Usando a igualdade (7.30), a decomposição em valores singulares de uma
matriz A pode ser escrita na forma

A = σ1u1v
T
1 + · · ·+ σkukv

T
k , (7.37)

onde σ1, . . . , σk designam os valores singulares positivos de A, e os vectores
u1, . . . ,uk e v1, . . . ,vk os k primeiros vectores singulares de A, respectivamente,

432



Capı́tulo 7. Matrizes ortogonais, unitárias, simétricas e hermitianas

esquerdos e direitos. Na expressão (7.37), as matrizes Ai = σiuiv
T
i são do tipo

p × n (do mesmo tipo de A), uma vez que ui ∈ Rp e vi ∈ Rn, e têm carac-
terı́stica igual a 1 (ver Exercı́cio 7.20, pág. 422). Podemos assim usar diversas
aproximações da matriz A, a saber:

S1 = A1 = σ1u1v
T
1 , uma aproximação de caracterı́stica 1;

S2 = A1 + A2 = A1 + σ2u2v
T
2 , uma aproximação de caracterı́stica 2;

...
Sr = A1 + · · ·+ Ar = Sr−1 + σrurv

T
r , uma aproximação de caracterı́stica r.

Dada uma matriz X , do tipo p × n, a norma ‖X‖F , designada por norma de
Frobenius8, é definida como a raiz quadrada da soma dos quadrados das entradas
de X , isto é,

‖X‖2F =
∑

1 ≤ i ≤ p
1 ≤ j ≤ n

(xij)
2. (7.38)

A norma de Frobenius de uma matriz X é igual à norma usual de um vector de
Rpn cujas componentes são as entradas da matriz X , e é também igual a

‖X‖2F =
∑

(xij)
2 = tr(XTX).

Deixamos como exercı́cio a verificação de que a norma de Frobenius satisfaz todas
as propriedades da Definição 7.12.

Considerando uma decomposição em valores singulares da matriz A, tem-se

‖A‖2F = tr(V ΣTUTUΣV T ) = tr(V ΣTΣV T ) = tr(ΣTΣV TV )

= tr(ΣTΣ) =
k
∑

i=1

σ2
i ,

onde a antepenúltima igualdade resulta da propriedade: tr(AB) = tr(BA) (ver
Exercı́cio 5.1, pág. 245).

É fácil verificar que a norma da aproximação Sr (de caracterı́stica r) é

‖Sr‖2F =
r
∑

i=1

σ2
i .

8Ferdinand Georg Frobenius (1849 – 1917), matemático alemão.

433



7.6. Algumas aplicações de valores singulares

O erro relativo (em norma) da aproximação Sr da matriz A é dado por

e(r) =
‖A− Sr‖F
‖A‖F

=

√
√
√
√

∑k
i=r+1 σ

2
i

∑k
i=1 σ

2
i

=

√

σ2
1 + · · ·+ σ2

k − σ2
1 − · · ·− σ2

r

σ2
1 + · · ·+ σ2

k

=

√

1−
σ2
1 + · · ·+ σ2

r

σ2
1 + · · ·+ σ2

k

=

√

1−
∑r

i=1 σ
2
i

∑k
i=1 σ

2
i

. (7.39)

Da expressão do erro e(r) deduz-se que, se os valores singulares σr+1, . . . , σk são
muito próximos de zero, o erro cometido ao usar Sr para aproximar A é pequeno.
Ou seja, Sr é uma boa aproximação de A.

Apresentamos a seguir um exemplo muito simples, ilustrativo de como se usa
a decomposição SVD em compressão de imagem. Os cálculos foram efectuados
usando o sistema Mathematica R©.

A imagem da Figura 7.17 é representada por uma matriz A, do tipo 24 × 24,
cujas entradas são zero (correspondente à cor branca) e 1 (para a cor preta). Os
valores singulares não nulos de A, com 4 casas decimais, são:

{18, 8212, 5.2511, 4.2539, 3.0832, 1.9935, 1.6293, 1.0429, 0.9328}.

Figura 7.17: Uma imagem com 242 pixéis.

Suponha-se que se pretende aproximar A por Sr (de caracterı́stica r) com um
erro relativo não superior a 7%. O cálculo de e(2) dá-nos e(2) = 0.0442668
(enquanto que e(1) > 0.07). Podemos assim aproximar A por S2. A imagem
correspondente a esta aproximação é indicada na Figura 7.18, do lado esquerdo.
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Figura 7.18: Do lado esquerdo uma aproximação de caracterı́stica 2 da imagem
da Figura 7.17, e do lado direito uma aproximação de caracterı́stica 5.

Se pretendermos um erro relativo inferior a 1%, devemos considerar uma
aproximação de caracterı́stica 5, já que neste caso e(5) = 0.00553241. Esta
aproximação da imagem original é indicada à direita na Figura 7.18.

Para armazenar uma imagem descrita por uma matriz p × n, necessitamos
de armazenar pn números, enquanto que para armazenar uma aproximação de
caracterı́stica r teremos de armazenar os r valores singulares, as rp entradas dos
vectores singulares esquerdos e as rn entradas dos vectores singulares direitos. Ou
seja, teremos de armazenar r(p+n+1) números. Por exemplo, para armazenar a
imagem indicada à direita na Figura 7.18, correspondente a uma aproximação de
caracterı́stica 5 da matriz 24 × 24 terı́amos de armazenar 5(24 + 24 + 1) = 245
números, enquanto que para a imagem original precisamos de armazenar 242 =
576.

É claro que se considerarmos uma aproximação de caracterı́stica 8, obtemos
exactamente a imagem inicial, já que a matriz original tem caracterı́stica 8 (há
apenas 8 valores singulares não nulos).

Neste exemplo, conforme se observa na Figura 7.18, o resultado da com-
pressão efectuada não é muito satisfatório uma vez que é necessário usar uma
aproximação de caracterı́stica “elevada” para obter uma boa reprodução da ima-
gem original. Isto fica a dever-se ao facto da matriz original não ter valores singu-
lares próximos de zero.

7.6.3 Pseudoinversa e mı́nimos quadrados
Nas ciências experimentais é frequente que a modelação de um problema con-
duza a um sistema linear Ax = b impossı́vel. No entanto é útil encontrar uma
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“solução” para o problema em questão. É usual escolher-se uma solução de
mı́nimos quadrados do sistema em causa, uma vez que essa solução minimiza
a norma ‖Ax − b‖ (ver Secção 5.7.2). A solução de mı́nimos quadrados de um
sistema não é necessariamente única, no entanto é possı́vel escolher de forma
única uma dessas soluções usando o conceito de inversa generalizada de Moore-
Penrose9, ou pseudoinversa.

A pseudoinversa de uma matriz generaliza o conceito de inversa no seguinte
sentido: se A é uma matriz invertı́vel, a pseudoinversa de A coincide com A−1,
e o sistema Ax = b tem solução x = A−1b; se A não admite inversa, o sistema
Ax = b tem solução (de mı́nimos quadrados) x = A+b, onde a matriz A+ é a
pseudoinversa de A.

Definição 7.14. A pseudoinversa A+ de uma matriz real (resp. complexa) A do
tipo p× n, é uma matriz n× p que verifica as propriedades:

i) AA+A = A.

ii) A+AA+ = A+.

iii) (AA+)T = AA+ (resp. (AA+)H = AA+).

iv) (A+A)T = A+A (resp. (A+A)H = A+A).

Como veremos adiante, a decomposição em valores singulares permite calcular
uma pseudoinversa, assegurando a sua existência. Mostramos agora a unicidade
da pseudoinversa de matrizes reais usando as quatro identidades que a definem. A
prova para matrizes complexas é deixada como exercı́cio.

Proposição 7.12. A pseudoinversa de uma matriz é única.

Demonstração. Considerem-se B e C matrizes reais do mesmo tipo que satisfa-
zem as propriedades da pseudoinversa da matriz A, isto é,

1. ABA = A e ACA = A.

2. BAB = B e CAC = C.

3. AB = (AB)T e AC = (AC)T .
9A pseudoinversa foi independentemente descrita em 1920 por Eliakim Hastings Moore (1862-

1932) e em 1950 por Sir Roger Penrose (nascido em 1931). Contudo já em 1903 Erik Ivar
Fredholm (1866 – 1927) tinha usado a pseudoinversa no contexto de operadores integrais.
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4. BA = (BA)T e CA = (CA)T .
Comecemos por mostrar que AB = AC e BA = CA. De facto,

AB
(3)
= BTAT (1)

= BTATCTAT (3)
= ABCTAT (3)

= ABAC
(1)
= AC,

e de forma análoga se mostra que BA = CA. Assim, tendo em conta que AB =
AC e BA = CA, resulta

B
(2)
= BAB = BAC = CAC

(2)
= C.

Exercı́cio 7.25. Mostre que se A+ é a pseudoinversa de A, então a pseudoinversa
de AT é (AT )+ = (A+)T . $

Consideremos agora uma decomposição em valores singulares de A. Seja
A = UΣV T , onde as matrizes U, V são ortogonais e Σ uma matriz rectangular
(do mesmo tamanho de A), da forma

Σ =

[

D 0
0 0

]

com D = diag(σ1, . . . , σk).

Assim,
Ax− b = UΣV Tx− b = U

(

ΣV Tx− UTb
)

= U (Σy − c) com y = V Tx e c = UTb.
Como U é ortogonal, e portanto preserva distâncias (ver Proposição 7.1, pág. 374),
tem-se

‖Ax− b‖ = ‖U (Σy − c) ‖ = ‖Σy − c‖.
Tal significa que o problema de determinação de uma solução x̂ de mı́nimos qua-
drados para Ax = b é equivalente a encontrar uma solução de mı́nimos quadrados
ŷ para Σy = c. Porém, dada a forma da matriz Σ, uma solução de mı́nimos qua-
drados do sistema Σy − c = 0 é facilmente obtida. Para esse efeito, note-se que
sendo A uma matriz do tipo p×n, a matriz Σ é p×n, U é p×p, y ∈ Rn e c ∈ Rp.
Sejam y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn e c = (c1, . . . , cp) ∈ Rp, logo

Σy =












σ1y1
...

σkyk
0
...
0












e c =












c1
...
ck
ck+1

...
cp












.
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Para ŷ =
(

c1
σ1
, . . . , ck

σk
, 0, . . . , 0

)

, a norma ‖Σy − c‖ é mı́nima. Portanto ŷ é
a solução de mı́nimos quadrados para Σy = c. Além disso, esta solução pode
escrever-se na forma

ŷ = Σ+c =

[

D−1 0

0 0

]

n×p

c, com D−1 = diag

(
1

σ1
, . . . ,

1

σk

)

. (7.40)

Resumindo, se A = UΣV T é uma decomposição SVD, tomando c = UTb e
a solução de mı́nimos quadrados ŷ do sistema Σx = c, a solução de mı́nimos
quadrados x̂ de Ax = b é dada por

x̂ = V ŷ = V Σ+c = V Σ+UTb = A+b. (7.41)

Na proposição seguinte mostramos que a matriz A+ em (7.41) é a pseudoin-
versa de A.

Proposição 7.13. Se A = UΣV T é uma decomposição em valores singulares da
matriz real A do tipo p× n, então a pseudoinversa de A é

A+ = V Σ+UT com Σ+ =

[

D−1 0
0 0

]

n×p

,

onde D é a matriz diagonal dos valores singulares não nulos de A.

Demonstração. Como vimos na Proposição 7.12, a pseudoinversa de uma matriz
é única. Basta pois provar que A+ = V Σ+UT verifica as quatro propriedades da
Definição 7.14. Em primeiro lugar, é fácil verificar que as identidades seguintes
resultam imediatas da definição das matrizes Σ e Σ+

ΣΣ+ =

[

Ik 0
0 0

]

p×p

Σ+Σ =

[

Ik 0
0 0

]

n×n

,

onde Ik designa a matriz identidade de ordem k. Assim,

AA+A = UΣV TV Σ+UTUΣV T = UΣΣ+ΣV T = UΣV T = A

A+AA+ = V Σ+UTUΣV TV Σ+UT = V Σ+ΣΣ+UT = V Σ+UT = A+

(AA+)T = (UΣΣ+UT )T = UΣΣ+UT = AA+

(A+A)T = (V Σ+ΣV T )T = V Σ+ΣV T = A+A.
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Exemplo 7.13. Determinemos a pseudoinversa da matriz A =

[

2 −1 1
1 1 −1

]

.

Os valores singulares de A são
√
6,
√
3 e 0. Portanto a matriz Σ da decomposição

SVD de A é
Σ =

[√
6 0 0
0

√
3 0

]

.

Uma decomposição SVD de A é A = UΣV T com

U =

[

1 0
0 1

]

, V =






√
2√
3

1√
3

0
−1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

−1√
3

1√
2




 .

Por conseguinte, a pseudoinversa de A é

A+ = V Σ+UT = V Σ+ =






√
2√
3

1√
3

0
−1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

−1√
3

1√
2










1√
6

0

0 1√
3

0 0



 =
1

3





1 1
−1
2 1
1
2 −1



 .

Sugerimos, como exercı́cio, que confirme a unicidade da pseudoinversa calcu-
lando outra decomposição SVD para a matriz A. !

Exercı́cio 7.26. Mostre que se A é uma matriz quadrada invertı́vel, é válida a
igualdade A+ = A−1. $

Vejamos agora qual é o efeito da pseudoinversa sobre vectores de Rp.

Proposição 7.14. Seja A+ a pseudoinversa de A. As matrizes AA+ e A+A são
matrizes de projecção ortogonal, respectivamente, sobre o espaço das colunas e
sobre o espaço das linhas de A. Isto é,

AA+ = projEC(A) e A+A = projEL(A) .

Demonstração. Para mostrar que um certo operadorPS é um operador de projecção
ortogonal sobre o subespaço S basta provar que PSy = y para todo y ∈ S e que
PSy = 0 para y ∈ S⊥.

Seja y ∈ EC(A), isto é, y = Ax para algum x. Logo, da definição de
pseudoinversa temos

AA+y = AA+Ax
i)
= Ax = y, para y ∈ EC(A).
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Considerando agora y ∈ (EC(A))⊥ = N(AT ), resulta

AA+y
iii)
= (AA+)Ty = (A+)TATy = 0, para y ∈ N(AT ).

Por conseguinte, AA+ = projEC(A).
Para mostrar que A+A = projEL(A), comecemos por observar que projEL(A) =

projEC(AT ) = AT (AT )+. Do Exercı́cio 7.25 sabe-se que (AT )+ = (A+)T , e por-
tanto

projEL(A) = AT (AT )+ = AT (A+)T = (A+A)T
iv)
= A+A.

A proposição anterior permite-nos agora estabelecer de que forma terá de actuar
a pseudoinversa de uma matriz nos quatro subespaços fundamentais associados à
matriz. Em primeiro lugar, e uma vez que

A+ Ax
︸︷︷︸

∈EC(A)

= projEL(A) x ∈ EL(A),

concluimos que a pseudoinversa aplica o espaço das colunas de A no espaço das
linhas de A. Além disso, como AA+ = projEC(A), tem-se AA+x = 0 para
todo x ∈ (EC(A))⊥ = N(AT ). Multiplicando a igualdade AA+x = 0 por A+,
obtemos

A+AA+x = 0, para todo x ∈ N(AT )
ii)⇐⇒ A+x = 0, para todo x ∈ N(AT ).

Em resumo, a pseudoinversa de A aplica vectores do espaço das colunas de A em
vectores do espaço das linhas de A, e vectores do núcleo de AT são aplicados em
0.

Relembre que a matriz A aplica vectores do espaço das linhas de A em vec-
tores do espaço das colunas de A, e vectores do núcleo de A são aplicados em 0.
Estamos assim em condições de estabelecer um diagrama comparativo da acção
da matriz A e da sua pseudoinversa em vectores do respectivo domı́nio. Este
diagrama é apresentado na Figura 7.19.

7.7 Grupos de matrizes e suas álgebras de Lie
Os grupos de matrizes ocorrem frequentemente em áreas que estudam simetrias.
São variadas as áreas da matemática aplicada e das ciências experimentais que
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Rn

Rn
Rp

Rp

EC(A) EC(A)

N(A)N(A)

EL(A)EL(A)

0

00
0

N(AT ) N(AT )

b = Axb = Ax

x

c

w = b+ c

A+b

A+
c

A +
w

Axp

Ax

Axh

x = xh + xp

xp

xh

Figura 7.19: A acção da pseudoinversa A+ e a acção de A.

recorrem a grupos de matrizes, como a geometria algébrica, a análise complexa,
a teoria de grupos e anéis, a fı́sica quântica, a teoria de números, a relatividade
especial de Einstein, a combinatória e muitas outras áreas –ver por exemplo o
artigo de Howe [5]. Neste artigo, Howe escreve que grupos de matrizes “touch a
tremendous spectrum of mathematical areas... the aplications are astonishing in
their pervasiveness and sometimes in their unexpectedness”10. Em particular,

• Os programadores gráficos usam o grupo euclidiano para rodarem e trans-
ladarem objectos tridimensionais.

• A computação quântica usa o grupo das matrizes unitárias.

O objectivo desta secção é aproveitar vários tópicos anteriormente desenvolvi-
dos para apresentar certos grupos de matrizes e suas álgebras de Lie, com especial
ênfase nos denominados grupos clássicos.

7.7.1 Alguns grupos clássicos
Um grupo é um conjunto G juntamente com uma operação 2 sobre pares de ele-
mentos de G que satisfaz as seguintes propriedades:

10Traduzindo livremente: Os grupos de matrizes tocam um enorme espectro de áreas da ma-
temática... as aplicações espantam pela sua abrangência e são por vezes completamente inespera-
das...
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• Fecho da operação: g 2 h ∈ G, para todo g, h ∈ G.

• Associatividade: (g 2 h) 2 f = g 2 (h 2 f), para todo g, h, f ∈ G.

• Existência de identidade: existe e ∈ G tal que e 2 g = g 2 e = g, para todo
g ∈ G.

• Existência de inversos: para cada elemento g ∈ G, existe um elemento
g−1 ∈ G tal que g 2 g−1 = g−1 2 g = e.

Passamos a designar o grupo G por (G, 2) sempre que seja necessário especificar
a operação 2 do grupo.

Um subgrupo é um subconjunto de um grupo tal que a restrição da operação
ao subconjunto satisfaz ainda os axiomas de grupo.

É imediato da definição de grupo que um conjunto de matrizes quadradas fe-
chado para a operação de multiplicação de matrizes constitui um grupo se e só se
as matrizes desse conjunto são invertı́veis e as suas inversas ainda pertencem ao
conjunto.

Definição 7.15. Um grupo cujos elementos são matrizes quadradas com a
operação de multiplicação de matrizes, diz-se um grupo de matrizes.

Tendo em conta os resultados da Proposição 7.1 (pág. 374), podemos já identi-
ficar alguns grupos de matrizes estudados naquela secção. Em particular, relembre-
se que:

• O produto de matrizes unitárias (resp. ortogonais) é ainda uma matriz
unitária (resp. ortogonal);

• Uma matriz unitária (resp. ortogonal) é invertı́vel e a sua inversa é ainda
uma matriz unitária (resp. ortogonal).

Conclui-se portanto, que o conjunto das matrizes unitárias (resp. ortogonais) de
ordem n, forma um grupo de matrizes. Este grupo é designado por grupo unitário
U(n) (resp. grupo ortogonal O(n)).

Recordando a noção de isomorfismo (ver na página 333), dois grupos (G, 2)
e (H,%) dizem-se isomorfos se existe uma aplicação bijectiva i : G → H que
preserva as operações de G e de H . Isto é, tal que i(g1 2 g2) = i(g1)%i(g2), para
quaisquer g1, g2 ∈ G.
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Qualquer grupo de matrizes pode ser visto como um subgrupo do dito grupo
linear geral GL(V ) das funções lineares invertı́veis do espaço linear V em si
próprio, onde a operação de grupo é agora a composição de funções lineares (ver
Proposição 6.7, pág. 342). De facto, se V é um espaço linear real (resp. complexo)
de dimensão n, é fácil de verificar que o grupo GL(V ) é isomorfo ao grupo das
matrizes reais (resp. complexas) invertı́veis ordem n.

O grupo das matrizes reais (resp. complexas) invertı́veis, de ordem n, é deno-
tado por GL(n,R) (resp. GL(n,C)).

O subconjunto de GL(n,K), com K = R ou K = C, formado pelas matrizes
cujo determinante é igual a 1, é um subgrupo de GL(n,K), designado por grupo
linear especial e denotado por SL(n,K). Isto é,

SL(n,K) = {A ∈ GL(n,K) : det(A) = 1} .

O grupo unitárioU(n) e o grupo ortogonalO(n) são assim subgrupos de GL(n,C)
e de GL(n,R), respectivamente.

Como subgrupos de O(n) e de U(n) destacamos os subconjuntos formados
pelas matrizes cujo determinante vale 1. Estes subgrupos recebem a designação
de grupo unitário especial SU(n), e de grupo ortogonal especial SO(n):

SU(n) =
{

U ∈ GL(n,C) : UHU = I e det(U) = 1
}

SO(n) =
{

O ∈ GL(n,R) : OTO = I e det(O) = 1
}

.

Exercı́cio 7.27. Mostre que o grupo SO(2) é o grupo das matrizes de rotação em
torno da origem de um ângulo θ, isto é, o conjunto das matrizes da forma

Rθ =

[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]

.

Verifique ainda que SO(2) é isomorfo ao grupo circular

S1 = {z ∈ C : |z| = 1},

sendo a operação de grupo em S1 a multiplicação de números complexos.
Sugestão: Verifique que Rθ 3→ eiθ é um isomorfismo. $

Geometricamente, o grupo ortogonal O(n) pode ser descrito como o grupo das
isometrias de Rn que fixam a origem, conforme se mostra na próxima proposição.
Recordemos que uma isometria em Rn é uma função f : Rn → Rn que preserva
distâncias (cf. Definição 7.3). Salvo menção em contrário, consideramos que a
distância em Rn é a induzida pelo produto interno usual de Rn.
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Proposição 7.15. 1) Se M ∈ O(n), a função f : Rn → Rn definida por
f(x) = Mx, é uma isometria.

2) Se f : Rn → Rn é uma isometria tal que f(0) = 0, então existe uma
matriz M ∈ O(n) tal que f(x) = Mx. Em particular, a função f é linear.

Demonstração. 1) Como M é uma matriz ortogonal são preservadas distâncias, e
portanto a função f é uma isometria.

Para mostrar 2) note-se que, por definição de isometria, dist(f(x), f(y)) =
dist(x,y), isto é,

‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖, para todo x,y ∈ Rn. (7.42)
Em particular, como f(0) = 0 resulta

‖f(x)− f(0)‖ = ‖f(x)‖ = ‖x‖. (7.43)
Do Exercı́cio 7.2, sabemos que uma isometria preserva produtos internos, e por-
tanto

〈x,y〉 = 〈f(x), f(y)〉.
Considere-se agora a matriz M com colunas f(e1), . . . , f(en) (por esta ordem),
onde os vectores ei são os vectores da base canónica de Rn. A matriz M é orto-
gonal, visto que

MTM =








f(e1)T

f(e2)T
...

f(en)T










f(e1) · · · f(en)





= [〈f(ei), f(ej)〉]i,j=1,...,n = [〈ei, ej〉]i,j=1,...,n = I,

onde a penúltima igualdade resulta da preservação do produto interno, e a última
do facto da base canónica ser ortonormada. Note-se ainda que a igualdade 〈f(ei), f(ej)〉 =
〈ei, ej〉 garante que B = {f(e1), . . . , f(en)} é uma base ortonormada de Rn.

Falta mostrar que a matriz M representa f em relação à base canónica de Rn.
Ou seja, que f(x) = Mx para todo x ∈ Rn. De facto, como B é uma base
ortonormada de Rn, o Teorema 5.2 (pág. 260) garante que f(x) se escreve

f(x) = 〈f(x), f(e1)〉f(e1) + · · ·+ 〈f(x), f(en)〉f(en)
= 〈x, e1〉f(e1) + · · ·+ 〈x, e1〉f(en)
= x1f(e1) + · · ·+ xnf(en) = Mx,
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onde a última igualdade resulta do facto de Mx ser uma combinação linear das
colunas de M com coeficientes iguais às componentes de x = (x1, . . . , xn).

Para entender a diferença entre O(3) e SO(3) é necessário entrar em linha de
conta com a noção de orientação em R3.

Proposição 7.16. Seja (e1, e2, e3) a base canónica de R3.
Uma matriz M pertence a SO(3) se e só se (Me1,Me2,Me3) é um triedro

directo ortonormado de R3.
Demonstração. De acordo com a definição de triedro directo (Definição 5.10,
pág. 284), (Me1,Me2,Me3) é um triedro directo se o determinante da matriz M
é positivo (as colunas de M são Me1,Me2,Me3).

Uma matriz M é ortogonal se e só se as suas colunas formam uma base orto-
normada de R3. Ou seja, M é ortogonal se e só se a base ordenada (Me1,Me2,Me3)
é uma base ortonormada de R3. Por conseguinte, a base (Me1,Me2,Me3) é um
triedro directo ortonormado se e só se a matriz (ortogonal) M tem determinante
igual a 1.

Pela proposição anterior, SO(3) é o grupo das isometrias de R3 que fixam
a origem e aplicam triedros directos em triedros directos (isto é, preservam a
orientação), enquanto que existem matrizes de O(3) que não preservam triedros
directos. Por exemplo, para a matriz

M =





1 0 0
0 0 1
0 1 0



 ∈ O(3),

tem-se (Me1,Me2,Me3) = (e1, e3, e2), que não é um triedro directo.

Verifica-se facilmente que o conjunto das isometrias de Rn forma um grupo
para a operação de composição de funções. Designemos por Isom(Rn) este grupo:

Isom(Rn) = {f : Rn → Rn; f é uma isometria}.

Vimos que O(n) é isomorfo ao grupo das isometrias de Rn que fixam a origem.
Uma isometria que não fixe a origem não é uma função linear (pela Proposição 6.1,
se f é linear, então f(0) = 0).

Seja f uma isometria de Rn, tal que f(0) = a &= 0. A função g(x) = f(x)−a

é uma isometria que fixa a origem, uma vez que, sendo f uma isometria, se tem

‖g(x)− g(y)‖ = ‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖.
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Resulta da Proposição 7.15 que existe M ∈ O(n) tal que g(x) = Mx. Portanto f
escreve-se na forma

f(x) = Mx + a,

com M ∈ O(n) e a ∈ Rn.

Uma isometria em Rn pode ainda ser representada por uma matriz do tipo
(n+1)×(n+1). Em computação gráfica usa-se frequentemente esta representação
matricial do grupo das isometrias. No que se segue usamos a notação GL(n + 1)
para GL(n + 1,R).

Proposição 7.17. O grupo Isom(Rn) é isomorfo ao grupo euclidiano E(n) de-
finido por

E(n) =

{[

M a

0 1

]

∈ GL(n+ 1) : M ∈ O(n) e a ∈ Rn

}

.

Demonstração. Em primeiro lugar, E(n) é um subgrupo de GL(n+ 1), uma vez
que o produto de duas matrizes de E(n) é uma matriz de E(n) (relembre-se que o
produto de matrizes ortogonais ainda é uma matriz ortogonal), e a inversa de uma
matriz de E(n) ainda pertence a E(n):

[

M a

0 1

]−1

=

[

MT −MTa

0 1

]

.

A função i : Isom(Rn)→ E(n) definida por

i : (x 3→ Mx + a) 3−→
[

M a
0 1

]

é um isomorfismo de grupos. De facto, a função i é bijectiva e, para quaisquer
isometrias f(x) = Mx + a e g(x) = M1x+ b, tem-se

i(f ◦ g) = i(MM1x +Mb+ a) =

[

MM1 Mb+ a

0 1

]

=

[

M a

0 1

] [

M1 b

0 1

]

= i(f)i(g).
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Grupo dos quaterniões unitários

Seguidamente fazemos uma referência breve a certos subgrupos do grupo unitário.
Em particular, mostramos que o grupo SU(2) é isomorfo ao grupo dos quaterniões
unitários. O conjunto dos quaterniões é habitualmente denotado pela letra H em
honra de Hamilton11 a quem se deve a sua descoberta.

A um par ordenado (a, b) ∈ R2 associamos (bijectivamente) um número com-
plexo z = a + ib (com i2 = −1). Esta bijecção preserva as operações de adição
e de multiplicação por números reais. De igual modo, existe uma bijecção en-
tre R4 e o conjunto dos quaterniões que preserva as operações de adição e de
multiplicação de números reais, definidas nos dois conjuntos.

Um quaternião é um número q = a + bi + cj + dk, com (a, b, c, d) ∈ R4 e
i, j, k satisfazendo as igualdades

i2 = j2 = k2 = ijk = −1. (7.44)

As operações de adição de vectores de R4 e de multiplicação por escalares, traduzem-
se em termos de quaterniões na forma

(a+ bi+ cj + dk) + (a1 + b1i+ c1j + d1k) = (a + a1) + (b+ b1)i

+ (c+ c1)j + (d+ d1)k, (7.45)
α(a+ bi+ cj + dk) = αa+ αbi+ αcj + αdk, α ∈ R

(7.46)

É fácil verificar que a função que a cada vector (a, b, c, d) ∈ R4 faz corresponder
o quaternião q = a+ bi+ cj + dk é um isomorfismo de espaços lineares. Assim,
H é um espaço linear real de dimensão 4 e uma base de H é {1, i, j, k}.

A operação de multiplicação de quaterniões, ao contrário da operação de adição
e multiplicação por escalares reais, não é comutativa. No entanto, a multiplicação
de quaterniões goza da propriedade associativa. Usando a associatividade da mul-
tiplicação de quaterniões, mostra-se facilmente que os quaterniões i, j, k, satisfa-
zem as relações:

1q = q1 = q para todo q ∈ H

ij = −ji = k
jk = −kj = i
ki = −ik = j.

(7.47)

11Sir William Rowan Hamilton (1805 – 1865) que em 1843 introduziu os quaterniões e os
aplicou em estudos da mecânica no espaço tridimensional.
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Destas relações segue que a multiplicação de quaterniões não é comutativa, por
exemplo, ij = −ji.

Exercı́cio 7.28. Use a associatividade da multiplicação de quaterniões e as igual-
dades (7.44) para mostrar as relações (7.47). $

As relações (7.45), (7.46) e (7.47), e a distributividade da multiplicação em
relação à adição, sugerem que se adopte a seguinte definição de multiplicação de
quaterniões:

(q0 + ai+ bj + ck)(q1 + a1i+ b1j + c1k) = (q0q1 − aa1 − bb1 − cc1)+

+ (q0a1 + q1a + bc1 − cb1)i

+ (q0b1 + q1b+ a1c− ac1)j

+ (q0c1 + q1c+ ab1 − a1b)k.

Exercı́cio 7.29. Verifique que a multiplicação de quaterniões verifica as proprie-
dades:

q1(q2q3) = (q1q2)q3, (Associatividade)
qq−1 = 1, para q &= 0 (Existência de inverso)

q1 = q, (Existência de identidade)
q1(q2 + q3) = q1q2 + q1q3, (Distributividade à esquerda)
(q1 + q2)q3 = q1q3 + q2q3, (Distributividade à direita)

$

Exercı́cio 7.30. Identifique um quaternião q = q0+ai+bj+ck com q = (q0,q) ∈
R×R3 onde q = (a, b, c) ∈ R3. Mostre que a multiplicação de quaterniões é dada
por

qp = (q0,q)(r0, r) = (q0r0 − 〈q, r〉 , q0r+ r0q+ q× r),

onde 〈 , 〉 é o produto interno usual em R3, e q× r é o produto vectorial em R3. $

À semelhança dos números complexos, define-se a conjugação de quaterniões
do seguinte modo:

q0 + ai+ bj + ck := q0 − (ai+ bj + ck).

Segue então da definição de produto que

qq = q20 + a2 + b2 + c2, para q = q0 + ai+ bj + ck.
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Define-se norma de um quaternião q por |q| =
√
qq. O inverso de um qua-

ternião não nulo é q−1 =
1

q
=

q

|q|2
.

Um quaternião q = q0 + ai + bj + ck diz-se um quaternião unitário quando
satisfaz a igualdade

q20 + a2 + b2 + c2 = 1,

ou seja, quando |q|2 = 1.

É fácil concluir que o conjunto dos quaterniões unitários é um grupo para
a multiplicação de quaterniões (note-se que o inverso de um quaternião unitário
ainda é um quaternião unitário). O grupo dos quaterniões unitários designa-se
por S3 (a mesma designação da esfera unitária de R4), ou seja,

S3 =
{

q ∈ H : |q|2 = 1
}

.

Proposição 7.18. O grupo SU(2) é isomorfo ao grupo dos quaterniões unitários
S3.

Demonstração. Em primeiro lugar, determine-se a forma de uma matriz Q de

SU(2). Seja Q =

[

z1 w1

w2 z2

]

uma matriz complexa. Esta matriz pertence a SU(2)

se e só se Q−1 = QH . A matriz inversa de Q ∈ SU(2) é

Q−1 =
1

detQ

[

z2 −w1

−w2 z1

]

=

[

z2 −w1

−w2 z1

]

,

uma vez que det(Q) = 1, por definição de SU(2). A igualdade Q−1 = QH

traduz-se em [

z2 −w1

−w2 z1

]

= Q−1 = QH =

[

z1 w2

w1 z2

]

.

Logo, Q pertence a SU(2) se e só se z2 = z1 e w1 = −w2. Ou seja, as matrizes
Q ∈ SU(2) são da forma

Q =

[

z1 w1

−w1 z1

]

,

com detQ = z1z1 + w1w1 = |z1|2 + |w1|2 = 1.
Considere-se agora a função f : S3 → SU(2) definida por

f : S3 6 q = q0 + ai+ bj + ck 3−→
[

q0 + ai −b− ci
b− ci q0 − ai

]

= Q ∈ SU(2).
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Note-se que na definição anterior, q = q0+ai+ bj+ ck ∈ S3 se e só se det(Q) =
|q|2 = 1. A função f é obviamente bijectiva. Além disso, f é um isomorfismo
entre o grupo S3 e o grupo SU(2), visto que f(q1q2) = f(q1)f(q2) = Q1Q2,
como se pode verificar facilmente efectuando os cálculos correspondentes.

7.7.2 Álgebras de Lie
Nesta secção abordamos de forma sumária as álgebras de Lie12 de alguns grupos
de matrizes já estudados.

A álgebra de Lie de um grupo de matrizes é uma ferramenta indispensável
ao estudo desse grupo. Esta álgebra é um espaço linear que contém informação
relevante acerca do grupo. Neste contexto, a exponencial de matrizes desempenha
um papel crucial, pois a exponencial de uma matriz da álgebra de Lie de um grupo
de matrizes G é um elemento deste grupo.

São pré-requisitos para esta secção os tópicos sobre equações diferenciais or-
dinárias por nós abordados na Secção 4.4.2 e, em particular, a exponencial de
matrizes definida na página 229.

Definição 7.16. Uma álgebra de Lie g é um espaço linear, sobre um corpo de
escalares K, munido de uma operação [ , ] sobre pares de elementos de g que
satisfaz as seguintes propriedades:

• Fecho: X, Y ∈ g =⇒ [X, Y ] ∈ g.

• Linearidade: [X,αY + βZ] = α[X, Y ] + β[X,Z], para todo X, Y, Z ∈ g

e α, β ∈ K.

• Anticomutatividade : [X, Y ] = −[Y,X ], para todo X, Y ∈ g.

• Identidade de Jacobi: [X, [Y , Z]] + [Y, [Z , X]] + [Z, [X , Y ]] = 0, para
todo X, Y, Z ∈ g.

Quando a operação [ , ] goza das propriedades enunciadas diz-se que [ , ] é um
parêntesis de Lie.

12O termo ‘álgebra de Lie’ foi introduzido em 1930 por Hermann Klaus Hugo Weyl (1885 –
1955) para designar o que o matemático Marius Sophus Lie (lê-se “Li” e não “Lai” ) (1842 -
1899) chamava ‘elementos infinitesimais de um grupo contı́nuo’. Sophus Lie criou e desenvolveu
a teoria das simetrias contı́nuas e aplicou-a em geometria e no estudo de equações diferenciais.
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Quando o corpo de escalares K é R (resp. C) diz-se que a álgebra de Lie é real
(resp. complexa).

Exercı́cio 7.31. Mostre que o produto externo em R3 é um parêntesis de Lie.
Recorde para tal a definição (5.20) na página 280, e as propriedades enunciadas
nos exercı́cios 5.14 e 5.16 (pág. 282).

$

Uma álgebra de Lie de matrizes é um espaço linear de matrizes em que o
parêntesis de Lie é o comutador de matrizes, isto é, [A,B] = AB−BA. Deixamos
como exercı́cio verificar que o comutador de matrizes define um parêntesis de Lie
no espaço das matrizes de ordem n sobre o corpo K.

Para definirmos a álgebra de Lie de um grupo de matrizes G é necessário
precisar a noção de curva no grupo.

Uma função contı́nua γ definida num intervalo I ⊂ R com valores no grupo
G diz-se um caminho em G e a sua imagem γ(I) diz-se uma curva em G. Um
caminho γ : I → G diz-se regular se é um caminho C1 (isto é, γ é contı́nua com
derivada contı́nua) e tal que γ′(t) &= 0 para qualquer t ∈ I .

Um caminho diferenciável em GL(2,C) tem a forma

γ(t) =

[

a(t) + ib(t) c(t) + id(t)
e(t) + if(t) g(t) + ih(t)

]

,

onde a(t), b(t), c(t), d(t), e(t), f(t), g(t), h(t) são funções reais de variável real
diferenciáveis em t ∈]− ε, ε[. A respectiva derivada é

γ′(t) =

[

a′(t) + ib′(t) c′(t) + id′(t)
e′(t) + if ′(t) g′(t) + ih′(t)

]

.

Esta noção de caminho diferenciável em GL(2,C) estende-se de forma óbvia a
GL(n,C).

Exercı́cio 7.32. Seja Mn(K) o conjunto das matrizes n×n de entradas em K, com
K = R ou K = C. Se γ, δ :] − ε, ε[→ Mn(K) são dois caminhos diferenciáveis,
então o produto (γ · δ)(t) := γ(t)δ(t) também é diferenciável e

(γ · δ)′(t) = γ′(t)δ(t) + γ(t)δ′(t). (7.48)

$
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A álgebra de Lie g, de um grupo G, é o conjunto dos vectores tangentes às
curvas regulares na identidade de G. Mais precisamente, se γ(t) é um caminho
regular em G que passa pela identidade em t = 0 (ou seja, γ(0) = I), tem-se que
X = γ′(0) pertence à algebra de Lie g.

Definição 7.17. Seja K = R ou K = C. A álgebra de Lie de um grupo G ⊂
GL(n,K) é o espaço tangente a G na identidade I . Ou seja,

TIG = {γ′(0) : γ :]− ε, ε[→ G é um caminho regular verificando γ(0) = I}.

A álgebra de Lie do grupo G é designada por g := TIG.

Mostramos de seguida que a álgebra de Lie de um grupo G ⊂ GL(n,K),
com K = R ou K = C, é uma álgebra de Lie de matrizes. Isto é, trata-se de
um subespaço linear do espaço das matrizes com entradas em K fechado para o
comutador de matrizes. Comecemos por provar que a álgebra de Lie de um grupo
de matrizes é um subespaço linear.

Proposição 7.19. A álgebra de Lie g de um grupo G ⊂ GL(n,K), com K = R

ou K = C, é um subespaço linear real do espaço das matrizes n× n de entradas
em K.

Demonstração. Sejam γ, δ caminhos regulares em G tais que γ(0) = δ(0) = I e
A = γ′(0) e B = δ′(0).

Para α ∈ R, o caminho δ(t) = γ(αt) satisfaz as igualdades δ(0) = γ(0) = I
e δ′(0) = αγ′(0) = αA. Portanto, αA ∈ g.

O caminho produto σ(t) = (γ · δ)(t) = γ(t)δ(t) verifica σ(0) = I e, pelo
Exercı́cio 7.32, σ′(0) = γ′(0)δ(0)+γ(0)δ′(0) = A+B. Por conseguinte, A+B ∈
g.

Assim, a álgebra de Lie g é fechada para a adição e multiplicação por escalares
reais e portanto é um subespaço linear.

Para provar que a álgebra de Lie de um grupo de matrizes é uma álgebra de Lie
de matrizes, falta mostrar que o comutador de matrizes ainda pertence ao espaço
tangente ao grupo na identidade.

Proposição 7.20. Seja G um grupo de matrizes e g = TIG a sua álgebra de Lie.
Se A,B ∈ g, então [A,B] = AB −BA pertence a g.

452



Capı́tulo 7. Matrizes ortogonais, unitárias, simétricas e hermitianas

Demonstração. Sejam γ e ρ caminhos regulares em G tais que γ(0) = ρ(0) = I ,
A = γ′(0) e B = ρ′(0). Considere-se ainda o caminho

δs(t) = γ(s)ρ(t)γ(s)−1, para s fixo.

O caminho δ verifica δs(0) = I , e portanto δ′s(0) ∈ g = TIG. A função (de s)

δ′s(0) = γ(s)ρ′(0)γ(s)−1 = γ(s)Bγ(s)−1

pertence a TIG e é regular uma vez que γ é regular. A derivada de δ′s(0) ainda
pertence ao espaço tangente TIG, visto que a derivada de uma função é o limite de
uma razão incremental (f ′(x) = limh→0

1
h(f(x + h) − f(x)), e essa razão incre-

mental ainda pertence a TIG, uma vez que TIG é um espaço vectorial. Portanto,
d
ds s = 0

γ(s)ρ′(0)γ(s)−1 pertence à álgebra de Lie g = TIG.
Para calcular esta derivada, comecemos por observar que derivando a ex-

pressão γ(s)γ(s)−1 = I se obtém

γ′(0)γ(0)−1 + γ(0)
d

ds s = 0
γ(s)−1 = 0⇐⇒

d

ds s = 0
γ(s)−1 = −γ′(0),

uma vez que γ(0) = I . Por conseguinte,

d

ds s = 0
γ(s)Bγ(s)−1 = γ′(0)B −Bγ′(0) = AB − BA

pertence a g.

O facto das álgebras de Lie de grupos de matrizes serem espaços vectoriais
permite-nos falar da sua dimensão. A dimensão de um grupo é definida como
sendo a dimensão da sua álgebra de Lie.

Definição 7.18. Define-se dimensão de um grupo de matrizes como sendo a
dimensão da álgebra de Lie do grupo.

Nota 50. Apesar do espaço das matrizes n× n de entradas complexas (isomorfo
a Cn2) ser um espaço linear complexo, a álgebra de Lie de um grupo de matrizes
complexas não é necessariamente um subespaço sobre C do espaço das matrizes
complexas (veja por exemplo o caso da álgebra de Lie su(2) apresentado no final
desta secção). A dimensão de um grupo de matrizes significa sempre a dimensão
da sua álgebra de Lie como espaço linear real.
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Exemplos de álgebras de Lie

Passamos a designar por Mn(K) o conjunto das matrizes de ordem n com entradas
em K. Salvo menção em contrário, o corpo K é R ou C.

1. Álgebra de Lie de GL(n,K)

A álgebra de Lie de GL(n,K) é o conjunto das matrizes n×n com entradas
em K, isto é, gl(n,K) = Mn(K).

De facto, dada a matriz A ∈ Mn(K) considere-se a curva γ(t) = I + tA. A
curva γ toma valores em GL(n,K) para t suficientemente pequeno, uma
vez que, sendo a função determinante contı́nua, det(γ(t)) está próximo
de det(γ(0)) = det(I) = 1 para t suficientemente pequeno. Ou seja,
det γ(t) &= 0 para t próximo de zero. Por conseguinte, como γ′(0) = A,
resulta que A ∈ gl(n,K).

Consequentemente,

dimGL(n,R) = n2 e dimGL(n,C) = 2n2.

2. Álgebra de Lie do grupo unitário U(1)

O grupo U(1) é o conjunto das matrizes unitárias do tipo 1 × 1, ou seja, o
conjunto das matrizes que verificam [a + ib]H [a + ib] = [1]. Equivalente-
mente, U(1) é o conjunto das matrizes [a+ib] tais que |a+ib|2 = a2+b2 = 1.

Seja γ(t) = [a(t) + ib(t)] um caminho diferenciável com a2(t) + b2(t) = 1
e tal que γ(0) = a(0) + ib(0) = 1 (ou seja, a(0) = 1 e b(0) = 0).

Como a2(t) + b2(t) = 1, tem-se 2a(0)a′(0) + 2b(0)b′(0) = 0. Ou seja,
a′(0) = 0, uma vez que a(0) = 1 e b(0) = 0. Logo, γ′(0) = a′(0)+ib′(0) =
ib′(0) ∈ Span{i}.

Conclui-se que u(1) = Span{i}, e portanto dimU(1) = 1.

3. Álgebra de Lie do grupo dos quaterniões unitários S3

A álgebra de Lie do grupo dos quaterniões unitários é Span{i, j, k}, e por-
tanto dimS3 = 3.

A demonstração é deixada como exercı́cio pois é análoga à demonstração
apresentada no item anterior.
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4. Álgebra de Lie do grupo linear especial SL(n,K)

A álgebra de Lie do grupo

SL(n,K) = {A ∈ GL(n,K) : det(A) = 1} ,

é
sl(n,K) = {A ∈ GL(n,K) : tr(A) = 0} .

Para mostrar a afirmação anterior iremos usar o resultado seguinte:

d

dt t = 0
det(γ(t)) = tr(γ′(0)), (7.49)

para um qualquer caminho diferenciável γ(t) ∈Mn(K) com γ(0) = I .
A demonstração desta igualdade pode ser realizada conforme se sugere no
exercı́cio seguinte.

Exercı́cio 7.33. Considere o caminho diferenciável γ(t) = [aij(t)]i,j=1,...,n

em GL(n,K) tal que γ(0) = I .

a) Use o desenvolvimento de Laplace ao longo da última linha de γ(t)
para mostrar

d

dt t = 0
det(γ(t)) = a′nn(0) +

d

dt t = 0
det(Mnn(t)), (7.50)

onde Mnn(t) designa o menor da entrada ann(t).
b) Use a alı́nea anterior e o desenvolvimento de Laplace (segundo a última

linha) no cálculo de det(Mnn(t)), para mostrar a igualdade (7.49) por
indução no tamanho da matriz.

$

Se γ(t) é um caminho regular em SL(n,R) tal que γ(0) = I , então o traço
de γ′(0) é igual a zero, uma vez que por (7.49) se tem

0 =
d

dt t = 0
det(γ(t)) = tr(γ′(0)).

Ou seja, todo o elemento da álgebra de Lie sl(n) tem traço igual a zero.
Falta mostrar que toda a matriz de traço igual a zero é um elemento de sl(n).
Para tal, considere-se uma matriz A ∈Mn(R) com traço igual a zero. Como
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a álgebra de Lie de GL(n) é Mn(R), existe um caminho regular γ ∈ GL(n)
tal que γ(0) = I e γ′(0) = A.

O caminho α(t) =
1

n
√

det(γ(t))
γ(t), onde γ(0) = I e γ′(0) = A, é um

caminho regular em SL(n,R) uma vez que det(α(t)) = 1. Além disso,
esta curva passa por I quando t = 0, isto é, α(0) = γ(0) = I . Calculando
α′(0), obtém-se

α′(0) =
− tr(γ′(0))

n n
√

(det(γ(0)))1+n
γ(0) +

1
n
√

det(γ(0))
γ′(0)

=
− tr(A)γ(0)

n
+ γ′(0) = A

Logo, qualquer matriz de traço igual a zero pertence a sl(n).

A demonstração para SL(n,C) é inteiramente análoga, uma vez que sendo
o determinante uma função contı́nua podemos escolher o ramo da função
complexa h(t) = n

√

det(γ(t)) por forma a que h(0) = I .

Por conseguinte,

dimSL(n,R) = n2 − 1 e dimSL(n,C) = 2(n2 − 1).

Aproveitando os tópicos desenvolvidos na Secção 4.4.2, mostramos que a ex-
ponencial de matrizes representa um papel fundamental na escolha de caminhos
num grupo de matrizes G, porquanto a exponencial de uma matriz da álgebra de
Lie g é um elemento de G. Pretendemos mostrar que se A ∈ gl(n,K) a curva
γ(t) = eAt (verificando γ(0) = I e γ′(0) = A) está necessariamente contida
num grupo G ⊂ GL(n,K). Em seguida abordamos esta questão e calculamos as
álgebras de Lie dos (sub)grupos ortogonais e unitários.

Comecemos por definir o que se entende por homomorfismo entre dois grupos.

Definição 7.19. Um homomorfismo entre o grupo (G, 2) e o grupo (H, ·) é uma
função f : G→ H que satisfaz

f(g1 2 g2) = f(g1) · f(g2), para todo g1, g2 ∈ G.
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Exercı́cio 7.34. Mostre que se f é um homomorfismo entre os grupos (G, 2) e
(H, ·), então:

f(eG) = f(eH) e f(g−1) = (f(g))−1,

onde eG e eH designam, respectivamente, a identidade em G e em H . $

Definição 7.20. Um subgrupo a um parâmetro de um grupo de matrizes G é
homomorfismo diferenciável γ : R→ G.

Note-se que na definição anterior, o homomorfismo γ : R → G é um homo-
morfismo entre o grupo (aditivo) (R,+) e o grupo (multiplicativo) (G, ·). Por-
tanto, γ(t + θ) = γ(t) · γ(θ).

Considere-se o grupo SO(2), das matrizes ortogonais, do tipo 2 × 2, cujo
determinante é igual a 1. Qualquer matriz deste grupo tem a forma

R(t) =

[

cos t − sen t
sen t cos t

]

. (7.51)

Como facilmente se verifica R(t)R(θ) = R(t + θ), e portanto f : t 3→ R(t) é
um homomorfismo do grupo (R,+) no grupo (SO(2), ·). Ou seja, SO(2) é um
exemplo de um subgrupo a um parâmetro.

A função R(t) define um caminho regular em SO(2) cujo valor na identidade
é R(0) = I . Logo, a matriz

R′(0) =

[

0 −1
1 0

]

= A (7.52)

pertence à álgebra de Lie de SO(2), isto é, A ∈ so(2). As matrizes R(t) satisfa-
zem a equação diferencial

R′(t) =

[

− sen t − cos t
cos t − sen t

]

=

[

0 −1
1 0

] [

cos t − sen t
sen t cos t

]

= AR(t).

A exponencial eAt é a única matriz solução fundamental da equação R′(t) =
AR(t) que em t = 0 é a identidade (ver Definição 4.10, pág. 229). Assim, as
matrizes R(t) pertencentes ao grupo SO(2) são da forma R(t) = eAt, com A ∈
so(2). No Exemplo 4.17 (pág. 230) calculou-se a exponencial da matriz At, e
obtivemos a matriz R(t), confirmando-se assim este resultado.
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Os subgrupos a um parâmetro de um grupo de matrizes são sempre dados pela
exponencial de matrizes como passamos a explicar.

Teorema 7.10. Os subgrupos a um parâmetro de um grupo de matrizes G são da
forma t 3→ eAt com A pertencente à álgebra de Lie g de G.

Demonstração. Seja g ⊂ gl(n,K) a álgebra de Lie de G ⊆ GL(n,K) (com
K = R e K = C) e A ∈ g. Mostremos que a função γ : R → G definida por
γ(t) = eAt, é um subgrupo a um parâmetro.

Em primeiro lugar refira-se que do Exercı́cio 4.8 (pág.230) podemos concluir
que a matriz eAt é sempre invertı́vel e portanto pertencente a GL(n,K). Usando
os resultados enunciados no referido exercı́cio, sabe-se que se as matrizes A e B
comutam, é válida a igualdade e(A+B)t = eAteBt. Em particular, como At comuta
comAθ, tem-se eA(t+θ) = eAteAθ. Por conseguinte, γ(t+θ) = eA(t+θ) = eAteAθ =
γ(t)γ(θ). Ou seja, a função diferenciável γ é um subgrupo a um parâmetro de G.

Suponha-se agora que γ : R → G é um subgrupo a um parâmetro de G e que
A = γ′(0). Por definição de derivada, tem-se

γ′(t) = lim
h→0

γ(h+ t)− γ(t)

h
= lim

h→0

γ(h)− I

h
γ(t)

= lim
h→0

γ(h)− γ(0)

h
γ(t) = γ′(0)γ(t) = Aγ(t),

onde na segunda igualdade se aplicou a definição de subgrupo a um parâmetro, e
na terceira igualdade o facto de γ(0) ser igual a I (um homomorfismo entre dois
grupos preserva a identidade desses grupos, conforme o Exercı́cio 7.34).

Como γ′(t) = Aγ(t) e γ(0) = I , temos que γ(t) = etA.

Do Teorema anterior segue que a exponencial g → G está definida por A 3→
eA. A imagem desta exponencial é em geral um subconjunto estrito de G. Isto é,
podem existir elementos de G que não sejam a exponencial de nenhum elemento
de g. Por exemplo, considere-se a álgebra de Lie sl(2), do grupo SL(2). Qual-
quer matriz não nula A ∈ sl(2) tem traço nulo, pelo que A tem valores próprios
simétricos (o traço de uma matriz é igual à soma dos valores próprios). Como A é
2× 2, esta matriz é diagonalizável. Logo, se A ∈ sl(2) tem-se A = PDP−1 com
D uma matriz diagonal. A exponencial eAt é também uma matriz diagonalizável,
já que eAt = PeDtP−1 com eDt = diag(eλt, e−λt) onde λ é valor próprio de A
(ver Exercı́cio 4.9, na página 231). No entanto, existem matrizes em SL(2) que

não são diagonalizáveis, por exemplo, a matriz B =

[

−1 1
0 −1

]

. Logo, a matriz

B ∈ SL(2) não é a exponencial de nenhuma matriz de sl(2).
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Determinemos agora as álgebras de Lie de O(n) e U(n).

1. Álgebra de Lie de O(n)

A álgebra de Lie do grupo ortogonal é o conjunto das matrizes reais anti-
simétricas, isto é,

o(n) =
{

A ∈ GL(n) : A = −AT
}

.

De facto, qualquer caminho γ(t) em O(n), com γ(0) = I , satisfaz a igual-
dade γ(t)γ(t)T = I . Logo, diferenciando esta igualdade, obtemos γ′(0) +
γ′(0)T = 0, ou seja, A = γ′(0) verifica A = −AT . Assim, a álgebra de Lie
de O(n) está contida no conjunto das matrizes anti-simétricas.

Falta mostrar que o conjunto das matrizes anti-simétricas está contido na
álgebra de Lie de O(n). Sendo A uma matriz anti-simétrica verifica-se

(eAt)T (eAt) = (eA
T t)(eAt) = (e−At)(eAt) = I,

onde a última igualdade resulta do facto da matriz inversa de eAt ser e−At

(ver Exercı́cio 4.8). Assim, se A é anti-simétrica, γ(t) = eAt é um caminho
em O(n) que satisfaz γ(0) = I e γ′(0) = A, ou seja A ∈ o(n). Por
conseguinte, o conjunto das matrizes anti-simétricas está contido na álgebra
de Lie de O(n).

O subgrupo SO(n) de O(n) é formado pelas matrizes ortogonais cujo de-
terminante é igual a 1. Como o determinante toma os valores ±1, logo é
constante igual a 1 ao longo de um caminho em O(n) que passe pela iden-
tidade. Assim, os caminhos em O(n) que passam pela identidade estão em
SO(n). Conclui-se portanto que o(n) = so(n).

Calculemos a dimensão de o(n) = so(n). Para esse efeito, relembra-
mos que uma matriz anti-simétrica, de ordem n, possui entradas abaixo
da diagonal principal iguais aos simétricos das entradas acima da diago-
nal principal, e que as entradas na diagonal principal são todas nulas (pois
A = −AT ). Existem n2−n

2 entradas acima da diagonal principal, e uma
base para o(n) = so(n) é constituı́da pelas seguintes n2−n

2 matrizes anti-
simétricas:

{Eij − Eji : 1 ≤ i < j ≤ n} ,
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onde Eij designa a matriz cuja entrada ij é igual a −1 e todas as outras
entradas são iguais a zero. Por exemplo,

so(3) = Span











0 −1 0
1 0 0
0 0 0



 ,





0 0 −1
0 0 0
1 0 0



 ,





0 0 0
0 0 −1
0 1 0










. (7.53)

Logo,

dim o(n) = dim so(n) =
n2 − n

2
.

Exercı́cio 7.35. Determine a exponencial de cada uma das matrizes da base
de so(3) = o(3) em (7.53). Verifique que as exponenciais obtidas represen-
tam rotações em torno dos eixos coordenados. $

2. Álgebra de Lie de U(n)

A álgebra de Lie de U(n) é o conjunto das matrizes anti-hermitianas, isto é,

u(n) =
{

A ∈ GL(n,C) : A = −AH
}

.

A demonstração é análoga à realizada para a álgebra de Lie de O(n). Note-
se que derivando γ(t) ∈ U(n) se obtém γ′(0)H = −γ′(0).
Para calcular a dimensão da álgebra de Lie u(n), deverá levar-se em consi-
deração que uma matriz anti-hermitiana possui imaginários puros na di-
agonal principal, e que as entradas abaixo da diagonal principal são os
simétricos dos conjugados das entradas acima da diagonal principal. Logo,
uma base de u(n) é formada por:

i) As n matrizes diagonais Pk que têm todas as entradas nulas excepto a
entrada kk que é igual a i;

ii) As (n2 − n)/2 matrizes anti-simétricas (Eij −Eji) (com i < j), onde
Eij são matrizes de ordem n com todas as entradas nulas excepto a
entrada ij que é igual a −1;

iii) As (n2 − n)/2 matrizes hermitianas i(Eij − Eji) (com i < j).

Assim, a dimensão de u(n) é

dim u(n) = n + 2
n2 − n

2
= n2.
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Por exemplo, a álgebra de Lie de U(2) é

u(2) =

{[

ai −b+ ci
b+ ci di

]

: a, b, c, d ∈ R

}

= SpanR

{[

i 0
0 0

]

,

[

0 i
i 0

]

,

[

0 −1
1 0

]

,

[

0 0
0 i

]}

.

Esta álgebra de Lie é um subespaço linear real das matrizes 2×2 de entradas
complexas, porém não é um subespaço linear complexo das matrizes 2× 2
de entradas complexas como se verifica facilmente.

3. As álgebras de Lie su(2) e so(3)
Embora as álgebras de Lie de O(n) e de SO(n) sejam iguais, o mesmo não
acontece no caso dos grupos unitários. De facto, como SU(n) é o grupo
das matrizes unitárias de determinante igual a 1, a sua álgebra de Lie é
o conjunto das matrizes anti-hermitianas de traço igual a zero (a derivada
do determinante é igual ao traço). Assim, a dimensão de su(n) é igual à
dimensão de u(n) menos uma unidade (correspondente à condição do traço
ser nulo), isto é, dim su(n) = dim u(n)−1 = n2−1. Por exemplo, o espaço
das matrizes complexas, de segunda ordem anti-hermitianas de traço nulo,
é

su(2) =

{[

ai −b+ ci
b+ ci −ai

]

: a, b, c ∈ R

}

= SpanR {E1, E2, E3} ,

com

E1 =

[

0 i
i 0

]

, E2 =

[

0 −1
1 0

]

, E3 =

[

i 0
0 −i

]

. (7.54)

Como {E1, E2, E3} é uma base de su(2), a dimensão de su(2) é igual a 3.
Vejamos agora que a álgebra de Lie (su(2), [ , ]) é isomorfa à álgebra de
Lie (R3,×), onde × é o produto vectorial em R3. Considere-se a função,
ϕ : su(2)→ R3, definida por

ϕ :

[

ai −b+ ci
b+ ci −ai

]

3−→ (2c, 2b, 2a).

A função ϕ é obviamente linear e bijectiva. Para mostrar que ϕ é um
isomorfismo de álgebras de Lie, falta mostrar a igualdade ϕ([A,B]) =
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ϕ(A) × ϕ(B), para quaisquer A,B ∈ su(2). Para tal, basta verificar esta
igualdade para os vectores de uma base de su(2).
Considere-se a base de su(2) constituı́da pelas matrizes E1, E2, E3 definidas
em (7.54). As imagens por ϕ destas matrizes são ϕ(E1) = 2e1,ϕ(E2) =
2e2 e ϕ(E3) = 2e3. Calculando os comutadores respectivos, obtém-se

[E1, E2] = 2E3 =⇒ ϕ([E1, E2]) = ϕ(2E3) = 4e3 = 2e1 × 2e2
= ϕ(E1)× ϕ(E2),

[E2, E3] = 2E1 =⇒ ϕ([E2, E3]) = ϕ(2E1) = 4e1 = 2e2 × 2e3
= ϕ(E2)× ϕ(E3),

[E3, E1] = 2E2 =⇒ ϕ([E3, E1]) = ϕ(2E2) = 4e2 = 2e3 × 2e1
= ϕ(E3)× ϕ(E1).

Do Exercı́cio 6.5, na página 333, sabemos que as ágebras de Lie (R3,×) e
(so(3), [ , ]) são isomorfas, sendo o isomorfismo definido por

R3 6 x = (x1, x2, x3) 3→





0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0



 ∈ so(3).

Conclui-se que as álgebras de Lie (su(2), [ , ]), (so(3), [ , ]) e (R3,×) são
isomorfas:

su(2) @ so(3) @ R3.

Refira-se ainda que a base {E1, E2, E3} de su(2) pode ser descrita em ter-
mos de matrizes hermitianas σ1, σ2, σ3 conhecidas como matrizes spin de
Pauli13, que desempenham um papel importante em mecânica quântica. Es-
tas matrizes são

σ1 = −iE1, σ2 = iE2, σ3 = −iE3.

13Wolfgang Ernst Pauli (1900 – 1958), fı́sico teórico austrı́aco, que foi prémio Nobel da Fı́sica
em 1945.
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Exercı́cios
1. Indique se as matrizes seguintes são or-

togonais, unitárias, simétricas ou hermitia-
nas.

a)
[

cos θ i sen θ
i sen θ cos θ

]

, para qualquer θ ∈

R.
b)
[

a ib
−ib c

]

, para quaisquer a, b, c ∈

R.
c)
[

i ib
−ib −i

]

, para qualquer b ∈ R.

d)
[ √

3
√
2

1/
√
3 −

√
2

]

.

e)
[ √

3 1/
√
3

1/
√
3 −

√
3

]

.

2. Seja x um vector de Rn, de norma igual
a 1, e B = xxT .

a) Mostre que B2 = B.
b) Mostre que x é um vector próprio de

B e indique o valor próprio associ-
ado.

3. Indique o valor lógico das afirmações se-
guintes:

a) Uma matriz complexa simétrica é her-
mitiana.

b) Toda a matriz simétrica tem valores
próprios reais.

c) Toda a matriz real e simétrica tem va-
lores próprios reais.

d) λ = 1− i pode ser um valor próprio
de uma matriz ortogonal.

e) Se as colunas de uma matriz formam
uma base ortogonal de Rn, então a
matriz é ortogonal.

f) Se A é uma matriz simétrica e orto-
gonal, então A2 = −I

g) Uma matriz real anti-simétrica tem
valores próprios reais.

h) Toda a matriz unitária tem valores pró-
prios iguais a ±1.

i) Se A = PDP T , com D diagonal,
então A é simétrica.

j) Uma matriz ortogonal é ortogonal-
mente diagonalizável.

4.Determine condições nos parâmetros re-
ais a, b, c, d, e e f , de modo a que a matriz

A =

[

a c+ id
e+ if b

]

seja:

a) hermitiana.
b) unitária.

5. Seja A uma matriz simétrica e x ∈ Rn.
Mostre que, para o produto interno usual
em Rn, se verifica 〈x, Ax〉 = 〈Ax,x〉.
6.Mostre que se A é simétrica do tipo n×n
e B é uma matriz do tipo k× n, a BABT é
simétrica.
7. Seja λ um valor próprio de multiplici-

dade algébrica k da matriz ortogonalmente
diagonalizável A. Justifique por que razão
a multiplicidade geométrica de λ é também
igual a k.
8.Diagonalize ortogonalmente as seguintes
matrizes:

a)
[

2 1
1 2

]

.

b)





2 1 −1
1 −1 1
−1 1 −1



.

c)







0 0 0 0
0 2 1 −1
0 1 −1 1
0 −1 1 −1







.
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9.Diagonalize unitariamente as matrizes se-
guintes:

a)
[

2 −i
i 2

]

b)





1 i 0
−i 1 0
0 0 2





10. Para x = (x, y) ∈ R2, determine a ma-
triz simétrica que define as formas quadráticas
seguintes e classifique-as.

a) 5x2 − 3xy + 7y2

b) 6xy.
c) 3x2 + 5y2.

11.Classifique as formas quadráticas se-
guintes e encontre a mudança de variáveis
x = Py que transforma a forma quadrática
dada noutra sem termos cruzados.

a) q(x)− 4x1x2 + 3x22
b) q(x) = 3x1x2.
c) q(x) = −4x21 + 4x1x2 − x22.
d) q(x) = 2x21 + 3x1x2 + 2x22.

12. Seja A uma matriz real, simétrica, e in-
vertı́vel. Mostre que se a forma quadrática
xTAx é definida positiva, então a forma quadrática
xTA−1x também é definida positiva. [Su-
gestão: considere uma diagonalização de A].
13. Indique o valor lógico das afirmações

seguintes, onde A é uma matriz simétrica
real.

a) Uma matriz definida negativa tem pelo
menos uma entrada na diagonal prin-
cipal negativa.

b) Se xTAx > 0 para qualquer vector
próprio x, então A é definida posi-
tiva.

c) Se xTAx > 0 para algum vector x,
então A é definida positiva.

d) Uma forma quadrática definida posi-
tiva pode ser transformada numa forma
definida negativa mediante uma mudança
de variável x = Py, onde P é uma
matriz ortogonal.

e) Se P é uma matriz ortogonal então a
mudança de variável x = Py trans-
forma a forma quadrática xTAx numa
forma quadrática cuja matriz associ-
ada é P−1AP .

14. Seja A uma matriz real e simétrica.

a) Mostre que o valor máximo de xTAx
na esfera unitária (isto é, para ‖x‖ =
1), é igual ao maior valor próprio de
A e que o valor mı́nimo é igual ao
menor valor próprio.

b) Mostre que o valor máximo M (resp.
mı́nimo m) de xTAx, na esfera unitária,
é atingido quando x é um vector próprio
de A associado a M (resp. m).

c) Use os resultados das alı́neas anteri-
ores para determinar o máximo e o
mı́nimo de 3x21 +2x1x2− 5x22 +x23,
sob a condição de x21+ x22 +x23 = 1.
Indique ainda vectores onde estes va-
lores de máximo e mı́nimo são atin-
gidos.

15. Suponha que a seguinte factorização de
A é uma decomposição SVD:

A =






2
√
2

3 0 −1
3

−1
3
√
2

−1√
2

−2
3

1
3
√
2

−1√
2

2
3










3 0
0 1
0 0





[
1√
2

−1√
2

1√
2

1√
2

]

.

a) Diga qual o tipo da matriz A e a ca-
racterı́stica de A.
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b) Sem efectuar quaisquer cálculos, in-
dique uma base ortonormada para N(A),
N(AT ), EC(A) e EL(A).

16.Determine os valores singulares das ma-
trizes seguintes:

a)
[

−2 0
0 4

]

. b)
[√

5 1
0

√
3

]

.

c)





1 1
1 −1
0 1



. d)
[

2 1 0
0 −1 1

]

.

17. Seja A uma matriz quadrada invertı́vel.
Determine uma decomposição em valores
singulares de A−1 a partir de uma SVD de
A.
18. Seja A uma matriz simétrica real defi-

nida positiva. Mostre que a diagonalização
ortogonal de A (isto é, A = PDP T ) é uma
decomposição em valores singulares.
19. Seja A uma matriz quadrada. Mostre

que o módulo do determinante de A é igual
ao produto dos valores singulares de A.
20.Mostre que toda a matriz quadrada A

admite uma decomposição polar da forma
A = PQ, onde P é uma matriz semide-
finida positiva com a mesma caracterı́stica
de A, e Q é uma matriz ortogonal.
21.Use uma decomposição SV D da ma-

triz A, do tipo p×n, para mostrar (A+)T =
(AT )+.
22.Uma forma quadrática qK(x) diz-se in-
variante pela matriz A se, para todo x, é
verificada a igualdade qK(Ax) = qK(x).
Mostre que:

a) O grupo ortogonal O(n) é o grupo
das matrizes que deixa invariante a
forma quadrática q(x) = xTx, para
x ∈ Rn.

b) O grupo unitário U(n) é o grupo de
matrizes que deixa invariante a forma
quadrática q(x) = xHx, para x ∈
Cn.

23. Indique o valor lógico das proposições
seguintes.

a) A matriz 1√
2

[

1 i
i 1

]

pertence a SL(2,C).

b) A matriz
[

1 i
i 1

]

pertence a SU(2).

c) A matriz 1√
2

[

i i
i −i

]

pertence aSU(2).

d) A matriz





−1 0 0
0 cos θ sen θ
0 − sen θ cos θ



 per-

tence a SO(3).

24. Identifique um quaternião q = q0 +
xi + yj + zk com o par q = (q0,q) ∈
R × R3 onde q = (x, y, z). Mostre que
a multiplicação de quaterniões é dada por

qp = (q0,q)(r0, r)

= (q0r0 − 〈q, r〉 , q0r+ r0q+ q× r),

onde 〈 , 〉 é o produto interno usual em R3,
e q× r é o produto vectorial em R3.
25.Um quaternião q = q0 + xi + yj +
zk diz-se um quaternião imaginário puro
se q0 = 0. Considerando a identificação dos
quaterniões com vectores de R4, indicada
no exercı́cio anterior, mostre que

a) O produto de quaterniões imaginários
puros, q = (0,q) e p = (0,p), é um
imaginário puro se e só se os vecto-
res q e p são ortogonais.

b) Se q é um quaternião imaginário puro
de módulo igual a 1, então q2 = −1.
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26.O grupo simpléctico Sp(2n) é o grupo
de matrizes que deixa invariante a forma bi-

linear ϕJ(x,y) = xTJy, com J =

[

0 In
−In 0

]

e In a matriz identidade de ordem n. Mos-
tre que:

a) O grupo Sp(2n) é o conjunto das ma-
trizes A, tais que ATJA = J .

b) A álgebra de Lie de Sp(2n) é for-

mada pelas matrizes da forma
[

A B
C −AT

]

,

onde A,B e C são matrizes n×n que
verificam B = BT e C = CT .

c) Use os resultados das alı́neas anteri-
ores para determinar a dimensão de
Sp(2n).

27.Chamam-se constantes de estrutura de
uma álgebra de Lie g às constantes Ck

ij de-
finidas por [Ei, Ej ] =

∑

k C
k
ijEk, onde {Ei}i=1,...,p

é uma base de g.
Considere a base {E1, E2, E3} da álgebra

de Lie su(2), onde as matrizes Ei são defi-
nidas em (7.54), na página 461, e determine
as constantes de estrutura de su(2).
28.Relembre que as as matrizes spin de

Pauli são definidas por σ1 = −iE1,σ2 =
iE2 e σ3 = −iE3, onde Ei são as matri-
zes do exercı́cio anterior. Verifique que as
matrizes σi, para i = 1, 2, 3, são matrizes
hermitianas. Mostre ainda que estas matri-
zes geram (sobre R) o subespaço linear das
matrizes hermitianas de traço nulo.
29.Determine as exponenciais eσit, onde
σi, para i = 1, 2, 3, são as matrizes de Pauli.
Justifique por que razão as matrizes Uj =

e(−1)j iσjt pertencem a SU(2).
30.Mostre que:

a) EmR3, o produto vectorial define um
parêntesis de Lie.

b) O espaço linear R3 munido do pro-
duto vectorial e o espaço linear das
matrizes anti-simétricas do tipo 3×3,
munido do comutador de matrizes,
são álgebras de Lie isomorfas.
Sugestão: verifique que a função se-
guinte é um isomorfismo de álgebras
de Lie:

x = (x1, x2, x3) 3→




0 −x3 x2
x3 0 −x1
−x2 x1 0



 = X.

31. Seja fA : su(2)→ su(2) a função defi-
nida por fA(X) = [A,X], com

A =

[

i −1 + i
1 + i −i

]

.

a) Mostre que fA é uma função linear.
b) Determine a matriz M = M(fA,B,B)

que representa fA na base B = (E1, E2, E3),
onde as matrizes Ei são definidas em
(7.54).

32. Seja q um quaternião unitário e p ∈ H.
Mostre a igualdade

∣
∣qpq−1

∣
∣
2
= |p|2.
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Capı́tulo 8

Matrizes quadradas não
diagonalizáveis

Este capı́tulo é dedicado à construção da forma canónica de Jordan1 de uma matriz
quadrada, e sua aplicação na determinação da solução geral do sistema linear
homogéneo de equações diferenciais ordinárias, x′ = Ax, quando A é uma matriz
não diagonalizável.

Embora em termos computacionais a forma canónica de Jordan de uma matriz
seja pouco usada devido à sua instabilidade numérica, ela permite a obtenção de
resultados importantes quer em álgebra linear quer noutras áreas, como geometria
e teoria de grupos. Efectuamos aqui um estudo completo da construção da forma
de Jordan para uma matriz quadrada, começando por estudar a forma de Jordan
de matrizes nilpotentes.

A demonstração que se apresenta da existência da forma de Jordan de uma
matriz, é técnica mas ao mesmo tempo construtiva. São apresentados vários
exemplos de determinação desta forma, ilustrando a utilidade do conhecimento
detalhado dos passos essenciais da demonstração.

A forma de Jordan de uma matriz é ainda aplicada na determinação de soluções
de um sistema linear homogéneo de equações diferenciais, completando-se assim
o estudo iniciado no Capı́tulo 4.

1Marie Ennemond Camille Jordan (1838 –1922), matemático francês com contribuições em
teoria de grupos, análise matemática e análise complexa.
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8.1 Forma canónica de Jordan para matrizes nilpo-
tentes

Quando uma matriz quadrada A não é diagonalizável, o Teorema de Schur (Te-
orema 7.1, pág. 381) garante que a matriz é semelhante a uma matriz triangu-
lar superior. É portanto natural procurar uma matriz triangular J o mais sim-
ples possı́vel que seja semelhante à matriz A. A matriz J , designada por forma
canónica de Jordan (ou abreviadamente por forma de Jordan) da matriz A, é uma
matriz diagonal por blocos em que os blocos Ji na diagonal têm todas as entradas
nulas, excepto possivelmente as entradas da diagonal principal e as da diagonal
acima desta (supradiagonal) que são iguais a 1. Ou seja, os blocos de J são da
forma

Ji =










λi 1
λi 1

. . . . . .
. . . 1

λi










. (8.1)

Na base da construção da forma canónica de Jordan de uma matriz quadrada
está a forma de Jordan de uma matriz nilpotente. Por isso, iniciamos o nosso
estudo estabelecendo a forma de Jordan para matrizes nilpotentes.

Definição 8.1. Uma matriz L diz-se nilpotente de ı́ndice k, com k um inteiro
positivo, se Lk é a matriz nula O e Lk−1 &= O.

Convenciona-se que o ı́ndice de nilpotência da matriz nula é igual a 1.

A forma de Jordan para uma matriz nilpotente diz-nos que qualquer matriz
nilpotente é semelhante a uma matriz diagonal por blocos N , em que os blocos da
diagonal são matrizes triangulares superiores com entradas todas nulas excepto,
possivelmente, as entradas da supradiagonal as quais deverão ser iguais a 1. No
exemplo que se segue apresentamos algumas matrizes nilpotentes em forma de
Jordan.

Exemplo 8.1. Verifiquemos que as matrizes seguintes são nilpotentes e determi-
nemos o seu ı́ndice de nilpotência, bem como a dimensão do seu núcleo.

a) A matriz N =







0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0







é nilpotente, de ı́ndice 3, já que N3 = O e
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N2 =







0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0






&= O. Além disso, dimN(N) = 2.

b) A matriz N =







0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0







é nilpotente, de ı́ndice 2, uma vez que

N2 = O e N &= O. A dimensão do núcleo de N é dimN(N) = 2.

c) A matriz N =







0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0







é nilpotente, de ı́ndice 4, visto que N4 = O

e N3 &= O. A dimensão do núcleo de N é dimN(N) = 1.
d) A matriz nula 4×4 é uma matriz nilpotente de ı́ndice 1 e dimN(N) = 4.

!

No exemplo anterior apresentámos casos particulares de matrizes nilpotentes,
nomeadamente matrizes diagonais por blocos em que cada bloco da diagonal é
uma matriz nilpotente com entradas todas iguais a zero, excepto as entradas da
supradiagonal que são todas iguais a 1. O número de blocos na diagonal das
matrizes N do Exemplo 8.1 são:

a) 2 blocos: um bloco 3× 3 e um bloco 1× 1.
b) 2 blocos, ambos do tipo 2× 2.
c) 1 bloco do tipo 4× 4.
d) 4 blocos do tipo 1× 1.

Como veremos, as matrizes N do exemplo anterior são as possı́veis (a menos
de uma reordenação dos blocos na diagonal) formas de Jordan de uma matriz
nilpotente L do tipo 4 × 4. Saliente-se o facto de nestas matrizes o número de
blocos ser igual à dimensão do núcleo da matriz, e da ordem do(s) maior(es)
bloco(s) ser igual ao ı́ndice de nilpotência. A relação existente entre o número
de blocos e a dimensão do núcleo da matriz, bem como a relação entre a ordem
do(s) maior(es) bloco(s) e o ı́ndice da matriz, é suficiente, em certos casos, para
determinar a forma de Jordan N de uma matriz nilpotente L.

Os valores próprios de uma matriz nilpotente são todos nulos. De facto, se L
é nilpotente de ı́ndice k e λ é um valor próprio de L, isto é, Lx = λx para algum
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x &= 0, tem-se
Lx = λx =⇒ Lkx = λkx.

Como Lk = O, a última igualdade passa a ser 0 = λkx, a qual é equivalente a
λ = 0 (já que x &= 0).

Por outro lado, se L é uma matriz de ordem n com um único valor próprio
igual a zero, a equação caracterı́stica de L é λn = 0. Logo, pelo Teorema de
Cayley-Hamilton (Teorema 4.3 na página 205), resulta que Ln = O. Se L é uma
matriz não nula a igualdade Ln = O significa que existe 1 < k ≤ n tal que
Lk = O e Lk−1 &= O. Ou seja, que L é nilpotente de ı́ndice k.

Assim, uma matriz é nilpotente se e só se zero é o seu único valor próprio.
Recorde-se que sendo L uma matriz diagonalizável, esta matriz é semelhante

a uma matriz diagonal com entradas na diagonal principal iguais aos valores
próprios de L. Logo, se L é nilpotente e diagonalizável, tem-se L = P−1OP =
O. Tal significa que a única matriz nilpotente diagonalizável é a matriz nula.

Enunciamos a seguir o que acabámos de provar.

Proposição 8.1. • Uma matriz é nilpotente se e só se zero é único valor
próprio da matriz.

• A única matriz nilpotente diagonalizável é a matriz nula.

Como veremos, conhecendo a forma de Jordan para matrizes nilpotentes de-
termina-se a forma de Jordan de uma qualquer matriz quadrada. Apresentamos a
seguir um exemplo ilustrativo da relação entre a forma de Jordan de uma matriz
nilpotente e a forma de Jordan de uma matriz que não é nilpotente.

Exemplo 8.2. Seja A uma matriz de ordem n com um único valor próprio µ, e
suponha-se que se sabe determinar a forma de Jordan N de uma matriz nilpotente.

Pretende-se determinar uma matriz de Jordan J , semelhante a A, tal que J
seja diagonal por blocos e cujos blocos Ji na diagonal são da forma (8.1).

A matriz (A − µI) é singular, e zero é o único valor próprio desta matriz
(uma vez que estamos supondo que µ é o único valor próprio de A). Assim, a
matriz (A − µI) é nilpotente. Seja N a forma de Jordan de (A − µI), isto é,
(A − µI) = PNP−1 com N diagonal por blocos em que as entradas dos blocos
são todas nulas excepto as da supradiagonal que são iguais a 1. Logo,

(A− µI) = PNP−1 ⇐⇒ A = P (µI +N)P−1 = PJP−1.
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A matriz J = (µI+N) tem a forma pretendida, sendo portanto a forma de Jordan
de A. Ou seja, a forma de Jordan J de A é obtida da forma de Jordan N da matriz
nilpotente (A− µI). !

Pretendemos mostrar que se L &= O é uma matriz nilpotente de ordem n e
de ı́ndice k > 1, então existe uma matriz invertı́vel P e uma matriz diagonal por
blocos N , tal que

P−1LP = N =








N1 O · · · O
O N2 · · · O
... . . . ...
O O · · · Nt







, (8.2)

onde Nj é uma matriz nilpotente com as entradas na supradiagonal iguais a 1 e
zeros nas outras entradas. Ou seja,

Nj =










0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
... ... . . . . . . ...
... ... ... . . . 1
0 0 0 · · · 0










.

A matriz N é designada por forma canónica de Jordan, ou forma normal de Jor-
dan, de L.

Antes de passarmos à demonstração deste resultado, observe-se o seguinte:

• Seja P uma matriz invertı́vel, tal que LP = PN com N como em (8.2).
Particione-se P em t blocos Pj , P = [P1|P2| · · · |Pt], de tal forma que o
número de colunas de cada bloco Pj seja igual à ordem do bloco Nj . Logo,
LP = PN implica

LPj = PjNj, para todo j = 1, . . . , t. (8.3)

Uma vez que a primeira coluna de cada bloco Nj é nula, tem-se que a
primeira coluna de PjNj é nula, e portanto a primeira coluna de LPj é nula.
Ou seja, a primeira coluna de cada bloco Pj pertence ao núcleo de L.

• Como P é invertı́vel, da observação anterior segue que o núcleo de L tem
pelo menos dimensão t, ou seja, que a multiplicidade geométrica do valor
próprio zero é pelo menos t.
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• Se uj ,v1, . . . ,vk são as colunas de Pj , a igualdade LPj = PjNj em (8.3) é

LPj =



Luj Lv1 · · · Lvk



 = PjNj =



0 uj v1 · · · vk−1



 .

Por conseguinte, as colunas de Pj verificam

Luj = 0, Lv1 = uj e Lvi = vi−1, para i = 2, . . . , k. (8.4)

• Das observações anteriores, conclui-se que a existência da forma de Jordan
N para L é equivalente à existência de uma base B = {u1, . . . ,ut} para
o núcleo de L, a partir da qual se constroı́ uma base de Cn (cujos vectores
irão formar as colunas de P ) verificando as relações (8.4).

Construção da Forma de Jordan para uma matriz nilpotente

Seja L &= O uma matriz nilpotente de ordem n e de ı́ndice k.
Vamos começar por construir uma base B para o núcleo de L à custa de bases

dos seguintes subespaços

Mi = EC(Li) ∩N(L) para i = 0, 1, . . . , k. (8.5)

a) Considerem-se os subespaços (8.5). Como L0 = I , e o espaço das colunas
de I tem dimensão n, o espaço M0 é igual a N(L). Por outro lado, como
Lk = O, temos EC(Lk) = {0}, e portanto Mk = {0}.
O espaço das colunas de uma potência positiva Xp, de uma matriz X ,
está contido (ou é igual) no espaço das colunas de Xp−1, uma vez que
y = Xpx =⇒ y = Xp−1(Xx). Tem-se portanto Mi ⊆ Mi−1, e conse-
quentemente a cadeia de inclusões:

{0} = Mk ⊆ Mk−1 ⊆ · · · ⊆M1 ⊆M0 = N(L).

b) Construa-se uma base B de N(L) da seguinte forma:
• Parte-se de uma base Sk−1 de Mk−1, completa-se esta base com um

conjunto Sk−2 de modo a que Sk−1 ∪ Sk−2 seja uma base de Mk−2.
De seguida, estende-se Sk−1 ∪ Sk−2 a uma base de Mk−3 juntando um
conjunto Sk−3. Repete-se sucessivamente este processo até obter uma
base B de M0 = N(L):

B = Sk−1 ∪ Sk−2 ∪ · · · ∪ S0 = {b1, . . . ,bt} . (8.6)

472



Capı́tulo 8. Matrizes quadradas não diagonalizáveis

c) A base B em (8.6) não tem o número de vectores necessários para formar
uma base de Cn já que, sendo L &= O, o núcleo de L tem dimensão inferior
a n (a única matriz nilpotente que é diagonalizável é a matriz nula). Preten-
demos por isso completar a base B por forma a obter uma base de Cn cujos
vectores irão constituir as colunas da matriz P . Para tal, determinamos para
cada vector de B uma sequência de vectores linearmente independentes do
seguinte modo:

i) Para cada vector br ∈ B com br ∈ Si, resolve-se o sistema Lix = br.
O sistema Lix = br é sempre possı́vel já que Si é uma base de Mi =
EC(Li) ∩N(L). Seja xr uma solução de Lix = br, e considerem-se
os (i + 1) vectores xr, Lxr, . . . , Lixr = br. O conjunto Ibr formado
por estes vectores, ou seja,

Ibr =
{

Lixr, L
i−1xr, . . . , Lxr,xr

}

, com br ∈ Si e Lixr = br ,

é designado por cadeia de Jordan associada a br.
Mostremos que Ibr é um conjunto linearmente independente. Em primeiro
lugar note-se que, por construção, o conjuntoSi estende a base Sk−1∪Sk−2∪
· · · ∪ Si+1 de Mi+1 a uma base de Mi. Assim, o vector br = Lixr pertence
a Si mas não pertence a Si+1. Ou seja, br ∈ EC(Li) e br /∈ EC(Li+1).
Suponha-se, por absurdo, que existe uma combinação linear nula dos vecto-
res de Ibr com algum coeficiente não nulo. Seja j o menor ı́ndice para o qual
αj &= 0 na combinação linear α0xr+α1Lxr+· · ·+αjLjxr+· · ·+αiLixr =
0. Dividindo por αj , obtém-se

Ljxr = βj+1L
j+1xr + · · ·+ βiL

ixr = Lj+1
(

βj+1xr + · · ·+ βiL
i−(j+1)xr

)

= Lj+1y.

Logo, o vector br = Lixr poder-se-ia escrever na forma

br = Lixr = Li−j(Ljxr) = Li−j(Lj+1y) = Li+1y,

o que contraria a hipótese de br /∈ EC(Li+1). Portanto, os αi’s são todos
nulos, o que equivale a dizer que a cadeia Ibr é linearmente independente.

d) O número de cadeias de Jordan (uma por cada vector da base B do núcleo
de L) é igual à dimensão do núcleo de L, ou seja, igual à multiplicidade
geométrica do valor próprio zero de L. Além disso, as cadeias de Jordan
com o maior número de vectores são aquelas que se constroem a partir dos
vectores da base B que pertencem a Sk−1. Estas cadeias têm k vectores,
onde k é o ı́ndice de nilpotência de L.
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e) Considere-se agora uma matriz Pr cujas colunas são os vectores da cadeia
de Jordan Ibr = {Lixr, Li−1xr, . . . , Lxr,xr}, pela ordem pela qual apare-
cem em Ibr . Isto é,

Pr =



Lixr Li−1xr · · · xr



 .

Multiplicando a matriz Pr por L, obtém-se

LPr =



Li+1xr Lixr · · · Lxr



 =



0 Lixr · · · Lxr



 , (8.7)

visto que, sendo br = Lixr, resulta Li+1xr = Lbr = 0 (o vector br

pertence ao núcleo de L). Reescrevendo a igualdade (8.7), temos

LPr =



0 Lixr · · · Lxr



 = Pr










0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
... ... . . . . . . ...
... ... ... . . . 1
0 0 0 · · · 0










︸ ︷︷ ︸

bloco de Jordan Nr

= PrNr.

(8.8)
f) Pretendemos agora mostrar que a união I = Ib1 ∪ · · · ∪ Ibt , de todas as

cadeias de Jordan construı́das a partir dos vectores da base B, é uma base
de Cn. Para tal, devemos mostrar que I tem n vectores linearmente inde-
pendentes.
Para verificar que a cardinalidade de I é n precisamos do resultado, que
enunciamos a seguir, que relaciona a caracterı́stica de um produto de matri-
zes com a caracterı́stica dos factores.

Se A é uma matriz do tipo m × p e B uma matriz é do tipo p × n,
então

car(AB) = car(B)− dimEC(B) ∩N(A). (8.9)

Em particular, se A é uma matriz quadrada e B = Aj−1, com j um
inteiro maior que 1, tem-se

car(Aj) = car(Aj−1)− dimEC(Aj−1) ∩N(A). (8.10)
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Deixamos como exercı́cio a demonstração do resultado enunciado. Para o
efeito, sugere-se que comece com uma base de EC(B) ∩N(A) ⊆ EC(B)
e a complete com os vectores z1, . . . , zp, por forma a obter uma base para
EC(B). Mostre em seguida que {Az1, . . . , Azp} é uma base do espaço das
colunas de AB, e portanto que dimEC(AB) = car(AB) = p.

g) Verifiquemos agora que I = Ib1 ∪ · · · ∪ Ibt tem n vectores. Usando a
igualdade (8.10), a dimensão di de Mi = EC(Li) ∩N(L) é

di = dimMi = dimEC(Li) ∩N(L) = car(Li)− car(Li+1) = ri − ri+1.

Por definição de Si, o número de vectores em cada Si é igual a

dimMi − dimMi+1 = di − di+1 = car(Li)− 2 car(Li+1) + car(Li+2).

Como qualquer cadeia de Jordan construı́da a partir de um vector de Si tem
(i+ 1) vectores, o número total de vectores em I = Ib1 ∪ Ib2 ∪ · · ·∪ Ibt , é

total =
k−1
∑

i=0

(i+ 1)(dimMi − dimMi+1) =
k−1
∑

i=0

(i+ 1)(di − di+1)

= d0 − d1 + 2(d1 − d2) + 3(d2 − d3) + · · ·+ k(dk−1 − dk)

= d0 + d1 + · · ·+ dk−1 = (r0 − r1) + (r1 − r2) + · · ·+ (rk−1 − rk)

= r0 − rk = r0 = carL0 = n,

onde na última igualdade aplicámos o facto de rk = carLk = carO = 0.
h) Para mostrar que I = Ib1∪· · ·∪Ibt é linearmente independente, considerem-

se duas quaisquer cadeias de Jordan Ibr , Ibs

Ibr =
{

xr, Lxr, . . . , L
ixr

}

, com Lixr = br,

Ibs =
{

xs, Lxs, . . . , L
jxs

}

, com Ljxs = bs,

e j ≥ i. Como os vectores br = Lixr e bs = Ljxs pertencem ao núcleo de
L, tem-se Li+kxr = Lj+kxs = 0 para qualquer inteiro k ≥ 1. Considere-se
a combinação linear nula dos vectores de Ibi

∪ Ibj
,

α0xr+α1Lxr + · · ·+αiL
ixr+β0xs+β1Lxs+ · · ·+βjL

jxs = 0. (8.11)

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por Lj , e usando o facto
de que Li+kxr = Lj+kxs = 0 para k ≥ 1, a igualdade (8.11) reduz-se a

0 = α0L
jxr + β0L

jxs =

{

α0br + β0bs, se i = j

β0bs, se j > i.
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Como br e bs pertencem a uma base de N(L), obtemos: (a) α0 = β0 = 0
se i = j; (b) β0 = 0 se j > i.
No caso (a), multiplicando sucessivamente (8.11) por Lj−1, Lj−2, . . . , L,
conclui-se que todos os α e todos os β são nulos.
No caso (b), multiplicando sucessivamente (8.11) por Lj−1, Lj−2, . . . , L,
conclui-se que todos os β são nulos. De seguida, multiplicando sucessi-
vamente (8.11) por Li, Li−1, . . . , L, obtemos que todos os α também são
nulos. Por conseguinte, Ibr ∪ Ibs é linearmente independente.

i) Falta verificar que a matriz P , cujas colunas são os vectores da base I,
satisfaz a igualdade LP = PN . Considere-se a matriz P = [P1| · · · |Pt],
onde as colunas de cada bloco Pr são os vectores de uma cadeia de Jordan
Ibr assim ordenados : Lixr, Li−1xr, . . . , Lxr,xr (com Lixr = br ∈ Si).
De (8.7) e (8.8), tem-se LPr = PrNr, e portanto

LP = L[P1| · · · |Pt] = [LP1| · · · |LPt]

= [P1N1| · · · |PtNt] = P








N1 O · · · O
O N2 · · · O
... . . . ...
O O · · · Nt







= PN.

Note-se que cada bloco Pr de P , associado à cadeia de Jordan Ibr depende da
escolha do vector br ∈ Si bem como da escolha do vector xr que resolve o
sistema Lixi = br. Portanto, a matriz P não é única.

A demonstração anterior prova o teorema que passamos a enunciar.
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Teorema 8.1. Forma canónica de Jordan para uma matriz nilpotente
Se L é uma matriz nilpotente de ı́ndice k e de ordem n, então L é semelhante

a uma matriz diagonal por blocos N da forma

P−1LP = N =








N1 O · · · O
O N2 · · · O
... . . . ...
O O · · · Nt







,

onde cada Nj é uma matriz nilpotente com as entradas na supradiagonal iguais
a 1 e zeros nas outras entradas. Além disso,

• O número de blocos em N é t = dimN(L).

• A maior ordem dos blocos Nj de N é igual ao ı́ndice de nilpotência de L.

• O número de blocos em N do tipo i× i é igual a

car(Li−1)− 2 car(Li) + car(Li+1). (8.12)

• Seja B = Sk−1 ∪ · · · ∪ S0 = {b1,b2, . . . ,bt} uma base do núcleo de
L, construı́da a partir dos subespaços Mi = EC(Li) ∩ N(L), para i =
0, . . . , k − 1, da forma explicitada em (8.6). Então:

– A união de todas as cadeias de Jordan, I = Ib1 ∪ Ib2 ∪ · · · ∪ Ibt , é
uma base de Cn.

– A matriz invertı́vel P = [P1| · · · |Pt], é constituı́da pelas matrizes Pr

que têm por colunas as cadeias de Jordan Ibr . Os vectores coluna
de Pr aparecem pela ordem Lixr, Li−1xr, . . . , Lxr,xr, sempre que
br ∈ Si, e satisfazem Lixr = br.

A matriz N é designada por forma canónica de Jordan de L. A menos de uma
reordenação de blocos, a matriz N é única. A matriz P não é única.

Como vimos, o resultado anterior assenta na construção de uma base especial
para o núcleo da matriz nilpotente L a partir da qual se obtém uma base de Cn

com caracterı́sticas apropriadas. Na prática, se o único objectivo for determinar
a forma de Jordan N de L, não é necessário determinar uma base de Cn com
as propriedades referidas. Porém, se se pretender determinar uma matriz P que
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verifica L = PNP−1, é conveniente construir a base das colunas de P seguindo
a demonstração do Teorema 8.1.

Exemplo 8.3. Determinemos a forma canónica de Jordan para

L =





1 0 1
2 0 −1
−1 0 −1



 .

A matriz L é singular (possui uma coluna nula) e portanto λ = 0 é um valor
próprio da matriz L. Calculando o polinómio caracterı́stico de L, vemos que
não existem valores próprios diferentes de zero, e portanto L é nilpotente (pela
Proposição 8.1). O núcleo de L é N(L) = Span{(0, 1, 0)}. Como o núcleo de L
tem dimensão 1, a respectiva matriz de Jordan N tem apenas um bloco. Logo,

N =





0 1 0
0 0 1
0 0 0



 .

Para determinar uma matriz P que satisfaça a igualdade L = PNP−1, o Teo-
rema 8.1 diz-nos que devemos construir uma certa base do núcleo de L, e para
cada vector dessa base determinar cadeias de Jordan que vão constituir as colunas
de P .

Neste caso, como a dimensão de N(L) é 1, podemos usar outra estratégia de
cálculo de P baseada na igualdade L = PNP−1. Assim, seja P uma matriz que
tem nas colunas os vectores u,v1,v2, por esta ordem, e calcule-se LP e PN .

L = PNP−1 ⇐⇒ LP = PN ⇐⇒ L



u v1 v2



 =



u v1 v2









0 1 0
0 0 1
0 0 0





⇐⇒



Lu Lv1 Lv2



 =



0 u v1



 .

Ou seja, os vectores coluna de P verificam

Lu = 0, Lv1 = u, Lv2 = v1. (8.13)

Estas igualdades significam que u é um vector próprio de L associado ao valor
próprio zero, e que os vectores (linearmente independentes) v1,v2 são obtidos
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a partir de u de modo a verificarem as igualdades (8.13). Assim, tomando u =
(0, 1, 0) ∈ N(L), o sistemaLx = u tem solução geral S = {(1/3, t,−1/3) : t ∈ R}.
Tomando, por exemplo, v1 = (1/3, 0,−1/3) ∈ S e resolvendo agora Lx = v1,
resulta v2 = (1/9, 0, 2/9) (por exemplo). Assim, uma matriz P que satisfaz a
igualdade L = PNP−1 é

P =





0 1/3 1/9
1 0 0
0 −1/3 2/9



 .

!

No exemplo anterior não foi necessário usar o resultado do Teorema 8.1 so-
bre a dimensão do(s) maior(es) bloco(s), mas apenas o resultado sobre o número
de blocos em N . No entanto, como veremos no próximo exemplo, o resultado
enunciado no Teorema 8.1 sobre as dimensões de cada bloco da matriz N não é
despiciendo.

Exemplo 8.4. Considere-se a matriz

L =







3 3 2 1
−2 −1 −1 −1
−1 1 0 −1
−5 −4 −3 −2






.

A matriz L tem determinante nulo uma vez que a quarta linha, L4, é igual a
L2 − L1. Portanto, zero é valor próprio de L. De facto, L é nilpotente uma vez
que L3 é a matriz nula. Se usarmos o método de eliminação de Gauss, concluı́mos
que L tem caracterı́stica 2, e portanto o valor próprio zero tem multiplicidade
geométrica igual a 2 (já que, dimN(L) = 4 − car(L) = 2). Do Teorema 8.1,
podemos já concluir que a forma de Jordan N de L tem dois blocos. Contraria-
mente ao que acontecia no exemplo anterior, como agora L é 4 × 4, o número de
blocos não determina a forma de N . De facto, para uma matriz 4 × 4 podemos
ter dois blocos 2 × 2, ou um bloco 3 × 3 e um bloco 1 × 1. Isto significa, que
conhecer a multiplicidade geométrica do valor próprio zero de L não é suficiente
para concluir qual é a forma de Jordan da matriz.

Para determinar N devemos ter em conta o ı́ndice de nilpotência de L. Como

L2 =







−4 4 0 −4
2 −2 0 2
0 0 0 0
6 −6 0 6






,
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e L3 é a matriz nula, o ı́ndice de nilpotência de L é k = 3. Do Teorema 8.1,
conclui-se que o maior bloco de N é 3 × 3. Por conseguinte, N tem dois blocos,
N1 do tipo 3× 3 e N2 do tipo 1× 1. Ou seja,

N =







0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0






.

Pretendemos agora determinar uma matriz P tal que L = PNP−1. Para tal,
vamos seguir o método explicitado na demonstração do Teorema 8.1, começando
por construir uma base B para o núcleo de L. Esta base é obtida completando
bases Si dos espaços Mi = EC(Li) ∩N(L), que verificam

{0} = M3 ⊆M2 ⊆M1 ⊆ M0 = N(L).

A matriz L2 tem caracterı́stica igual a 1, as suas colunas são dependentes e geram
um espaço de dimensão 1, ou seja, dimM2 = 1. Uma base S2 para M2 é S2 =
{(−4, 2, 0, 6)}. Neste caso, o espaço M1 = EC(L)∩N(L) é igual a M2 uma vez
que, usando (8.10), a sua dimensão é

dimM1 = car(L)− car(L2) = 2− 1 = 1.

É fácil verificar que juntando a S2 o vector (−1,−1, 3, 0) se obtém uma base para
N(L) = M0. Ou seja, uma base do núcleo de L verificando as condições da base
B em (8.6) é B = S2 ∪ S0 = {(−4, 2, 0, 6), (−1,−1, 3, 0)}.

Construam-se agora as duas cadeias de Jordan associadas a cada vector da base
B. Uma vez que o vector b2 = (−4, 2, 0, 6) pertence a S2, uma cadeia de Jordan
Ib2 é formada por três vectores, enquanto que a cadeia de Jordan Ib0 , associada a
b0 = (−1,−1, 3, 0), é constituı́da apenas pelo vector b0.

Determinando uma solução x2 do sistema L2x = b2 obtém-se, por exemplo,
x2 = (1, 0, 0, 0). Uma cadeia de Jordan Ib2 é

Ib2 =
{

L2x2, Lx2,x2

}

= {(−4, 2, 0, 6), (3,−2,−1,−5), (1, 0, 0, 0)} .

Uma matriz P tal que L = PNP−1, é a matriz que tem por colunas os vectores
L2x2, Lx2,x2,b0, por esta ordem. Ou seja,

P =







−4 3 1 −1
2 −2 0 −1
0 −1 0 3
6 −5 0 0






.

!
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Nota 51. Salientamos que nem todas as bases do núcleo N(L) permitem deter-
minar cadeias de Jordan associadas aos seus vectores. No exemplo anterior, o
conjunto {(−5, 1, 3, 6), (−1,−1, 3, 0)} é uma base do núcleo de L, e não existe
nenhuma cadeia de Jordan com três vectores associada aos vectores desta base
(o sistema L2x = y é impossı́vel para y = (−5, 1, 3, 6) e y = (−1,−1, 3, 0)).

Vimos que é essencial saber determinar bases para os espaços Mi = EC(Li)∩
N(L). No exercı́cio seguinte, indica-se um método para o cálculo de uma base
para a intersecção EC(B) ∩N(L).
Exercı́cio 8.1. Seja L uma matriz do tipo p × n e B uma matriz n × k. Mostrar
que uma base B para EC(B) ∩N(L) se obtém do seguinte modo:

i) Determinar uma base {x1, . . . ,xs} para EC(B).
ii) Seja X a matriz cujas colunas são os vectores {x1, . . . ,xs}.
iii) Determinar uma base {u1, . . . ,ur} para o núcleo de LX .
iv) Uma base para EC(B) ∩N(L) é B = {Xu1, . . . , Xur}.

Resolução: É fácil verificar que os vectores de B pertencem a EC(B) ∩ N(L).
Com efeito, Xuj pertence ao espaço das colunas de X e ao núcleo de L (já
que LXuj = 0). Como EC(X) = EC(B), tem-se portanto que Xuj pertence
EC(B) ∩N(L).

Prove-se agora que B é uma base de EC(B)∩N(L). Seja Y a matriz que tem
por colunas os vectores u1, . . . ,ur. Comecemos por mostrar que B é um conjunto
linearmente independente. Para tal, basta mostrar que a matriz XY , do tipo n×r,
tem caracterı́stica igual a r. Da expressão (8.9) resulta

car(XY ) = car(Y )− dimEC(Y ) ∩N(X) = car(Y ) = r,

onde na última igualdade se aplicou o facto de N(X) = {0} (as colunas de X são
linearmente independentes) e portanto EC(Y ) ∩N(X) = {0}.

Falta mostrar que dimEC(B) ∩ N(L) = r. Pelo Teorema da dimensão para
matrizes, a igualdade (8.9) é equivalente a
car(Lp×nXn×s) = car(X)− dimEC(X) ∩N(L)⇐⇒

⇐⇒ s− dimN(LX) = s− dimN(X)− dimEC(X) ∩N(L).

Por conseguinte,

dimN(LX) = dimN(X) + dimEC(X) ∩N(L). (8.14)

Como EC(X) = EC(B) e dimN(X) = 0, da igualdade anterior resulta dimEC(B)∩
N(L) = dimN(LX) = r.

Em conclusão, B é uma base de EC(B) ∩N(L). $
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Exercı́cio 8.2. Seja L uma matriz nilpotente de ı́ndice k.
Mostre que Mk−1 = EC(Lk−1) ∩N(L) é igual a Mk−1 = EC(Lk−1).

Sugestão: Usar, por exemplo, a igualdade (8.14). $

No exemplo que se segue aplicamos o Exercı́cio 8.1 na determinação da forma
de Jordan de uma matriz A com um único valor próprio.
Exemplo 8.5. Considere-se a matriz

A =









4 5 −7 6 1
0 −4 12 −8 0
0 −1 6 0 0
0 5 −7 10 0
0 0 0 0 4









.

É óbvio que λ = 4 é um valor próprio de A, e calculando o polinómio carac-
terı́stico de A verifica-se que 4 é o único valor próprio. No Exemplo 8.2 vimos
que a forma de Jordan de A se obtém da forma de Jordan da matriz nilpotente
L = A− 4I . Determine-se a forma de Jordan para L. Esta matriz é

L = A− 4I =









0 5 −7 6 1
0 −8 12 −8 0
0 −1 2 0 0
0 5 −7 6 0
0 0 0 0 0









.

É fácil ver que a ordem do maior menor principal de L não nulo é 3, pelo que a
caracterı́stica de L é 3 (ver Proposição 3.11, pág. 149). Portanto,

dimN(L) = dimN(A− 4I) = dimE(4) = 5− 3 = 2.

O valor próprio λ = 0 de L possui multiplicidade geométrica igual a 2. Logo,
o Teorema 8.1 diz-nos que a forma de Jordan N para L tem dois blocos. Para
determinar o tipo dos blocos de N calcule-se o ı́ndice de nilpotência de L. Como
L3 é a matriz nula e L2 é não nula, tem-se que o ı́ndice de nilpotência de L é igual
a 3. Portanto, a ordem do maior bloco de N é igual a 3. Sendo a matriz L do tipo
5× 5, a única maneira de N possuir dois blocos em que um deles é do tipo 3× 3
é o outro bloco ser do tipo 2× 2. Isto é,

N =









0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0









.
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Consequentemente, a matriz (N + 4I) = J é a forma de Jordan para A (ver
Exemplo 8.2), ou seja,

J =









4 1 0 0 0
0 4 1 0 0
0 0 4 0 0
0 0 0 4 1
0 0 0 0 4









.

Determine-se agora uma matriz P tal que LP = PN . Para tal vamos seguir o
método explicitado na demonstração do Teorema 8.1, começando por construir
uma base B do núcleo de L como em (8.6). Sendo k = 3 o ı́ndice de nilpotência
de L, os espaços Mi = EC(Li) ∩N(L) verificam

{0} = M3 ⊆M2 ⊆M1 ⊆M0 = N(L).

Do Exercı́cio 8.2, tem-se M2 = EC(L2). A matriz L2 é

L2 =









0 −3 4 −4 0
0 12 −16 16 0
0 6 −8 8 0
0 −3 4 −4 0
0 0 0 0 0









.

Cada linha da matriz L2 é múltipla das restantes, pelo que uma base para o espaço
das colunas de L2 é formada por uma qualquer coluna não nula de L2. Assim,
considere-se a base S2 = {(−3, 12, 6,−3, 0)} de EC(L2).

Uma cadeia de Jordan associada a S2 tem três vectores. Como já conhecemos
a forma de Jordan N , sabemos que existem duas cadeias de Jordan (uma por cada
bloco de N) uma com três vectores e outra com dois vectores. A cadeia de Jordan
com três vectores é construı́da a partir de um vector de S2 e a outra tem de estar
associada a um vector de S1. Pelo que, sem cálculos adicionais, se conclui que
M1 = M0 = N(L).

Usemos agora o procedimento do Exercı́cio 8.1 para construir uma base B =
S2 ∪ S1 do núcleo de L nas condições da base em (8.6). As colunas 3, 4, e 5 de
L formam uma base para o espaço das colunas de L. Seja X a matriz constituı́da
por estas colunas. Então,

X =









−7 6 1
12 −8 0
2 0 0
−7 6 0
0 0 0









=⇒ LX =









4 −4 0
−16 16 0
−8 8 0
4 −4 0
0 0 0









.
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Uma base para o núcleo de LX é formada pelos vectores u1 = (1, 1, 0),u2 =
(0, 0, 1). Logo, pelo Exercı́cio 8.1, os vectores Xu1 = (1, 0, 0, 0, 0) e Xu2 =
(−1, 4, 2,−1, 0) formam uma base para M1 = EC(L) ∩ N(L). Uma vez que
b2 = (−3, 12, 6,−3, 0) e o vector b1 = Xu1 = (1, 0, 0, 0, 0) são linearmente
independentes, podemos tomar S1 = {b1}. Como dimN(L) = 2, a base B =
S2 ∪ S1 é uma base para o núcleo de L verificando as condições da base B em
(8.6).

Construam-se agora cadeias de Jordan associadas a b2 e b1, cadeias estas que
têm, respectivamente dois e três vectores. Uma solução do sistema L2x = b2 é
x2 = (0, 1, 0, 0, 0), e portanto uma cadeia de Jordan associada a b2 é

Ib2 =
{

L2x2, Lx2,x2

}

= {(−3, 12, 6,−3, 0), (5,−8,−1, 5, 0), (0, 1, 0, 0, 0)}.

Uma solução de Lx = b1 é x1 = (1, 0, 0, 0, 0). Logo,

Ib1 = {Lx1,x1} = {(1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1)}.

Uma matriz P tal que P−1LP = N tem por colunas os vectores de Ib2 e Ib1 (pela
ordem pela qual aparecem nesses conjuntos), isto é,

P =









−3 5 0 1 0
12 −8 1 0 0
6 −1 0 0 0
−3 5 0 0 0
0 0 0 0 1









.

!

8.2 Forma canónica de Jordan para matrizes qua-
dradas

Nos exemplos 8.2 e 8.5, viu-se que a forma de Jordan de uma matriz A com um
único valor próprio λ se obtém da forma de Jordan da matriz nilpotente (A −
λI). Vamos agora mostrar que no caso geral do espectro σ(A) ter cardinalidade
superior a 1, a forma canónica de Jordan de A é obtida a partir das formas de
Jordan das matrizes (A− λiI), em que λi é um valor próprio de A.

Seja A um matriz do tipo n × n, com espectro σ(A) = {λ1,λ2, . . . ,λs}.
Pretendemos mostrar que A é semelhante a uma matriz diagonal por blocos J , tal
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que

P−1AP = J =








J(λ1) O · · · O
O J(λ2) · · · O
... ... . . . ...
O O · · · J(λs)







, (8.15)

onde cada bloco J(λi) de J é ainda uma matriz diagonal por blocos, cujos blocos
Jk(λi) são da forma

Jk(λi) =








λi 1
. . . . . .

. . . 1
λi







,

onde as entradas omissas são zeros.
Em primeiro lugar, façamos algumas observações sobre o significado de uma

matriz ser semelhante a uma matriz diagonal por blocos.
Como se viu no Capı́tulo 6, qualquer matriz R, de ordem n, pode ser vista

como a representação matricial de uma função linear T : W →W , com dimW =
n, em relação a uma base B fixada em W . Seja B = (q1, . . . , qr, qr+1, . . . , qn) uma
base de W e suponha-se R = M(T,B,B) tem forma

R = M(T,B,B) =
[

Xr×r Yr×(n−r)

O Z(n−r)×(n−r)

]

.

Da definição de matriz que representa uma função linear, tem-se

[

Xr×r Yr×(n−r)

O Z(n−r)×(n−r)

]

=



(T(q1))B · · · (T(qr))B (T(qr+1))B · · · (T(qn))B



 .

Da igualdade anterior, conclui-se que as imagens por T dos primeiros r vectores
da base B pertencem ao espaço gerado por esses vectores. Ou seja,

T (qi) ∈ Span{q1, . . . , qr}, para i = 1, . . . , r.

Como T é uma função linear e {q1, . . . , qr} é uma base de U = Span{q1, . . . , qr},
resulta que U é um subespaço invariante por T , isto é, T (U) ⊆ U . No caso
da matriz Y ser igual à matriz nula, conclui-se igualmente que os últimos n − r
vectores de B geram um subespaço V invariante por T , e portanto que W =
U ⊕ V , onde U e V são subespaços invariantes por T .
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Matrizes que representam uma certa função linear T : W → W em relação
a bases distintas fixadas em W são matrizes semelhantes. Nomeadamente, se
R = M(T,B,B) e S = M(T,B′,B′), então existe uma matriz invertı́vel Q tal
que Q−1SQ = R. A matriz Q é a matriz que realiza a mudança da base B para
B′, ou seja, Q = MB←B′ (cf. Proposição 6.8, pág 346).

Suponha-se agora que S é semelhante a uma matriz R diagonal por blocos,
isto é,

Q−1SQ = R =








R1

R2

. . .
Rl







, (8.16)

onde as entradas omissas são matrizes nulas. Considere-se a partição Q = [Q1| · · · |Ql],
em que o número de colunas de cada bloco Qi é igual à ordem de Ri. A relação
(8.16) significa que a matriz R representa T em relação a uma base B = BU1 ∪
. . .∪BUl

, onde BUi
é uma base de um subespaço invariante por T . As colunas de

cada bloco Qi de Q geram o subespaço Ui invariante por T (ou equivalentemente,
o subespaço Ui invariante pela matriz R).

Em resumo,

Uma matriz S, de ordem n, é semelhante a uma matriz diagonal por
blocos R, como em (8.16), se e só se existe uma matriz invertı́vel
Q = [Q1| · · · |Ql], tal que as colunas de cada Qi geram um subespaço
invariante por R.

Exemplos de subespaços invariantes por uma matriz R são o núcleo e o espaço
das colunas de uma qualquer potência positiva de R, já que
y ∈ EC(Rp)⇐⇒ y = Rpx para algum x =⇒ Ry = Rp+1x = Rp(Rx)

⇐⇒ Ry ∈ EC(Rp).

x ∈ N(Rp)⇐⇒ Rpx = 0 =⇒ Rp+1x = 0⇐⇒ Rp(Rx) = 0

=⇒ Rx ∈ N(Rp).

Mostrar que uma matriz A admite uma forma de Jordan como em (8.15) passa
pela prova de que Cn se pode escrever como a soma directa de subespaços invari-
antes por A.

Começamos por mostrar que uma matriz quadrada A não invertı́vel é seme-
lhante a uma matriz com dois blocos na diagonal, em que um desses blocos é
nilpotente e o outro é invertı́vel (ver Proposição 8.2 abaixo).
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Seja R uma matriz de ordem n e considerem-se os núcleos e os espaços das
colunas das potências não negativas de R. Como,

N(Rp) ⊆ N(Rp+1), EC(Rp) ⊇ EC(Rp+1),

tem-se

N(R) ⊆ N(R2) ⊆ · · · ⊆ N(Rp−1) ⊆ N(Rp) ⊆ N(Rp+1) ⊆ · · ·

e

EC(R) ⊇ EC(R2) ⊇ · · · ⊇ EC(Rp−1) ⊇ EC(Rp) ⊇ EC(Rp+1) ⊇ · · · .
(8.17)

Estas inclusões dizem-nos que a dimensão de N(Rp) aumenta com p e que a
dimensão de EC(Rp) diminui com p. No entanto, tem de existir necessariamente
uma potência de R a partir da qual N(Rp) = N(Rp+1), caso contrário existiria
uma potência de R para a qual a dimensão do seu núcleo seria maior do que a
ordem de R, o que é impossı́vel. Seja k o menor inteiro positivo tal que N(Rk) =
N(Rk+1). Como dimEC(Rk) = car(Rk) = n− dimN(Rk), temos EC(Rk) =
EC(Rp) para p ≥ k.

Para referência futura, passamos a definir ı́ndice de uma matriz.

Definição 8.2. Índice de uma matriz
O ı́ndice de uma matriz quadrada A é o menor inteiro não negativo k tal que

N(Ak) = N(Ak+1), ou equivalentemente, tal que EC(Ak) = EC(Ak+1).

Se A é invertı́vel o seu ı́ndice é igual zero.

Mostramos de seguida que matrizes singulares de ı́ndice k são semelhantes a ma-
trizes diagonais por blocos, com um bloco nipotente e um bloco invertı́vel.

Proposição 8.2. Seja A é uma matriz de ordem n singular, de ı́ndice k, e tal que
car(Ak) = s.

Existe uma matriz invertı́vel Q tal que

Q−1AQ =

[

L O

O Cs×s

]

, (8.18)

onde L é uma matriz nilpotente de ı́ndice k, e C é uma matriz invertı́vel do tipo
s× s. As primeiras (n− s) colunas de Q formam uma base do núcleo N(Ak) e
as últimas s colunas de Q uma base para o espaço das colunas EC(Ak).
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Passamos a designar a matriz L em (8.18) por parte nilpotente de A.

Demonstração. Já vimos que N(Ak) e EC(Ak) são subespaços invariantes por
A, e pelo Teorema da dimensão para matrizes, a soma das suas dimensões é igual
a n. Para provar que estes subespaços são complementares, ou seja, que Cn =
N(Ak)⊕EC(Ak), falta mostrar que N(Ak)∩EC(Ak) = {0}. Seja x ∈ N(Ak)∩
EC(Ak), ou seja,

Akx = 0, e x = Aky para algum y ∈ Cn.

Então,
Akx = A2ky = 0 =⇒ y ∈ N(A2k) = N(Ak) =⇒ x = 0.

Considere-se a matriz em blocos Q = [X|Y ] tal que as colunas do bloco X e do
bloco Y constituem, respectivamente, uma base de N(Ak) e de EC(Ak). Como
N(Ak) e EC(Ak) são subespaços invariantes por A, a matriz Q−1AQ é uma ma-
triz diagonal por blocos, com dois blocos L e C na diagonal de ordens, respecti-
vamente (n− s) e s, uma vez que dimEC(Ak) = car(Ak) = s.

Mostremos agora que a matriz L é nilpotente e que C é invertı́vel. Para tal

considere-se que Q−1 está particionada na forma Q−1 =

[

Z
W

]

em que o número

de linhas de Z é (n− s). Como (Q−1AQ)k = Q−1AkQ, tem-se
[

Lk O

O Ck

]

= Q−1AkQ =

[

Z
W

]

Ak
[

X|Y
]

=

[

Z
W

]
[

AkX|AkY
]

=

[

ZAkX ZAkY
WAkX WAkY

]

=

[

O ZAkY
O WAkY

]

,

onde a última igualdade resulta do facto da colunas de X formarem uma base
do núcleo de Ak. Da igualdade anterior, obtém-se Lk = O. Além disso, como
matrizes semelhantes têm a mesma caracterı́stica, tem-se

s = car(Ak) = car(Q−1AkQ) = car(Ck).

Sendo Ck uma matriz de ordem s e car(Ck) = s, conclui-se que Ck é invertı́vel e
portanto C também o é.

Para verificar que L é nilpotente de ı́ndice k, falta mostrar que Lk−1 &= O.
Suponha-se, por absurdo, que o ı́ndice de L não é k, ou seja, que Lk−1 = O.
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Então,

car(Ak−1) = car(Q−1Ak−1Q) = car

[

Lk−1 O
O Ck−1

]

= car

[

O O
O Ck−1

]

= car(Ck−1) = s = car(Ak),

o que é impossı́vel, já que por definição de ı́ndice de A se tem car(Ak−1) <
car(Ak). Portanto, Lk−1 &= O.

Aplicamos agora a proposição anterior e o Teorema da forma de Jordan para
matrizes nilpotentes, para obter a forma de Jordan de uma matriz quadrada A.
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Teorema 8.2. Forma canónica de Jordan
Para toda a matriz A de ordem n, com espectro σ(A) = {λ1,λ2, . . . ,λs},

existe uma matriz invertı́vel P tal que

P−1AP = J =








J(λ1) 0 · · · 0
0 J(λ2) · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · J(λs)







. (8.19)

• J possui um bloco J(λi) para cada valor próprio λi ∈ σ(A).

• Cada bloco J(λi) tem ti = dimN(A− λiI) blocos de Jordan

J(λi) =








J1(λi) 0 · · · 0
0 J2(λi) · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · Jti(λi)







,

com

Jk(λi) =








λi 1
. . . . . .

. . . 1
λi








• A ordem dos maiores blocos em J(λi) é ki, onde ki é o ı́ndice de (A−λiI).

• O número de blocos de Jordan em J(λi) do tipo j × j, é dado por

rj−1(λi)− 2rj(λi) + rj+1(λi),

onde rj(λi) = car(A− λiI)j .

A matriz J é designada por forma canónica de Jordan para A. A menos de uma
reordenação de blocos a matriz J é única.

Demonstração. Se λi é um valor próprio de A, a matriz (A − λiI) é singular. A
Proposição 8.2 garante que (A − λiI) é semelhante a uma matriz diagonal por
blocos, sendo um dos blocos na diagonal uma matriz nilpotente Li e o outro uma
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matriz invertı́vel Ci. Isto é, existe uma matriz invertı́vel Xi tal que

X−1
i (A− λiI)Xi =

[

Li O
O Ci

]

. (8.20)

Uma vez que Li é nilpotente, pelo Teorema 8.1, existe uma matriz invertı́vel Yi tal
que

Y −1
i LiYi = N(λi) =








N1(λi)
N2(λi)

. . .
Nti(λi)







, (8.21)

onde:

• Cada bloco Nj(λi) é uma matriz triangular superior com todas as entradas
nulas excepto as da supradiagonal que são todas iguais a 1.

• Existem ti blocos em N(λi) onde ti = dimN(Li) = dimN(A− λiI).

• O número de blocos do tipo j × j em N(λi) é dado por (8.12):

car(A− λiI)
j−1 − 2 car(A− λiI)

j + car(A− λiI)
j+1.

Mostramos agora que a matriz A é semelhante a uma matriz diagonal por blocos,
com dois blocos na diagonal, um bloco que é J(λi) e o outro bloco não tem λi no
seu espectro.

Para tal, considere-se a matriz Qi = Xi

[

Yi O
O I

]

. Esta matriz é invertı́vel uma

vez que Xi e Yi são invertı́veis. Portanto,

Q−1
i (A− λiI)Qi =

[

Y −1
i O
O I

]

X−1
i (A− λiI)Xi

[

Yi O
O I

]

=

[

Y −1
i O
O I

] [

Li O
O Ci

] [

Yi O
O I

]

(por (8.20))

=

[

Ni O
O Ci

]

.

Equivalentemente,

Q−1
i AQi =

[

Ni + λiI O
O Ci + λiI

]

=

[

J(λi) O
O Ai

]

, (8.22)
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com Ai = Ci + λiI . De (8.21), segue que o bloco J(λi) é da forma

J(λi) = N(λi) + λiI =








N1(λi) + λiI O · · · O
O N2(λi) + λiI · · · O
... . . . ...
O O · · · Nti(λi) + λiI







.

Determinemos agora o espectro de Ci+λiI = Ai. Para tal, note-se que se σ(X) =
{µ1, . . . , µr} é o espectro de uma qualquer matriz X , então o espectro da matriz
(X+θI) é σ(X+θI) = {µ1+θ, . . . , µr+θ}, uma vez que det((X+θI)−λI) =
det(X − (λ− θ)I).

Como matrizes semelhantes têm os mesmos valores próprios e a matriz Ci em
(8.20) é invertı́vel, temos que λi não pertence ao espectro de Ci (já que 0 /∈ σ(Ci)).
Da igualdade (8.20) segue ainda que o espectro de Ci é

σ(Ci) = {(λ1 − λi), . . . , (λi−1 − λi), (λi+1 − λi), . . . , (λs − λi)} .

Portanto σ(Ci + λiI) = σ(Ai) = {λ1, . . . ,λi−1,λi+1, . . . ,λs} = σ(A) \ {λi}.
Escolha-se outro valor próprio λj do espectro de A, distinto de λi. Repetindo

o procedimento anterior agora para a matriz (Ai − λjI) em (8.22), obtemos uma
matriz invertı́vel Qj tal que

Q−1
j (Ai − λjI)Qj =

[

J(λj) O
O Cj + λjI

]

=

[

J(λj) O
O Aj

]

,

onde o espectro de Aj é σ(Aj) = σ(A) \ {λi,λj}, e o bloco J(λj) tem as propri-
edades acima indicadas para o bloco J(λi) com λi substituı́do por λj .

Tomando a matriz invertı́vel Sj = Qi

[

I O
O Qj

]

, de (8.22) resulta

S−1
j ASj =





J(λi) O O
O J(λj) O

O O Aj



 com σ(Aj) = σ(A) \ {λi,λj}.

Continuando este processo até esgotar os valores próprios de A, conclui-se
que A é semelhante a uma matriz diagonal por blocos, em que cada bloco é da
forma J(λi) = (Ni + λiI), onde Ni é forma de Jordan para a parte nilpotente de
(A− λiI).

A unicidade de J (a menos de um reordenação dos blocos) segue como con-
sequência da unicidade da forma de Jordan de cada uma das matrizes nilpotentes
N(λi).
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Para referência futura, definimos ı́ndice de um valor próprio λ da matriz A
como sendo o ı́ndice da matriz (A− λI).

Definição 8.3. Seja A uma matriz quadrada e λ um valor próprio de A.
O ı́ndice de λ é o ı́ndice da matriz (A−λI). Ou seja, o ı́ndice de λ é o menor

inteiro positivo k tal que N(A− λI)k = N(A− λI)k+1.

Como veremos no próximo exemplo, a forma canónica de Jordan de uma ma-
triz A possui toda a informação sobre os valores próprios de A.

Exemplo 8.6. Suponhamos que A é uma matriz com a seguinte forma de Jordan:

J =

















5 1 0
0 5 1
0 0 5

5 1
0 5

2 1
0 2

3
3

















=





J(5)
J(2)

J(3)



 .

A matriz A é do tipo 9×9 e o seu espectro é σ(A) = {5, 2, 3}. As multiplicidades
algébricas (mult alg) e geométricas (mult geom) destes valores próprios, bem
como o ı́ndice (ind) de cada valor próprio, obtêm-se da forma de J . Assim,

• A multiplicidade algébrica do valor próprio λ é dada pelo tamanho do bloco
J(λ) em J ,

mult alg(5) = 5, mult alg(2) = 2 e mult alg(3) = 2.

• A multiplicidade geométrica do valor próprio λ, ou seja, dimN(A− λI), é
dada pelo número de blocos de J(λ),

mult geom(5) = 2, mult geom(2) = 1 e mult geom(3) = 2.

• O ı́ndice do valor próprio λ é a maior ordem dos blocos na diagonal de J(λ),

ind(5) = 3, ind(2) = 2 e ind(3) = 1.
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• O valor próprio 3 tem ı́ndice 1, ou seja, 3 é um valor próprio semi-simples
de A. Recorde-se que um valor próprio λ é semi-simples se as suas multi-
plicidades algébrica e geométrica são iguais. Neste caso, a restrição de A
ao núcleo de (A− λI) é diagonalizável embora a matriz A possa não o ser.

!

Uma matriz invertı́velP tal que P−1AP = J , onde J = diag(J(λ1), . . . , J(λs))
é a forma de Jordan de A, é obtida de forma análoga ao caso de matrizes nilpo-
tentes, construindo-se agora cadeias de Jordan associadas a vectores próprios de
A. Mais explicitamente, para cada valor próprio λi de A de ı́ndice ki e de multi-
plicidade geométrica ti, constrói-se uma base Bi = Ski−1 ∪ · · · ∪ S1 ∪ S0 para o
núcleo (A− λiI) da seguinte forma:

Determinam-se conjuntos Si tais que
• Ski−1 é uma base para Mki−1 = EC(A− λiI)ki−1 ∩N(A− λiI).

• Ski−1 ∪ Ski−2 é uma base para Mki−2 = EC(A− λiI)ki−2 ∩N(A− λiI).

• ...

• Bi = Ski−1 ∪ · · · ∪ S1 ∪ S0 = {b1, . . . ,bti} é uma base para N(A− λiI).
Seguidamente, para cada vector br ∈ Bi, constrói-se uma cadeia de Jordan Ibr da
seguinte forma:

• Se br ∈ Sj , determina-se uma solução xr do sistema (A− λiI)jx = br. A
cadeia Ibr é constituı́da pelos vectores (A−λiI)jxr, (A−λiI)j−1xr, . . . ,xr.
Os vectores de Ibr são: um vector próprio de A, br = (A − λiI)jxr, e
os restantes vectores (associados ao vector próprio br) são designados por
vectores próprios generalizados, de ordem j.

• Os vectores br = (A − λiI)jxr y1 = (A − λiI)j−1xr, . . ., yj = xr, da
cadeia Ibr , verificam:

(A− λiI)br = 0 ⇐⇒ br é um valor próprio de A
(A− λiI)y1 = br =⇒ (A− λiI)2y1 = 0

(A− λiI)y2 = y1 =⇒ (A− λiI)3y2 = 0
... ...

(A− λiI)yj = yj−1 =⇒ (A− λiI)j+1yj = 0.

Ou seja,
yj ∈ N(A− λiI)

j+1 e yj /∈ N(A− λiI)
j. (8.23)
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• Sendo P̃r a matriz cujas colunas são os vectores br,y1, . . . ,yj , por esta
ordem, tem-se AP̃r = P̃rJr(λi), com

Jj(λi) =








λi 1
. . . . . .

. . . 1
λi







.

• O conjunto Ii = Ib1 ∪ · · · ∪ Ibti
é uma base de um subespaço de Cn de

dimensão p, onde p é a multiplicidade algébrica de λi. Além disso, a ma-
triz Pi que tem para colunas os vectores de Ii, ordenados da forma acima
indicada, é tal que

APi = PiJ(λi) = Pi








J1(λi) 0 · · · 0

0 J2(λi) · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · Jti(λi)







.

• A matriz P é uma matriz em blocos P = [P1|P2| · · · |Ps] em que cada Pi é
a matriz definida no item anterior.

No exemplo seguinte determinamos a forma de Jordan J de uma matriz A bem
como uma matriz P tal que P−1AP = J .

Exemplo 8.7. Determinemos a forma canónica de Jordan da matriz

A =











5 2 −3 2 0 0
−1 −6 16 −11 0 0
0 −4 11 −4 0 0
1 5 −7 10 0 0
1 3 −4 3 5 4
0 3 −4 4 −1 1











.

O espectro de A é σ(A) = {3, 5}. O valores próprios 3 e 5 têm, respectivamente
multiplicidade algébrica 2 e 4. A forma de Jordan de A possui dois blocos J(3) e
J(5), ou seja, A é semelhante à matriz

J =

[

J(5) O
O J(3)

]

, (8.24)
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onde J(5) é 4 × 4 e J(3) é 2 × 2. Para determinar J(5) e J(3), começamos por
determinar a multiplicidade geométrica dos valores próprios de A. Resolvendo os
sistemas (A− λiI)x = 0, conclui-se que

E(5) =
{

(a, b, c, d, e, f) ∈ R5 : a = d− e, b = −4d+ 3e, c = −2d+ 2e, f = 0
}

.

E(3) =
{

(a, b, c, d, e) ∈ R4 : a = b = c = d = 0, e = −2f
}

.

Ou seja, dimE(5) = 2 e dimE(3) = 1. Portanto, J(5) é formado por dois blocos
e J(3) por um bloco. Dado que J(5) é 4×4, a multiplicidade geométrica do valor
próprio 5 não permite concluir se serão dois blocos 2×2, ou um bloco 3×3 e um
bloco 1× 1. No entanto podemos já concluir que J(3) é a matriz

J(3) =

[

3 1
0 3

]

.

Calculando as potências (A− 5I)2 e (A− 5I)3 verificamos que o ı́ndice de λ = 5
é igual a dois, uma vez que N(A − 5I)2 = N(A − 5I)3. Por conseguinte, como
J(5) é formado por dois blocos e o maior bloco é de ordem 2, tem-se

J(5) =







5 1 0 0
0 5 0 0
0 0 5 1
0 0 0 5






.

Determinemos agora uma matriz P tal que P−1AP = J , em que J é da forma
(8.24). A quinta e sexta colunas de P são, respectivamente, um vector próprio
u associado ao valor próprio 3, e um vector próprio generalizado determinado a
partir de u, resolvendo o sistema (A−3I)x = u. Tome-se para u ∈ E(3) o vector
u = (0, 0, 0, 0,−2, 1). Um vector próprio generalizado é v = (0, 0, 0, 0,−1, 0),
como facilmente se verifica calculando (A− 3I)v.

Para determinar as quatro primeiras colunas de P , vamos começar por calcular
uma base para N(A− 5I) da forma Ski−1 ∪ · · ·∪S0, onde ki é o ı́ndice de λ = 5.
Como o ı́ndice de λ = 5 é igual a 2, os subespaços Mi = EC(A− 5I)i ∩N(A−
5I) verificam:

{0} = M2 ⊆M1 ⊆M0 = N(A− 5I).

Sendo dimN(A−5I) = 2, o espaço das colunas de (A−5I) tem dimensão 4. Para
determinar uma base S1 de M1 usamos agora o procedimento do Exercı́cio 8.1.
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Para tal, considere-se uma matriz X cujas colunas formam uma base de EC(A−
5I),

A− 5I =











0 2 −3 2 0 0
−1 −11 16 −11 0 0
0 −4 6 −4 0 0
1 5 −7 5 0 0
1 3 −4 3 0 4
0 3 −4 4 −1 −4











=⇒ X =











−3 2 0 0
16 −11 0 0
6 −4 0 0
−7 5 0 0
−4 3 0 4
−4 4 −1 −4











.

O núcleo de (A− 5I)X é

N((A− 5I)X) = {(a, b, c, d) ∈ R4 : a = b− c/4, d = 0}.

Uma base de N((A − 5I)X) é formada pelos vectores w1 = (0, 1, 4, 0) e w2 =
(1, 1, 0, 0). Por conseguinte, do Exercı́cio 8.1, uma base S1 para M1 é formada
pelos vectores Xw1 = (2,−11,−4, 5, 3, 0) e Xw2 = (−1, 5, 2,−2,−1, 0). Te-
mos portanto, M1 = M0 = N(A− 5I), e uma base S1 é

S1 = {w1,w2} = {(2,−11,−4, 5, 3, 0), (−1, 5, 2,−2,−1, 0)}.

Resolvendo o sistema (A− 5I)x = b para b = w1 e b = w2, obtemos vectores
próprios generalizados associados, respectivamente a w1 e a w2. Nomeadamente,
os vectores:

v1 = (4,−12,−8, 1, 0, 0), v2 = (0, 1, 1, 0,−1, 0).

Uma matriz P , tal que P−1AP = J , tem por colunas os vectores w1,y1,w2,y2,u
e v, por esta ordem, ou seja,

P =











2 4 −1 0 0 0
−11 −12 5 1 0 0
−4 −8 2 1 0 0
5 1 −2 0 0 0
3 0 −1 −1 −2 −1
0 0 0 0 1 0











.

Note-se que sabendo que J(5) era constituı́do por dois blocos 2 × 2 e que cada
cadeia de Jordan associada a um vector de Sj tem (j + 1) vectores, poderı́amos
ter concluı́do imediatamente que M1 = M0 = N(A− 5I). !
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8.3 Solução geral do sistema de EDOs x′ = Ax

No Capı́tulo 4 vimos que o conjunto solução geral de um sistema de equações
diferenciais x′ = Ax é um espaço linear de dimensão n, onde n é a ordem da
matriz A (ver Exercı́cio 4.4, pág. 222). Assim, para determinar a solução geral de
x′ = Ax, onde A é uma matriz real de ordem n, precisamos de n soluções (re-
ais) linearmente independentes do sistema. Quando a matriz A é diagonalizável,
podemos obter n soluções linearmente independentes do sistema de EDOs a par-
tir de uma base constituı́da por vectores próprios. De facto, da Proposição 4.13
(pág. 225) sabemos que eλtu é solução de x′ = Ax se e só se u é um vector próprio
de A associado ao valor próprio λ. Além disso, se a matriz A tem valores próprios
complexos, para cada par λ, λ̄ de valores próprios (complexos) conjugados, são
soluções reais (linearmente independentes) do sistema: Re(eλtu) e Im(eλtu), com
u um vector próprio associado a λ. Por conseguinte, se B = {u1,u2, · · · ,un} é
uma base de vectores próprios de A, com ui associado ao valor próprio λi, uma
base para o conjunto solução geral do sistema de EDOs é dada pelas seguintes
soluções:

eλitui para λi ∈ R,

Re(eλitui) e Im(eλitui) para cada par λi, λi de valores próprios (complexos)
conjugados.

No caso em que A não é diagonalizável, não existe um número suficiente de
vectores próprios que possibilite a construção de uma base do conjunto solução
geral da equação diferencial x′ = Ax. No entanto, o Teorema 8.2 garante a
existência de uma base de Cn formada por vectores próprios e vectores próprios
generalizados. Pretendemos agora obter soluções da equação diferencial x′ = Ax
a partir de vectores próprios generalizados.

Seja λ um valor próprio de A e u um vector próprio associado a partir do qual
se constrói a cadeia de Jordan Iu = {u,y1, . . . ,yp}. Como vimos anteriormente,
Iu é um conjunto linearmente independente e seus vectores satisfazem:

(A− λI)u = 0

(A− λI)y1 = u
(A− λI)y2 = y1

...
(A− λI)yp = yp−1.

(8.25)

Na proposição que enunciamos a seguir estabelecem-se soluções (linearmente
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independentes) da equação diferencial x′ = Ax associadas aos vectores de uma
cadeia de Jordan Iu.

Proposição 8.3. Seja Iu = {u,y1, . . . ,yp} uma cadeia de Jordan contruı́da a
partir do vector próprio u de A, verificando as relações (8.25).

As funções

xk(t) = eλt
[

yk−1 + tyk−2 +
t2

2!
yk−3 + · · ·+

tk−2

(k − 2)!
y1 +

tk−1

(k − 1)!
u

]

,

para k = 1, . . . , p + 1, são soluções linearmente independentes do sistema de
EDOs, x′ = Ax.

Demonstração. Mostremos que xk(t) é solução de x′ = Ax. Derivando a ex-
pressão de xk em ordem a t, temos

x′
k(t) = λeλt

[

yk−1 + tyk−2 +
t2

2!yk−3 + · · ·+ tk−2

(k−2)!y1 +
tk−1

(k−1)!u
]

+eλt
[

yk−2 + tyk−3 + · · ·+ tk−3

(k−3)!y1 +
tk−2

(k−2)!u
]

.
(8.26)

Substituindo as igualdades (8.25) na segunda parcela da soma anterior, obtemos

x′
k(t) = λeλt

[

yk−1 + tyk−2 +
t2

2!
yk−3 + · · ·+

tk−2

(k − 2)!
y1 +

tk−1

(k − 1)!
u

]

+ eλt
[

(A− λI)yk−1 + t(A− λI)yk−2 + · · ·+
tk−2

(k − 2)!
(A− λI)y1

]

= eλt
[

Ayk−1 + tAyk−2 + · · ·+
tk−2

(k − 2)!
Ay1 + λ

tk−1

(k − 1)!
u

]

.

Como u é um vector próprio de A associado a λ, verifica-se λu = Au. Substi-
tuindo λu = Au na última parcela da expressão anterior, tem-se

x′
k(t) = Aeλt

[

yk−1 + tyk−2 +
t2

2!
yk−3 + · · ·+

tk−1

(k − 1)!
u

]

= Axk(t).

Ou seja, xk é solução de x′ = Ax.
Falta mostrar a independência linear das soluções

x1(t) = eλtu
x2(t) = eλt(y1 + tu)

...
xp+1(t) = eλt

(

yp + typ−1 + · · ·+ tp

p!u
)

.
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De acordo com a Proposição 4.12 (pág. 222) é suficiente mostrar que para algum
t0 ∈ R, o conjunto de vectores {x1(t0), . . . ,xp+1(t0)} é linearmente indepen-
dente. Calculando as soluções anteriores em t0 = 0 obtém-se {u,y1, . . . ,yp}.
Este conjunto é linearmente independente uma vez que é uma cadeia de Jordan.
Logo, as (p+ 1) soluções xk(t) são linearmente independentes.

É fácil concluir, da proposição anterior e do Teorema 8.2, que tomando as
soluções xk(t) associadas a cada cadeia de Jordan para cada bloco de Jordan na
decomposição (8.19), se obtém uma base para o conjunto solução geral. No exem-
plo a seguir ilustramos este procedimento.

Exemplo 8.8. Determinar a solução geral da equação diferencial x′ = Ax onde
A é a matriz do exemplo 8.7. Nesse exemplo, determinámos a forma de Jordan J
de A e uma matriz P , tal que P−1AP = J . As matrizes obtidas foram:

J =











5 1 0 0 0 0
0 5 0 0 0 0
0 0 5 1 0 0
0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 0 3











e P =











2 4 −1 0 0 0
−11 −12 5 1 0 0
−4 −8 2 1 0 0
5 1 −2 0 0 0
3 0 −1 −1 −2 −1
0 0 0 0 1 0











.

A primeira, terceira e quinta colunas de P são vectores próprios de A, ou seja,

u = (2,−11,−4, 5, 3, 0),v = (−1, 5, 2,−2,−1, 0) e w = (0, 0, 0, 0,−2, 1).

Além disso, da matriz P obtêm-se as seguintes cadeias de Jordan associadas a
estes vectores:

Iu(5) = {(2,−11,−4, 5, 3, 0), (4,−12,−8, 1, 0, 0)} = {u,u1} ,
Iv(5) = {(−1, 5, 2,−2,−1, 0), (0, 1, 1, 0,−1, 0)} = {v,v1} ,
Iw(3) = {(0, 0, 0, 0,−2, 1), (0, 0, 0, 0,−1, 0)} = {w,w1} .

Uma base de Rn constituı́da por vectores próprios e vectores próprios generali-
zados é Iu(5) ∪ Iv(5) ∪ Iw(3). Pela Proposição 8.3, uma base para o conjunto
solução geral da equação diferencial é constituı́da pelas funções:

x1(t) = e5tu, x2(t) = e5t(u1 + tu), x3(t) = e5tv, x4(t) = e5t(v1 + tv),

x5(t) = e3tw, x6(t) = e3t(w1 + tw).
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Assim, a solução geral da equação x′ = Ax, é

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + c3x3(t) + c4x4(t) + c5x5(t) + c6x6(t),

com c1, c2, c3, c4, c5 e c6 constantes reais arbitrárias. !

Exemplo 8.9. Determinemos eAt para a seguinte matriz real A de ordem p.

A =










λ 1
λ 1

. . . . . .
. . . 1

λ










.

Sabemos da Proposição 4.14 (pág. 229), que eAt é dada por eAt = X(t)X(0)−1,
onde X(t) é uma qualquer matriz solução fundamental da equação x′ = Ax. Isto
é, X(t) é uma matriz cujas colunas são p soluções (reais) linearmente indepen-
dentes da referida equação diferencial.

A matriz A é um bloco de Jordan, sendo λ o único valor próprio de A. É
fácil verificar que o espaço próprio E(λ) é gerado pelo vector e1 da base canónica
de Rp e que a base canónica de Rp é uma cadeia de Jordan associada a e1. Da
Proposição 8.3, obtemos a seguinte base do conjunto solução geral da equação
x′ = Ax:

x1 = eλte1
x2 = eλt[e2 + te1]
...
xp = eλt[ep + tep−1 + · · ·+ tp−1

(p−1)!e1].

Uma matriz solução fundamental para o sistema de EDOs é uma matriz que possui
estas soluções nas colunas. Por exemplo,

X(t) = eλt



e1 e2 + te1 · · · ep + tep−1 + · · ·+ tp−1

(p−1)!e1



 .
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A matriz X(0) é a matriz identidade. Logo, eAt = X(t)X(0)−1 = X(t). Ou seja,

eAt = X(t) = eλt














1 t t2

2
t3

3! · · · tp−1

(p−1)!

0 1 t t2

2 · · · tp−2

(p−2)!

0 0 1 t · · · tp−3

(p−3)!
. . . . . . ...

. . . t
0 0 0 0 · · · 1














. (8.27)

!

Exemplo 8.10. Determinemos a solução geral do sistema x′ = Ax onde A é a
matriz

A =





5 −1 0
1 3 0
0 0 4



 .

A matriz A tem um único valor próprio λ = 4 de multiplicidade geométrica
2. Como a matriz A é do tipo 3 × 3 e a sua forma de Jordan J tem dois blocos,
podemos já concluir que J é:

J =





4 1 0
0 4 0
0 0 4



 . (8.28)

O espaço das colunas e o núcleo de (A− 4I) são:

A− 4I =





1 −1 0
1 −1 0
0 0 0



 =⇒ EC(A− 4I) = Span{(1, 1, 0)}

N(A− 4I) = Span{(1, 1, 0), (0, 0, 1}.

Tomando u = (1, 1, 0) ∈ EC(A−4I)∩N(A−4I) e v = (0, 0, 1) ∈ N(A−4I),
as cadeias de Jordan associadas a estes vectores possuem, respectivamente, 2 e 1
vectores. Resolvendo o sistema (A − 4I)x = u, um vector próprio generalizado
associado a u é w = (1, 0, 0). Tomando as cadeias de Jordan

Iu = {u,w} , Iv = {v} ,
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do Teorema 8.3 obtemos as seguinte soluções linearmente independentes da equação
diferencial:

x1(t) = e4tu, x2(t) = e4t(w + tu), e x3(t) = e4tv.

Logo, uma matriz solução fundamental para a equação x′ = Ax é

X(t) = e4t





1 1 + t 0
1 t 0
0 0 1



 = e4t



u w + tu v



 =

A solução geral do sistema de EDOs é dada por x(t) = X(t)c, onde c é um vector
coluna constante arbitrário.

Calculemos agora a exponencial eAt = X(t)X(0)−1. Como

X(0) =





1 1 0
1 0 0
0 0 1



 ,

tem-se

eAt = X(t)X(0)−1 = X(t)





0 1 0
1 −1 0
0 0 1



 = e4t





1 + t −t 0
t 1− t 0
0 0 1



 .

Refira-se que a solução geral do sistema também é da forma x(t) = eAtc, onde c
é um vector coluna constante arbitrário. !

Para finalizar, refira-se um método de cálculo de eAt distinto do que foi usado
nos exemplos anteriores. Suponha-se que A = PJP−1, onde J é a forma de
Jordan de A. Então,

x′ = Ax⇐⇒ x′ = PJP−1x⇐⇒ y′ = Jy, com y = P−1x.

É claro da equivalência anterior que X(t) é uma matriz solução fundamental do
sistema x′ = Ax se e só se Y (t) = P−1X(t) é uma matriz solução fundamental
do sistema y′ = Jy. Por conseguinte, se Y (t) = P−1X(t) é uma matriz solução
fundamental do sistema y′ = Jy, tem-se eJt = Y (t)Y −1(0) e

eJt = Y (t)Y −1(0) = P−1X(t)X−1(0)P = P−1eAtP ⇐⇒ eAt = PeJtP−1.
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Deixamos como exercı́cio verificar que se uma matriz K é diagonal por blocos
K = diag(K1, . . . , Kp), então eKt = diag

(

eK1t, . . . , eKpt
)

.
A exponencial eJt, onde J é uma matriz de Jordan na forma (8.19), é portanto

da forma

eJt =








eJ(λ1)t

eJ(λ2)t

. . .
eJ(λs)t







. (8.29)

Além disso, cada bloco J(λi) de J é ainda uma matriz diagonal por blocos cujos
blocos são matrizes da forma (8.27) (ver Exemplo 8.9). Portanto, cada bloco
eJ(λi)t em (8.29) é uma matriz em blocos cujos blocos são da forma (8.27).

Exemplo 8.11. Considere-se de novo a matriz A do Exemplo 8.7 e a correspon-
dente matriz de Jordan J calculada nesse exemplo. A matriz J obtida é constituı́da
por dois blocos J(5) e J(3), respectivamente, do tipo 4× 4 e do tipo 2× 2. Isto é,

J =

[

J(5) O

O J(3)

]

com J(5)4×4 =

[

J1(5)2×2 O

O J2(5)2×2

]

, J(3)2×2 =
[

J1(3)
]

.

Além disso, J1(5) = J2(5) =

[

5 1
0 5

]

e J1(3) =

[

3 1
0 3

]

.

Usando a expressão (8.27) do Exemplo 8.9 , temos

eJ1(5)t = eJ2(5)t = e5t
[

1 t
0 1

]

, eJ(3)t = e3t
[

1 t
0 1

]

.

Por conseguinte,

eJt =











e5t te5t 0 0 0 0
0 e5t 0 0 0 0
0 0 e5t te5t 0 0
0 0 0 e5t 0 0
0 0 0 0 e3t te3t

0 0 0 0 0 e3t











.

Sendo P uma matriz tal que A = PJP−1, a exponencial eAt é igual a eAt =
PeJtP−1. !

Exercı́cio 8.3. Seja A a matriz (diagonal por blocos) do Exemplo 8.10. Calcule
eAt a partir de eJt onde J é a matriz de Jordan em (8.28). Confirme o seu resultado
com a exponencial obtida no referido exemplo. $
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Capı́tulo 8. Matrizes quadradas não diagonalizáveis

No caso da matriz A do sistema x′ = Ax não ser diagonalizável e ter va-
lores próprios complexos, determina-se uma base constituı́da por soluções reais,
tomando as partes reais e imaginárias das soluções complexas obtidas a partir de
uma base de Cn formada por vectores próprios e vectores próprios generalizados.
No exemplo a seguir ilustramos este procedimento.

Exemplo 8.12. Determinemos a solução geral do sistema x′ = Ax, em que A é a
matriz

A =







0 −1 1 0
1 0 0 1
0 0 0 −1
0 0 1 0






.

O polinómio caracterı́stico de A é p(λ) = (λ2+1)2, e portanto λ = i e λ = −i são
valores próprios de A com multiplicidades algébricas iguais a dois. Os espaços
próprios E(i) e E(−i) são:

E(i) = Span {(i, 1, 0, 0)} E(−i) = Span {(−i, 1, 0, 0)} .

A matriz A não é portanto diagonalizável (a multiplicidade geométrica de cada
valor próprio é igual a 1). Como a dimensão de cada espaço próprio é igual a 1, e
a matriz A é do tipo 4× 4, conclui-se que a forma de Jordan J de A é

J =







i 1 0 0
0 i 0 0
0 0 −i 1
0 0 0 −i






.

Determinemos uma cadeia de Jordan associada ao vector próprio u = (i, 1, 0, 0) ∈
E(i). A cadeia Iu é formada por u e por um vector próprio generalizado w veri-
ficando (A− iI)w = u. Resolvendo este sistema, obtemos para w, por exemplo,
w = (0, 0, i, 1). Logo,

Iu = {u,w} = {(i, 1, 0, 0), (0, 0, i, 1)} .

Usando a Proposição 8.3, da cadeia Iu obtêm-se duas soluções (complexas) line-
armente independentes. Mais precisamente, as soluções

y1(t) = eitu = (cos t+ i sen t)







i
1
0
0






=







− sen t + i cos t
cos t+ i sen t

0
0






,
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e

y2(t) = eit(w + tu) = (cos t+ i sen t)







it
t
i
1






=







−t sen t+ it cos t
t cos t + it sen t
i cos t− sen t
cos t+ i sen t






.

Aplicando a Proposição 4.13, temos que os conjuntos S1 = {Rey1(t), Imy1(t)}
e S2 = {Rey2(t), Imy2(t)} são linearmente independentes. Deixamos como
exercı́cio verificar que S = S1 ∪ S2 é uma base do conjunto solução geral. Os
elementos de S são:

x1(t) = Rey1(t) =







− sen t
cos t
0
0






, x2(t) = Imy1(t) =







cos t
sen t
0
0






,

x3(t) = Rey2(t) =







−t sen t
t cos t
− sen t
cos t






, x4(t) = Imy2(t) =







t cos t
t sen t
cos t
sen t






.

Determinemos agora a exponencial eAt. Uma matriz solução fundamental X(t)
tem por colunas as soluções xi(t), e a exponencial eAt é dada por eAt = X(t)X−1(0).
Tomando paraX(t) a matriz cujas colunas são as soluções x2(t),x1(t),x4(t),x3(t),
por esta ordem, a matriz X(0) é igual à identidade. Portanto, eAt = X(t) é a ma-
triz

eAt =







cos t − sen t t cos t −t sen t
sen t cos t t sen t t cos t
0 0 cos t − sen t
0 0 sen t cos t






.

A solução geral do sistema é x(t) = eAtc, com c um vector constante arbitrário.
!
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Exercı́cios
1. Seja L uma matriz nilpotente 4 × 4, de

ı́ndice k, e dimN(L) = t. Indique o valor
lógico das afirmações seguintes.

a) Se k = 1, então t = 2.
b) Se k = 3, então t = 2.
c) Se t = 2, então k = 3.
d) Se t = 3, então k = 2.

2.Verifique que as matrizes seguintes são
nilpotentes e determine a sua forma de Jor-
dan.

a)





−2 −1 0
−2 0 1
−16 −6 2



 b)





−2 −1 0
4 2 0
−4 −2 0



 .

3. Para cada uma das matrizes A seguintes,
determine a forma de Jordan J e uma matriz
P tal que A = PJP−1.

a) A =





0 −1 0
−2 2 1
−16 −6 4



 .

b) A =





0 −1 0
4 4 0
−10 −4 3



 .

c) A =







4 0 −2 1
0 3 0 0
0 −1 3 0
0 0 −1 4






.

d) A =







3 −1 0 0
−1 3 1 0
0 −1 3 0
1 0 −2 4






.

4. Seja σ(A) = {2, 4} o espectro de uma
matriz A de ordem 7, tal que mult.alg.(4) =
4, mult.geo.(4) = 2 e mult.geo.(2) = 1.

Considere ainda que a forma de Jordan

de A é J =

[

J(4)
J(2)

]

.

Indique o valor lógico das afirmações
seguintes.

a) Os blocos J(4) e J(2) são do mesmo
tipo.

b) A restrição de A ao núcleo N(A −
2I) é diagonalizável.

c) O bloco J(2) é a matriz diagonal J(2) =
diag(2, 2, 2).

d) Os dados do problema permitem de-
terminar J(4).

e) Os dados do problema permitem de-
terminar J(2).

f) A matriz (A− 4I) é nilpotente.
g) A parte nilpotente (ver Proposição 8.2)

de (A − 2I) é semelhante à matriz
nilpotente





0 1 0
0 0 1
0 0 0



 .

5.Determine a exponencial eAt para cada
uma das matrizes do Exercı́cio 3, bem como
a solução geral do sistema de equações di-
ferencias x′ = Ax.

6. Seja A =





−1 −2 1
1 1 −1
0 −1 0



 .

a) Mostre que A é uma matriz nilpo-
tente.

b) Calcule a exponencial eAt e verifique
que essa exponencial satisfaz a igual-
dade

eAt = I +At+
1

2
At2,

onde I designa a matriz identidade
de terceira ordem.
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Apêndice A

Números complexos

Sendo a e b números reais, um número complexo z tem a forma

z = a+ ib = a + bi com i2 = −1 e a, b ∈ R.

A expressão i =
√
−1 é designada por a unidade imaginária dos números com-

plexos. Os números reais a e b, respectivamente, a parte real e a parte imaginária
de z, são designados por Re(z) = a e Im(z) = b. O conjunto dos números com-
plexos é designado por C. Note-se que um número real a é um número complexo
da forma z = a+ 0i. Ou seja, R ⊂ C.

Os números complexos foram inventados para permitir calcular soluções de
equações como x2 + 1 = 0, equação esta que, apesar de não ter soluções reais,
possui duas soluções complexas x = ±i.

Dois números complexos são iguais se e só se as respectivas parte real e ima-
ginária são iguais. Isto é, z = a+ ib e w = c+ id são iguais se e só se

Re(z) = a = Re(w) = c e Im(z) = b = Im(w) = d.

Podemos operar com números complexos, definindo a adição e a multiplicação do
modo seguinte:

(a+ ib) + (c+ id) = (a + c) + i(b+ d)

(a+ ib)(c + id) = (ac− bd) + i(bc + ad).

Estas operações gozam das propriedades comutativa, associativa e distributiva,
como facilmente se deduz usando as propriedades das operações de adição e
multiplicação de números reais.
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Exemplo A.1.

(2 + 3i)(5− 10i) = 10− 20i+ 15i− 30i2 = 40− 5i.

!

Define-se o conjugado de z = a + ib como sendo o número complexo z =
a − ib (o conjugado de z obtém-se de z substituindo a sua parte imaginária pelo
respectivo simétrico). Por exemplo, o conjugado de z = −2 − 3i é z = −2 + 3i.
Dado um complexo z = a+ ib, temos

zz = (a + ib)(a− ib) = a2 − iab+ iab− i2b

= a2 + b2.

Define-se módulo de z como sendo o número real não negativo

|z| =
√
zz =

√
a2 + b2.

Note-se que se z é real (isto é, b = 0) então |z| =
√
a2 = |a| coincide com o

módulo de um número real.
Se z &= 0, o inverso de z é

1

z
=

z

zz
=

z

|z|2
.

Por exemplo,
1

1 + 2i
=

1− 2i

5
e

1

i
=
−i
−i2

= −i.

Exercı́cio A.1. Mostre que se z e w são números complexos, são satisfeitas as
seguintes relações:

a) z + z = 2Re(z).
b) z − z = 2i Im(z).
c) |Re(z)| ≤ |z|.
d) z = z se e só se z é real.
e) z + w = z + w.
f) zw = z w.
g) zz = |z|2 ≥ 0
h) |zw| = |z||w|.
i) |z + w| ≤ |z|+ |w|.
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$

A um número complexo z = a + ib podemos fazer corresponder (de forma
biunı́voca) o ponto do plano de coordenadas (a, b). O eixo horizontal é designado
por eixo real e o vertical por eixo imaginário. Geometricamente, o conjugado de
um número complexo obtém-se por reflexão em relação ao eixo real. Além disso,
o módulo de um complexo z = a + ib representa a distância de (a, b) à origem
(ver Figura A.1).

z = a+ ib

z = a− ib

a

b

Figura A.1: Representação geométrica de um complexo z = a + ib e do seu
conjugado.

É fácil mostrar que a soma de z = a+ ib com w = c+ id corresponde à soma
dos vectores (a, b) e (c, d) associados respectivamente a z e a w.

Qualquer número complexo admite dois tipos de representação, a representa-
ção cartesiana z = a + ib e a representação dita polar. A representação polar
de um complexo z = a + ib é dada em termos do ângulo θ que o vector (a, b)
faz com a parte positiva do eixo real, e de |z| =

√
a2 + b2, ou seja da distância

de z à origem. Na Figura A.2 ilustra-se a representação polar de um complexo.
Tendo em conta essa ilustração, dado o complexo z = a+ ib tem-se a = |z| cos θ
e b = |z| sen θ. Logo, a representação polar de z é

z = |z| cos θ + i|z| sen θ = |z| (cos θ + i sen θ) .

Ao ângulo θ chamamos argumento de z e denotamos por θ = arg(z). O
argumento de z não é único já que podemos somar um múltiplo de 2π e obtemos
o mesmo número complexo. Por exemplo,

1 + i =
√
2
(

cos
π

4
+ i sen

π

4

)

=
√
2

(

cos
9π

4
+ i sen

9π

4

)

.
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|z|

|z| cos θ

|z| sen θ

z = a + ib

θ

Figura A.2: Representação polar de um complexo z.

Porém, o argumento θ de um complexo é único se considerarmos−π < θ ≤ π. A
este valor chamamos o argumento principal de z e designamo-lo por θ = Arg(z).

Exemplo A.2. Determinemos a representação polar dos seguintes números com-
plexos usando para argumento o seu argumento principal.

(a) z =
√
3 + i (b) z = −1− i

(a) O valor do módulo de z é

|z| =
√
3 + 1 =

√
4 = 2.

Para a =
√
3 e b = 1 tem-se

√
3 = 2 cos θ

1 = 2 sen θ,

ou seja, cos θ =
√
3
2 e sen θ = 1

2 . O único valor de θ em ]− π, π] é θ = π
6 (= 30o).

Consequentemente, a representação polar de z é

z = 2
(

cos
π

6
+ i sen

π

6

)

.

(b) O valor do módulo de z é

|z| =
√
1 + 1 =

√
2.

Para a = −1 e b = −1, vem

−1 =
√
2 cos θ

−1 =
√
2 sen θ,
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ou seja, cos θ = −1√
2
= −

√
2

2 e sen θ = −1√
2
= −

√
2

2 . O único valor de θ em ]− π, π]

é θ = −3π
4 . Assim, a forma polar de z é

z =
√
2

(

cos
−3π
4

+ i sen
−3π
4

)

.

!

É possı́vel estender a função exponencial aos números complexos e provar (ver
Marsden & Hoffman [8]) que cos θ + i sen θ é igual à exponencial complexa eiθ,
onde e é o número irracional, base dos logaritmos neperianos, aproximadamente
igual a e ≈ 2.71828. Ou seja,

cos θ + i sen θ = eiθ. (A.1)

Logo, a representação polar de um número complexo pode escrever-se

z = |z|eiθ.

Observando a Figura A.1 verificamos que se θ é o argumento de z, então −θ é o
argumento do conjugado de z. Por exemplo, o conjugado de z = eiθ é z = e−iθ.

A interpretação geométrica da multiplicação de dois números complexos é
facilitada se usarmos a sua representação polar. Para tal, consideremos

z1 = r1(cos θ1 + i sen θ1) e z2 = r2(cos θ2 + i sen θ2).

O produto z1z2 é dado por

z1z2 = r1r2 [(cos θ1 cos θ2 − sen θ1 sen θ2) + i (sen θ1 cos θ2 + cos θ1 sen θ2)] .

Tendo em conta as igualdades trigonométricas

cos(θ1 + θ2) = cos θ1 cos θ2 − sen θ1 sen θ2
sen(θ1 + θ2) = sen θ1 cos θ2 + cos θ1 sen θ2,

obtém-se
z1z2 = |z1||z2| (cos(θ1 + θ2) + i sen(θ1 + θ2)) .

Consequentemente, o módulo do produto z1z2 é o produto dos módulos, e um
argumento de z1z2 é a soma de argumentos de z1 e z2. Isto é,

|z1z2| = |z1||z2| e arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2).

513



θ1

θ2

θ1 + θ2

|z1|
|z 2
|

|z 1
||z

2
|

z1

z2

z1z2

Figura A.3: O produto de dois complexos.

Note que, usando a representação polar de complexos em termos de exponenciais
complexas, são válidas as igualdades

z1z2 = r1e
iθ1r2e

iθ2 = r1r2e
i(θ1+θ2). (A.2)

Na Figura A.3 ilustramos a geometria associada ao produto de dois complexos.

Exercı́cio A.2. Mostre que para z2 &= 0 são verdadeiras as seguintes igualdades:
∣
∣
∣
∣

z1
z2

∣
∣
∣
∣
=

|z1|
|z2|

e arg

(
z1
z2

)

= arg(z1)− arg(z2).

$

Fórmula de De Moivre

Se n é um inteiro positivo e z = r(cos θ + i sen θ), da equação (A.2), tem-se

zn = rn (cos(nθ) + i sen(nθ)) .

No caso particular do complexo ter módulo igual a 1 (r = 1 na fórmula anterior)
resulta a expressão seguinte conhecida por fórmula de De Moivre1:

(cos θ + i sen θ)n = cos(nθ) + i sen(nθ). (A.3)

A fórmula de Moivre em termos de exponenciais complexas escreve-se:

(eiθ)n = einθ.

1Abraham de Moivre (1667–1754), matemático francês.
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Raı́zes ı́ndice n de um complexo

Dado um número complexo z, pretendemos determinar números complexos w
tais que

wn = z.

Ou seja, pretende-se calcular w tal que w = n
√
z. Para o efeito é conveniente

usarmos a representação polar de w e de z. Seja w = ρ(cosα + i senα) e z =
r(cos θ + i sen θ). Usando a igualdade (A.2), a expressão wn = z é equivalente a

wn = ρn (cos(nα) + i sen(nα)) = r(cos θ + i sen θ).

Assim, wn = z se e só se

ρn = r e nα = θ + 2kπ, para k ∈ Z.

Logo, os números complexos w pretendidos são

w = n
√
r

(

cos
θ + 2kπ

n
+ i sen

θ + 2kπ

n

)

, para k ∈ Z,

onde n
√
r designa a raiz ı́ndice n do número real positivo r. Da expressão anterior

conclui-se que w = n
√
z são números complexos com módulo igual n

√
r, isto é,

são números complexos que se situam numa circunferência de centro na origem e
raio n

√
r. Além disso, existem n números complexos w distintos dados por:

wk =
n
√
r

(

cos
θ + 2kπ

n
+ i sen

θ + 2kπ

n

)

, para k = 0, 1, 2, . . . , (n− 1),

(A.4)
cujos argumentos são θ + 2kπ

n
para k = 0, 1, 2, . . . , (n − 1). Assim, as n raı́zes

ı́ndice n de um complexo situam-se numa circunferência de centro na origem e
raio n

√
r, e dividem esta circunferência em n partes iguais.

Por exemplo, determinemos as raı́zes cúbicas e quartas da unidade, isto é, 3
√
1

e 4
√
1. Como um argumento de 1 é zero e o módulo de 1 é 1, estas raı́zes situam-se

numa circunferência de centro na origem e raio 1. O número real 1 é uma raiz
e portanto dividindo esta circunferência, respectivamente, em 3 e 4 partes iguais,
tem-se

w0 = 1, w1 =
−1
2

+ i

√
3

2
, w2 =

−1
2
− i

√
3

2
e

u0 = 1, u1 = i, u2 = −1, u3 = −i.
Na Figura A.4 encontram-se representadas estas raı́zes.
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u0 = 1

u1 = i

u2 = −1

u3 = −i

w0 = 1

w1 =
−1+

√
3i

2

w2 =
−1−

√
3i

2

Figura A.4: À esquerda as raı́zes quartas da unidade e à direita as raı́zes cúbicas.

Exemplo A.3. Determinemos todas as raı́zes quartas de −16. Como −16 se
encontra na parte negativa do eixo real podemos tomar para argumento o valor
θ = π. Logo,

4
√
−16 = 4

√
16

(

cos
π + 2kπ

4
+ i sen

π + 2kπ

4

)

= 2
(

cos
(π

4
+ k

π

2

)

+ i sen
(π

4
+ k

π

2

))

, para k = 0, 1, 2, 3,

são os 4 números complexos (distintos) iguais a 4
√
−16. Designando por wk estas

raı́zes, temos

w0 =
√
2 + i

√
2, w1 = −

√
2 + i

√
2, w2 = −

√
2− i

√
2, w3 =

√
2− i

√
2.

!

Exemplo A.4. Determinemos todas as raı́zes quartas de z = 1+ i. Um argumento
de 1 + i é π/4 e o módulo de z é

√
2. Logo, quatro números complexos distintos

iguais a 4
√
1 + i são

4
√
1 + i = 4

√
2

(

cos
π/4 + 2kπ

4
+ i sen

π/4 + 2kπ

4

)

= 4
√
2
(

cos
( π

16
+ k

π

2

)

+ i sen
( π

16
+ k

π

2

))

, para k = 0, 1, 2, 3,

Na Figura A.5 encontram-se representadas estas raı́zes. !
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Apêndice A. Números complexos

1 + i

4
√
2√

2

Figura A.5: À esquerda o complexo 1 + i e à direita as raı́zes 4
√
1 + i.
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Soluções de problemas

Soluções (prob. ı́mpares)

Capı́tulo 1
1. a) e c).
3. p(x) = −1/3x2 + 2x+ 4/3
5. a)F. b) V. c) F.

7. a)
[

−7
−10

]

. b)A =

[

−2 7
−4 10

]

,

f

([

3
2

])

=

[

8
8

]

e f

([

1
0

])

=

[

−2
−4

]

.

9. a) Sim; car(A) = 3. b) c) d) f) e j): Sim;
car(A) = 2. g) e e) Não; car(A) = 2. h)
Não; car(A) = 1. i) Não; car(A) = 3.

11. a) car(A) =

{

1 se α = 2 ou α = −2
2 se α &= ±2

e car(A|b) =

{

1 se α = −2
2 se α &= −2

.

b) Se α = 2 sistema impossı́vel; se α =
−2 sistema indeterminado com grau de in-
determinação 2; se α &= ±2 o sistema é in-
determinado com grau de indeterminação 1.

Solução geral:
para α = −2, {(y − z, y, z) : y, z ∈ R} e
para α &= ±2, {(y− 1

α−2 , y,
1

α−2 ) : y ∈ R}.
13. a) {(3, 1, 2)}

b) {(w − 1, 2z, z, w) : z, w ∈ R}

15. a) A =







1 0 0 0
−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1







b) A =







1 1 1 1
4 4 4 4
9 9 9 9
16 16 16 16







c) A =







0 2 3 4
−2 0 3 4
−3 −3 0 4
−4 −4 −4 0







17.
a)Ab =

[

5a+ 3c+ 4 a+ c 3a− c+ 4
]T

b) a, 2 e c.

19.
[

−10 1
2 1

] [

m
b

]

=

[

1
3

]

e m = 1/6,

b = 8/3.
21.

a) AB =

=

[

1 + 4
√
3 −2 +

√
2 π + 8−

√
2

−2 +
√
3 −5 +

√
3 −2π + 2−

√
3

]

BA não faz sentido.
b) AB = [−1−2i], BA =

[

−2 −(i+ 1)
5− i −3− 2i

]

.

23. a) V. b) F. c) V. d) V.
25. a) An = I2

b) e c)An =















A se n ≡ 1 (mod 4)

−I se n ≡ 2 (mod 4)

−A se n ≡ 3 (mod 4)

I se n ≡ 0 (mod 4)

d) An =

[

cos(nα) − sen(nα)
sen(nα) cos(nα)

]

27. a)
[

1 −2
−2 3

]

b)
[

5 5/2
5/2 4

]

29.Todas falsas.
31. b)

33. a) E1 =





1 0 0
5 1 0
0 0 1



, E2 =





1 0 0
0 0 1
0 1 0





eE3 =





1 0 0
0 −1/2 0
0 0 1



 b) A−1 = E3E2E1

c) A = E−1
1 E−1

2 E−1
3 .

35. a) A−1 =





3
2

−11
10

−6
5

−1 1 1
−1
2

7
10

−4
5



.

b) A−1 =





−18
5

19
10

8
5

9
5

−7
10

−4
5

2 −1 −1



.
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c) A−1 = 1
2





1 −1 1
−1 1 1
1 1 −1



.

d) A−1 =





7
2 0 −3
−1 1 0
0 −1 1



.

e) A−1 =







1 0 0 0
−1
3

1
3 0 0

0 −1
5

1
5 0

0 0 −1
7

1
7







.

37.BA2 −A = 0.
39.Todas falsas.
41. b).
43.Todas falsas.
45.
[

B−1 0
−D−1CB−1 D−1

]

.

Capı́tulo 2
1. a) sign(3, 5, 1, 2, 4) = −1.

b) sign(2, 4, 1, 5, 3) = +1.
c) sign(4, 3, 2, 5, 1) = −1

3. a) -189 b) −8
7 c) −1

56 d) 7.

5.

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b+ c c+ a b+ a
a b c
1 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

P8
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a+ b+ c a+ b+ c a+ b+ c
a b c
1 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 (a primeira linha é igual à terceira linha
multiplicada por (a+ b+ c)).
7. Falso. Um contra-exemplo é: A = I e

B =

[

−1 0
0 0

]

.

9. a) k = −1 b) k = 5±
√
17

2
11. a) −4

3 b) −48 c) 1
288 .

13. a) det(A) = 3 ou det(A) = −3. b) Se
det(A) = 3, então b32 = 1/3; se det(A) =
−3, então b3,2 = −1/3 .
15. a) x = 1 b) x = 0, x = 1.

17. b).
19. a) F b) V c) V d) V.

Capı́tulo 3
1.Exemplos de conjuntos geradores:

a) {(−1, 2, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}.
b) {(6,−2, 1, 0), (−1, 0, 0, 1)}.
c) {(1, 0, 0, 0)}.

3. a) Sim. b) Sim. c) Não. d) Sim.
5.A-Não. B-Sim. C- Sim. D-Sim. E-Sim.
7. Por exemplo, A =

[

1 1
−1 −1

]

e b =
[

1
2

]

.

9. Por exemplo,





4 2 6
2 1 3
6 3 3



.

11. a) F. b) F. c) V. d) F.
13. a) Sim, b) Não c) Sim d) Não.
15. Por exemplo,
EC(A) : {(1, 0, 0), (−3, 1, 0)};
EL(A) : {(1,−3, 0, 1), (0, 1, 0,−1)};
N(A) : {(2, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0)};
dimEC(A) = dimEL(A) = dimN(A) =
2.
EC(B) : {(2, 6), (5,−8)};
EL(B) : {(2, 1, 5), (6, 3,−8)};
N(B) : {(1,−2, 0)};
dimEC(B) = dimEL(B) = 2 e
dimN(B) = 1.
EC(C) : {(2, 3, 5), (−1, 1, 0)};
EL(C) : {(2,−1, 0, 1), (3, 1,−1, 0)};
N(C) : {(1, 2, 5, 0), (−1, 3, 0, 5)};
dimEC(C) = dimEL(C) = 2 e
dimN(C) = 2.
17. c)
19. a) F. b) V. c) F. d) F. e) V.
21. a) F. b) V. c) V. d) F.
23. a) (14,−2) b) (4,−2, 10).
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25.
[

2/7 −3/14
1/7 1/7

]

e wB = (17 ,
4
7).

27. 3

[

2 1
0 4

]

−4

[

1 −1
0 3

]

+

[

3 2
0 5

]

. Sim,

formam uma base.
29. c)
31. d)
33. a) Por exemplo, BC = (1, t, t2, t3).

pB = (1, 0,−1, 0)
b) Não é base já que, dimV = 4 e S

tem 5 vectores.
c) dimS = 3 e uma base é:
{1 − 2t, 1 + t2, t}.
d) Não é subespaço de V (o zero de V

não pertence a W ).
35. a) BU+V = {(1, 0, 0, 0), (1, 0, 2, 0)},

U ∩ V = {(0, 0, 0, 0)};
dimU + V = 2, dimU ∩ V = 0.

b) BU+V = {(−2, 0, 0, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 0,−1, 0)},
BU∩V = {(−1, 1, 1, 1)};
dimU + V = 3, dimU ∩ V = 1.

Capı́tulo 4
1. a) Sim; λ = 3. b) Sim; λ = 2. c) Não.

d) Não. e) Sim; λ = 1.
3. a) F. b) V. c) F.
5.λ = 6 e λ = 0.

B = {(1, 1, 1), (−1, 1, 0), (−1, 0, 1)}.
7. a) car(A) = 2. b) det(ATA) = 0.

c)1, 1/3 e 1/4.
9. a) Não. b) Sim (e.g. P = I). c) Não. d)

Sim; P =





1 −2 0
0 0 1
0 1 0



 eD = diag(2, 3, 3).

e) Sim; P =





1 1 0
i −i 0
0 0 1



 eD = diag(i,−i, 2).

11. a) V. b) F. c) F. d) F. e) V. f) F. g) F.
h) V.

13. a) V. b) V. c) F. d) F. e) V. f) V.
15. b)
17. a) A soma por colunas é igual a 1 logo
λ = 1 é valor próprio. Como o traço é 1.92,
então o outro valor próprio é 0.92. b) Av =
v e Au = 0.92u, logo u e v são vectores
próprios associados respectivamente a 0.92

e 1. c) Ver (4.15) d) 1
8

[

5
3

]

.

19. (0, 0, 1).
21. a)

1

!!

""

##!
!

!
!

!
!

!
2

!!..""
"
"
"
"
"

3

&&

4

&&

$$

b) (0.30, 0.20, 0.30, 0.20)

23. 34.012 m

25. a) c1e(1+
√
5)t

[

1√
5

]

+c2e(1−
√
5)t

[

1
−
√
5

]

.

b) c1e(2+
√
3)t

[

2√
3− 1

]

+

+c2e(2−
√
3)t

[

2
−1−

√
3

]

.

c) c1e2t




2 cos t− 4 sen t
3 cos t− sen t

cos t



+

+c2e2t





2 sen t+ 4cos t
cos t+ 3 sen t

sen t



+ c3e−t





0
0
1



.

27. a) et
[

cos t+ sen t −2 sen t
sen t cos t− sin t

]

b)





et −et + e3t 0
0 e3t 0
0 0 et
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c)





e2t 0 0
e3t − e2t e3t 0

0 0 et





29. t2 + c1e3t + c2e−2t.

Capı́tulo 5
1. a) 3

√
11 b) 3 +

√
58 c) 9− 3

√
58

d) 1
3 (1, 2, 0, 2) e) 1 f) arccos

(
16

3
√
58

)

.
3. a) −7

2 b) −3
8 .

5. ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2〈u,v〉
‖u − v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 − 2〈u,v〉.

Somando estas igualdades obtém-se o re-
sultado.

A soma dos quadrados dos comprimen-
tos das diagonais de um paralelogramo é
igual ao dobro da soma dos quadrados dos
comprimentos das suas arestas.
7. k = 8.
9. a) i)F. ii) F. b) {(1, 2,−1, 2), (0,−1, 3,−2)}
c) {(1, 3, 1), (2, 5, 1)}.
11. a) {(5,−4, 1)}

b) {(−2, 1, 0, 0), (−3, 0, 1, 0), (−4, 0, 0, 1)}
13.

√
6
6 e 1

6(11, 2, 7).
15. 2x− y + 4z = 0.
17. a) Não b) 5+i

5 (1 + 2i, 1 − 2i).
19. b).
21. { 1√

3
(1, 1, 1),

√
3

3
√
2
(1, 1,−2),

√
2
2 (1,−1, 0)}.

23. b) dimU = 1 e dimU⊥ = 3.

c) BU =

{

1√
2

[

0 1
−1 0

]}

BU⊥ =

{[

1 0
0 0

]

, 1√
2

[

0 1
1 0

]

,

[

0 0
0 1

]}

d) projU A =

[

0 1
−1 0

]

e projU⊥ A =
[

1 0
0 2

]

e) projU A =

[

0 1
−1 0

]

. f)
√
5

25. a) Não b) k = 0 c) Não
27.
√

2
3 e 1

3(2, 0, 4, 1).

29. a)
√
3 b) 2√

3
c) 2

31.Não
33.
{

a, b) ∈ R2 : b = 3/2 − 2a, a ∈ R
}

35. 18y − 7x = 90
37. a) V. b) F. c) V. d) F. e) V.

Capı́tulo 6
1. a) Sim b) Não c) Sim d) Não e) Não f)
Sim.
3. a) Não. b) Não. c) Não. d) Sim. e)

Não.
5. (−27, 4, 24)

7. a) A =





1 0 0
0 −1 0
0 0 1



; (−1,−2, 0), (0, 0, 1)

e (1, 0, 1).

b) A =





0 −1 0
1 0 0
0 0 1



; (−2,−1, 0), (0, 0, 1)

e (0, 1, 1).
9. a) (T(v1))B = (1,−2)B e (T(v2))B =
(3,−2)B

b) T (v1) = (3,−5) e T (v2) = (5, 1).

c) 1
7

[

−3 8
−23 −4

]

e

T (x1, x2) =
1
7(−3x1+8x2,−23x1−4x2).

d) T (1, 1) = 1
7(5,−27).

11. a) (S ◦ T )(x, y) = (2x,−x + 3y)

b) A =

[

2 0
−1 3

]

. (S ◦T ) é um isomor-

fismo visto que det(A) &= 0.

c) C = M−1AM =

[

−1 2
−6 6

]

.

13. a) F b) V c) V d) F.
15. a)
17. a) Sim b) Sim.
19. a) F b) F c) V d) F.
21. a) T (A+B) = (A+B)+(A+B)T =
(A + AT ) + (B + BT ) = T (A) + T (B)
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T (αA) = (αA) + (αA)T = α(A+AT ) =
αT (A)

b)







2 0 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 2







.

c) BIm(T ) =

{[

1 0
0 0

]

,

[

0 1
1 0

]

,

[

0 0
0 1

]}

BN(T ) =

{[

0 1
−1 0

]}

d) Não é injectiva nem sobrejectiva.

e)
{[

1 2− x
x 1

]

: x ∈ R

}

.

23. a) T (2, 1, 2) = (7,−1,−2)

b) A =





2 −3 3
0 −1 0
0 0 −1



.

c) B =





2 −2 2
0 −1 1
0 0 −1



.

d) C =





2 −1 0
0 −1 −1
0 0 −1



.

e) D =





2 0 0
0 −1 0
0 0 −1



.

d) A = M−1B; A = CM ;
A = M−1DM .

25. a) A = M(T,BC,BC) =





5 −3 0
1 0 −1
1 0 0



 .

b) C = M(T,B,B′) =





2 4 1
1 1 1
−1 0 0



 .

c) R3
BC

A ""

MB←BC=P
!!

R3
BC

S=MB′←BC

!!

R3
B C

"" R3
B′

S = MB′←BC =





1 −1 0
0 0 1
0 1 −1





P = MB←BC =





0 0 1
1 −1 0
0 1 −1



 .

27. a) DPA. b) DPAK−1. c) QDPA.

29. a) M =







2 1 2 −1
0 0 1 −1
−3 −1 0 −1
0 2 1 1







,

car(M) = 3.
b) dimN(φ∗) = 1, e uma base para

N(φ∗) é constituı́da por: −6v1 + 11v2 −
4v3 + v4.

Capı́tulo 7
1. a) Unitária e simétrica. b) Hermitiana.

c) Se b = 0 é unitária e hermitiana. d) Ne-
nhuma. e) Simétrica.
3. a) F. b) F. c) V. d) F. e) F. f) F. g) F.

h) F. i) V. j) F.
5. 〈x, Ax〉 = xTAx = (ATx)Tx = 〈ATx,x〉 =
〈Ax,x〉.
7. Sendo a matriz diagonalizável, todos os

seus valores próprios têm multiplicidades algébrica
e geométrica iguais.

9. a) U = 1√
2

[

i −i
1 1

]

, D = diag(1, 3).

b) U = 1√
2





i 0 −i
1 0 1
0
√
2 0



, D = diag(2, 2, 0).

11. a) Indefinida; P = 1√
5

[

−1 2
2 1

]

.

b) Indefinida; P = 1√
2

[

−1 1
1 1

]

.

c) Semidefinida negativa; P = 1√
5

[

−2 1
1 2

]

.
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d) Definida positiva; P = 1√
2

[

1 −1
1 1

]

.

13. a)V. b) V. c) F. d) F. e) V.
15. a) A é 3× 2 e car(A) = 2.

b) N(A) = {(0, 0)};
BEL(A)

{

(
√
2
2 ,

√
2
2 ), (−

√
2

2 ,
√
2
2 )
}

;
BN(AT ) =

{

(−1
3 , −2

3 , 23)
}

;

BEC(A) =
{

(2
√
2

3 , −
√
2

6 ,
√
2
6 ), (0, −

√
2

2 ,
√
2
2 )
}

.
17.A−1 = V Σ−1UT para A = UΣV T .
19. |detA| = |det(UΣV T )| = |±det(Σ)| =
|det(Σ)| = σ1σ2 · · · σn.
21. Sendo A = UΣV T uma SVD de A

tem-se
AT = V ΣTUT , A+ = V Σ+UT

(AT )+ = U(ΣT )+V T

(A+)T = U(Σ+)TV T .
Dada a forma de Σ e de Σ+ verifica-se

(ΣT )+ = (Σ+)T .
23. a)V. b) F. c)V. d) F.
25. a) Do exercı́cio anterior, para q = (0,q)
e p = (0,q) tem-se

qp = (−〈q, r〉 , q× r)
Logo, qp é um quaternião imaginário

puro se e só se 〈q, r〉 = 0.
b) Se q = (0,q) e ‖q‖ = 1 tem-se
q2 = (−〈q,q〉 , q × q) = (−‖q‖2, 0),

ou seja q2 = −1.
27. C3

12 = −C3
21 = 2, C2

13 = −C2
31 = −2,

C1
23 = −C1

32 = 2 e Ck
ij = 0 para i = k ou

j = k ou i = j.

29. eσ1t = 1
2

[

et + e−t et − e−t

et − e−t et + e−t

]

,

eσ2t = 1
2

[

et + e−t −i(et − e−t)
i(et − e−t) et + e−t

]

,

eσ3t =

[

et 0
0 e−t

]

.

Pertencem a SU(2) porque (−1)jiσj =
Ej ∈ su(2).

31.M = 2





0 −1 1
1 0 −1
−1 1 0





Capı́tulo 8
1. a) F. b) V. c) F. d) V.

3. a) J =





2 1 0
0 2 1
0 0 2



 e P =





1 0 0
−2 −1 0
2 −2 −1





b) J =





2 1 0
0 2 0
0 0 3



 eP =





1 0 0
−2 −1 0
2 −2 −1





c) J =







3 1 0 0
0 3 0 0
0 0 4 1
0 0 0 4







e P =







1 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0
1 1 0 1







.

d) J =







3 1 0 0
0 3 1 0
0 0 3 0
0 0 0 4







e P =







1 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0
1 1 0 1







.

5. a) e2t




1− 2t+ 3t2 t2 − t −t2/2
−2(t+ 3t2) 1 + 2t2 t+ t2

−16t+ 6t2 −6t+ 2t2 1 + 2t− t2



.

b)





e2t(1− 2t) −te2t 0
4te2t (1− 2t)e2t 0

e2t(6− 6et − 4t) 2e2t(1− et − t) e3t



.

c)







e4t e3t(tet − t) e3t(1− et − tet) te4t

0 e3t 0 0
0 −te3t e3t 0
0 e3t(−1 + et − t) e3t(1− et) e4t







.

d) 1
2







e3t(2 + t2) −2te3t −t2e3t
−2te3t 2e3t 2te3t

t2e3t −2te3t −e3t(t2 − 2)
te3t(2 + t) 2e3t(−1 + et − t) e3t(2− 2et − 2t− t

Em cada alı́nea a solução geral é x(t) =
eAtc, com c um vector constante arbitrário.
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Índice

adição
de matrizes, 38
de vectores, 22

aditividade
do produto interno, 241

adjunta, ver matriz
álgebra de Lie, 450, 452

constantes de estrutura, 466
de GL(n), 454
de O(n), 459
de SL(n), 455
de U(n), 454

algoritmo, 5, 13, 52
eliminação de Gauss, 5
FFT, 313
PageRank, 215

aliasing, 310
ângulo, 252
anti-hermitiana, 460
anti-simétrica

dimensão do espaço das matrizes, 164
matriz, 47, 378

anticomutatividade
do parêntesis de Lie, 450

aplicação, 324
aproximação

de funções, 304
teorema da melhor, 268

área
de um paralelogramo, 284

argumento
de um complexo, 511

principal
de um complexo, 512

assinatura
de forma quadrática, 406

associatividade, 41, 110, 441
e produto vectorial, 282

aumentada
matriz, ver matriz

autovalor, 174
autovector, 174

base, 124, 131
base canónica de Cn, 160
canónica de R3, 131
canónica de Rn, 133, 159, 247
definição de, 131
dual, 360
espaço das colunas, 142
espaço das linhas, 142
ordenada, 134
ortogonal, 258
ortonormada, 418

dos subespaços fundamentais, 423
positiva, 283

bijectiva, 331, 332
binária

operação, 441
representação, 316

Binet
fórmula de, 210

biunı́voca
correspondência, 185, 511
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Cn

definição, 113
cadeia de Markov, 210
caminho, ver curva

regular, 451
caracterı́stica

de forma quadrática, 406
de uma matriz, 12, 147
do produto de matrizes, 474
e determinante, 147

de submatrizes, 150
e dimensão do núcleo, 117
forma normal de matriz de certa, 149

cardinal
do conjunto das permutações, 83

cartesianas
equações, ver plano e recta

Cauchy-Schwarz
desigualdade, 250

Cayley-Hamilton, 205, 234
Cholesky

factorização de, 401
cilindro, 415
classificação

de matrizes simétricas, 392
coeficientes

da combinação linear, 30, 125
de Fourier, 309

cofactor
da entrada, 97
matriz dos, 99

colinear, 30, 33, 116, 124, 126, 296
combinação linear

coeficientes da, 30, 125, 134
de colunas de uma matriz, 34
de vectores, 125

de Rn, 29
e funções lineares, 334

e ortogonalidade, 254
e sistema possı́vel, 36

complemento algébrico, 97
complemento ortogonal, 261, 262

a um plano, 266
a uma recta, 266

completar quadrados, 409, 410
complexo

argumento de um, 511
argumento principal de um, 512
conjugado de um , 510
módulo de um, 510
número, 110, 174, 509
parte imaginária de um, 509
parte real de um, 509
propriedades, 510
raı́zes ı́ndice n, 306, 515
representação cartesiana, 511
representação polar, 185, 511
valores próprios, 197

composição
de funções, 328

compressão de imagem, 426
e SVD, 432

comutador, 333, 451
comutatividade, 41, 110

e produto vectorial, 280
condição necessária e suficiente, 16
cone, 414
congruência

de matrizes, 404
e caracterı́stica, 404

cónica, 406, 407
na posição padrão, 407
não degenerada, 407

conjugado
de um complexo, 510
de um vector, 242

conjunto
de chegada, 324
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de partida, 324
fundamental de soluções, 221
gerador, 30, 125
imagem, 324
invariante, 183
linearmente dependente, 125
linearmente independente, 125

constantes de estrutura
de uma álgebra de Lie, 466

contracção, 186
coordenadas

numa base, 134
polares, 185, 240

corpo, 110
correspondência

biunı́voca, 185
covector, 359
Cramer

regra de, 104
curva, 451

num grupo, 451
regular, 451

decomposição
em valores singulares, 417
espectral, 385
ortogonal

teorema da, 264
polar, 423, 465
QR, 272
SVD, 371

derivada, 326
do determinante, 455
do produto, 452

desigualdade
de Cauchy-Schwarz, 250
triangular, 252

desvios
vector dos, 300

determinante, 81, 328

da inversa, 96
de matrizes elementares, 93
definição, 85
desenvolvimento de Laplace, 96, 280
do produto, 95
e eliminação de Gauss, 93
e inversa, 95
e operações elementares, 89
e soluções de sistemas, 95
e troca de linhas, 88
e valores próprios, 178
interpretação geométrica, 279, 284
linearidade do, 91

diagonal
por blocos, 71, 186, 477
principal de uma matriz, 20, 45

diagonalização
de matrizes, 187
unitária, 383, 386, 390

diagonalizável
matriz, 188

diagrama comutativo, 345
dimensão

da intersecção de subespaços, 141
da soma de subespaços, 141
de Pn, 165
de M2×2, 163
de álgebra de Lie, 453
de um espaço linear, 124
de um grupo, 453
do espaço das colunas, 124
do espaço das linhas, 124
do espaço Cn, 162
do espaço linear, 138
do espaço Rn, 140
do espaço Rn, 159
do núcleo, 116, 143

direcções principais, 409
distância

de um ponto a um plano, 293
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entre matrizes, 431
entre vectores, 248
preservação de, 437

distributividade
da multiplicação de quaterniões, 448
num corpo, 110
operações com matrizes, 42

domı́nio, 324
dual

base, 358, 360
espaço, 358, 359
função, 358, 362

EDO
existência e unicidade de soluções, 221

eigenvalue, 174
eigenvector, 174
eixo

imaginário, 511
real, 511

elemento neutro
da adição, 113

eliminação de Gauss
e determinante, 93
e espaço das linhas, 122
método, 5, 13, 115
multiplicador, 68

eliminação de Gauss-Jordan
e inversa, 58
método, 55

elipse, 203, 407
elipsóide, 413
endomorfismo, 346
equação

às diferenças, 207
caracterı́stica, 175
cartesiana, ver plano e recta
matricial Ax = b, 34
normal, 298
paramétrica, ver plano e recta

quadrática, 407
equação diferencial

conjunto fundamental de soluções, 221
de ordem n, 231

matriz companheira, 231
equação homogénea associada, 219
matriz solução fundamental, 224, 501
não homogénea, 228
ordem de uma, 219
ordinária, 218
problema de valor inicial, 220

existência e unicidade de soluções,
221

redução de ordem, 231
solução, 219, 225

geral, 219, 467, 498
equação linear, 2

coeficientes de, 2
solução, 3
termo independente da, 2
variáveis livres, 143

equivalência
de segmentos orientados, 22
relação de, 404

erro
de mı́nimos quadrados, 300

escalar, 2, 174
espaço

dual, 358, 359
euclidiano, 243

espaço linear, 110
base

definição, 131
complexo, 110, 253
das colunas, 119, 297

dimensão, 124
e contradomı́nio, 348

das linhas, 119
dimensão, 124
e eliminação de Gauss, 122
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definição, 110
dimensão, 124, 138
exemplos de, 159
real, 110

espaço próprio, 175
espaço tangente, 452
espaço vectorial, ver espaço linear
espectral

decomposição, 385
espectro, 174, 201, 379
estacionário

vector, 212
estocástica

matriz, 211
euclidiano

espaço, 243
expansão, 186
expansão linear, 30, 125
exponencial

complexa, 513
de bloco de Jordan, 501
de matriz, 218, 229, 450, 459, 501

factor
de Cholesky, 401

factorização
LU, 65, 397
de Cholesky, 401
de um polinómio, 308
QR, 272, 275
SVD, 371

fecho
de uma operação, 262
em relação a uma operação, 441, 450

Fibonacci
números, 208
sucessão de, 208

forma
bilinear, 244, 402
bilinear simétrica, 402

polar, 403
quadrática, 394, 395, 402

assinatura, 406
caracterı́stica, 406
definida negativa, 394
definida positiva, 394
forma canónica de, 406
invariante por, 465
semidefinida negativa, 394
semidefinida positiva, 394

sesquilinear, 244
forma canónica

de forma quadrática, 406
de Jordan, 468

forma normal
de matriz de certa caracterı́stica, 149

forma reduzida
de matriz em escada, 43

forma triangular de Schur, 381
forma-1, 359
fórmula

de De Moivre, 514
Fourier

coeficientes de, 307, 309, 311
FFT, 313
matriz de, 304, 307, 375

factorização da, 313
polinómio interpolador, 311
transformada de, 304

frequência, 305, 311
Frobenius, 148

norma, 433
função

bijectiva, 331
bilinear, 244
conjunto de chegada, 324
conjunto imagem, 324
contradomı́nio, 324
domı́nio, 324
injectiva, 331
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unicidade, 330

linear
composição, 329
condição necessária, 328
contradomı́nio, 349
definição, 182, 324, 325
exemplos de, 325, 338
inversa, 353
núcleo, 348, 349
representação matricial, 335

sobrejectiva, 331
funcional linear, 359

Gauss, 1
método, ver eliminação

gerador
conjunto, 30

golden number, 210
Google, 215
googol, 215
grafo, 217

direccionado, 216
Gram

matriz, 245, 247
Gram-Schmidt

processo de ortogonalização de, 272,
273, 389

grau de indeterminação, 36
de um sistema, 18
e dimensão do núcleo, 143

grupo, 441
a um parâmetro, 457
circular S1, 443
das isometrias, 443
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linear
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ortogonal
especial SO(n), 443

ortogonal O(n), 442
simpléctico, 466
unitário

especial SU(n), 443
unitário U(n), 442

Hermite, 244, 374
hermitiano

espaço, 243
Hilbert

espaço, 243
hipérbole, 407
hiperbolóide, 413, 414
hiperplano, 293
homogeneidade, 241
homogéneo

sistema, 36
solução de um sistema, 36

homomorfismo, 456
hiperbolóide, 413

idempotente, 265, 384
identidade

matriz, 44
identificação

de pontos e vectores, 24
imagem

completa inversa, 367
independência linear, 124, 125, 159

das colunas, 127
de um conjunto infinito, 125
e ortogonalidade, 259

ı́ndice
de nilpotência, 468
de um valor próprio, 493
de uma matriz, 487

532
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injectiva, 331, 354

função, 331
integral, 327
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de subespaços complementares, 262
dimensão da, 141

invariante
conjunto, 183

inversa
de matriz, 49, 103

de permutação, 54
elementar, 53, 54
triangular, 64

de uma função, 328
do produto, 50
e adjunta, 103
e determinante, 95
e valores próprios, 181
fórmula para a, 103
generalizada, 426

inverso
existência, 441
existência de, 110

isometria, 375
grupo das, 445

isomorfismo
de espaços lineares, 332
de grupos, 442, 443, 450

iteração, 202
iteradas

sucessão das, 207

Jacobi
identidade de, 450

Jordan
cadeia de, 477

forma canónica, 467, 490
para matriz nilpotente, 477

kernel, 114
Kronecker

delta de, 45

Lagrange
identidade de, 282

Laplace
desenvolvimento de, 96

least-squares, 297
lei de inércia de Sylvester, 402
Leonardo de Pisa, 208
Lie

álgebra de, 450, 452
parêntesis de, 450

identidade de Jacobi, 450
parêntesis de Lie, 450

linearmente dependente
conjunto, 125

linearmente independente
conjunto, 125
vectores, 125

link, 216
logarı́tmo

neperiano, 513
LU

factorização, 397
e menores principais, 398

mão direita
regra da, 283

Markov
cadeia de, 210
matriz de, 173, 211

matriz
hermitiana, 246
adjunta, 99
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espectro, 380
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coeficientes do sistema, 36
companheira, 231
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da métrica, 245
de Fourier, 307
de Gram, 245, 247
de Markov, 173, 211
de mudança de base, 110, 155, 157,

409
de permutação, 54, 314
de projecção ortogonal, 257
de rotação, 185, 373, 376, 416, 443
de transição, 211, 214
definição de, 7, 19
definida negativa, 394
definida positiva, 246, 394

caracterização, 397, 400
diagonal, 46, 63

por blocos, 71, 186, 197
diagonalização, 187
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dos coeficientes do sistema, 6
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elementar, 52, 149

inversa de, 53
em blocos, 69
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em escada, 9
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entrada, 7, 19
estocástica, 211
exponencial, 218
hermitiana, 247, 378

valores próprios, 379
identidade, 44
indedefinida, 394
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inversa, 103
invertı́vel, 49
mudança de base, 155
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não singular, 49
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espectro, 470
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ortogonal, 372, 457

propriedades, 373, 374
valores próprios de, 376
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Pauli, 462
potências de, 51
quadrada, 19
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simétrica, 47, 163, 247

valores próprios, 379, 388
singular, 49, 470
solução fundamental, 224
traço de

e valores próprios, 178
traço de, 178

propriedade, 245
transconjugada, 246
triangular, 63
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por blocos, 71
propriedades, 65
superior, 63

unitária, 372, 373
valores próprios de, 376
propriedades, 374

matrizes
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matriz, 245
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de função, 392
mı́nimos quadrados, 295, 426

desvios, 300
e SVD, 435
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erro, 300
polinómio de, 302
solução de, 296, 301
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produto, 280
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Moivre
fórmula de, 514
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neutro

elemento, 110

nilpotente
parte, 488

norma, 248
de Frobenius, 433
desigualdade triangular, 252
matricial induzida, 428
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de ouro, 210

ODE, 218
one-to-one, 331
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base, 258
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grupo, 442
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de vectores, 253
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parábola, 407
parabolóide, 414
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teorema de, 254
pivôs, 9, 123, 142, 398
plano

equação cartesiana, 291
equações paramétricas, 289

plano-k, 293
polar
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de matrizes, 38, 276
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e determinante, 95

de um escalar por um vector, 23
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matriz de, 257
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da transposta, 46
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decomposição, 272
factorização, 275
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norma, 449
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relação, 404
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Schur
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teorema, 468
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unitária, 381
se e só se, 16
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equivalência de, 22
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matrizes, 188, 346
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sentido
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matriz, 470
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de EDOs, 219
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possı́vel
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diagrama de, 270, 424
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exemplos de, 118
próprio, 183
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a um parâmetro, 457
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definição, 174
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de posição, 25
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ortogonais, 253
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Weierstrass, Teorema de, 428

540
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Lista de sı́mbolos
% Fim de demonstração
Li ↔ Lj Troca da linha i com a linha j.
αLi Multiplicar a linha i pelo escalar α &= 0.
Li + αLj Substituir a linha i pela soma da linha i com a linha j multiplicada pelo escalar α.
Ax = b Sistema de equações lineares com matriz dos coeficientes A e termo independente b.
[A|b] Matriz aumentada do sistema Ax = b.
aij Entrada na linha i e na coluna j da matriz A = [aij ].
car(A) Caracterı́stica da matriz A.
In ou I Matriz identidade de ordem n.
Ei Matriz elementar.
AT Matriz transposta de A.
A−1 Inversa da matriz A.
Ak Potência de A.
tr(A) Traço da matriz A.
LU factorização LU .
det(A) Determinante da matriz A.
signσ Sinal da permutação σ.
Cij cofactor da entrada ij.
cof(A) Matriz dos cofactores da matriz A.
ad(A) Matriz adjunta da matriz A.
N(A) Núcleo de A.
EC(A) Espaço das colunas de A.
EL(A) Espaço das linhas de A.
Span Espaço gerado por, ou expansão linear de.
dim Dimensão.
xB Vector das coordenadas de x na base ordenada B.
U + V Soma de subespaços.
U ⊕ V Soma directa de subespaços.
U ∩ V Intersecção de subespaços.
MB′←B Matriz de mudança da base B para a base B′.
E(λ) Espaço próprio do valor próprio λ.
mult alg(λ) Multiplicidade algébrica do valor próprio λ.
mult geom(λ) Multiplicidade geométrica do valor próprio λ.
〈x, y〉 Produto interno de x por y.
AH Transposta da matriz conjugada de A.
dist Distância.
‖ · ‖ Norma.
‖ · ‖2 Norma-2.
projx u Projecção ortogonal de u sobre x.
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S⊥ Complemento ortogonal do subespaço S.
uS , ou projS u Projecção ortogonal do vector u sobre o subespaço S.
u× v Produto externo (ou vectorial) do vector u pelo vector v.
w · (u× v) Produto misto dos vectores w, u e v.
Im(f) Contradomı́nio de f , ou imagem de f .
N(f) Núcleo da função linear f .
f−1 Inversa da função f .
L(V,W ) Espaço das funções lineares entre os espaços vectoriais V e W .
M(T,B,B′) Matriz que representa a função linear na base B do domı́nio e na

base B′ do conjunto de chegada.
V ∗ Espaço dual.
T ∗ Função dual da função linear T .
〈〈ξ, v〉〉 Imagem de v por ξ ∈ V ∗.
qA(x) Forma quadrática com matriz associada A.
A+ Pseudoinversa de A.
H Quaterniões.
g Álgebra de Lie do grupo G.
[A,B] Comutador de matrizes.
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